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Historia de la trigonometria

Historia de la trigonometria

La historia de la trigonometria y de las funciones trigonométricas
podria extenderse por mds de 4000 afios. Los babilonios determinaron
aproximaciones de medidas de dngulos o de longitudes de los lados de
los tridngulos rectdngulos. Varias tablas grabadas sobre arcilla seca lo

testimonian. Asi, por ejemplo, una tablilla babilonia escrita en

cuneiforme, denominada Plimpton 322 (en torno al 1900 a. C.) muestra

quince ternas pitagdricas y una columna de niimeros que puede ser

. . . s 1 .
interpretada como una tabla de funciones trlgonometrlcas;” sin

embargo, existen varios debates sobre si, en realidad, se trata de una Tablilla babilonia Plimpton 322.

tabla trigonométrica.

== Historia de la trigonometria La historia de la trigonometria comienza con los Babilonios y los Egipcios. Estos
dltimos establecieron la medida de los dngulos en grados, minutos y segundos. Sin embargo, en los tiempos de la
Grecia clésica, en el siglo II a.C. el astréonomo Hiparco de Nicea construy6é una tabla de cuerdas para resolver
tridngulos. Comenzd con un dngulo de 71° y yendo hasta 180° con incrementos de 71°, la tabla daba la longitud de la
cuerda delimitada por los lados del dngulo central dado que corta a una circunferencia de radio r. No se sabe el valor

que Hiparco utilizé parar.

300 afios después, el astrénomo Tolomeo utilizé r = 60, pues los griegos adoptaron el sistema numérico (base 60) de

los babilonios.

Durante muchos siglos, la trigonometria de Tolomeo fue la introduccién bdsica para los astrénomos. El libro de
astronomia el Almagesto, escrito por €l, también tenia una tabla de cuerdas junto con la explicaciéon de su método
para compilarla, y a lo largo del libro dio ejemplos de como utilizar la tabla para calcular los elementos desconocidos
de un tridngulo a partir de los conocidos. El teorema de Menelao utilizado para resolver tridngulos esféricos fue

autoria de Tolomeo.

Al mismo tiempo, los astronomos de la India habian desarrollado también un sistema trigonométrico basado en la
funcién seno en vez de cuerdas como los griegos. Esta funcién seno, era la longitud del lado opuesto a un dngulo en
un tridngulo rectdngulo de hipotenusa dada. Los matemadticos hindues utilizaron diversos valores para ésta en sus
tablas.

A finales del siglo VIII los astrénomos Arabes trabajaron con la funcién seno y a finales del siglo X ya habian
completado la funcién seno y las otras cinco funciones. También descubrieron y demostraron teoremas
fundamentales de la trigonometria tanto para tridngulos planos como esféricos. Los matemadticos sugirieron el uso

del valorr = 1 en vez de r = 60, y esto dio lugar a los valores modernos de las funciones trigonométricas

El occidente latino se familiarizé con la trigonometria Arabe a través de traducciones de libros de astronomia
ardbigos, que comenzaron a aparecer en el siglo XII. El primer trabajo importante en esta materia en Europa fue

escrito por el matemdtico y astronomo alemén Johann Miiller, llamado Regiomontano.

A principios del siglo XVII, el matemdtico John Napier inventd los logaritmos y gracias a esto los cdlculos

trigonométricos recibieron un gran empuje.

A mediados del siglo XVII Isaac Newton inventd el cdlculo diferencial e integral. Uno de los fundamentos del
trabajo de Newton fue la representacién de muchas funciones matematicas utilizando series infinitas de potencias de
la variable x. Newton encontrd la serie para el sen x y series similares para el cos x y la tg x. Con la invencién del
célculo las funciones trigonométricas fueron incorporadas al andlisis, donde todavia hoy desempefian un importante

papel tanto en las matemdticas puras como en las aplicadas.
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Por dltimo, en el siglo XVIII, el matemético Leonhard Euler demostré que las propiedades de la trigonometria eran
producto de la aritmética de los nimeros complejos y ademds definié las funciones trigonométricas utilizando

expresiones con exponenciales de nimeros complejos.

Etimologia

La palabra "seno" deriva del término en latin, sinus, de una mala traduccién (via el drabe de la palabra en sanscrito,
Jjiva o jya.[z] Aryabhata utilizé el término ardha-jiva ("media-cuerda"), que fue acortado a jiva y, luego, transliterado
por los drabes como jiba (.=). Traductores europeos como Roberto de Chester y Gerardo de Cremona en el siglo XII
toledano confundieron jiba por jaib (=), probablemente debido a que jiba (c>) y jaib (c>) se escriben igual en la
escritura drabe (este sistema de escritura utiliza acentos en lugar de vocales y, en algunos formatos, los acentos no
son escritos para facilitar la escritura, por lo que si los lectores no estin familiarizados con el idioma pueden
confundir palabras con las mismas letras, pero con diferente fonética). Las palabras "minuto" y "segundo" provienen
de las frases latinas partes minutae primae y partes minutae secundae, que pueden ser burdamente traducidas como

"primeras pequefias partes" y "segundas pequefias partes".m
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Enlaces externos
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Wikcionario tiene definiciones para trigonometria. Wikcionario

Trigonometria

La trigonometria es una rama de la matematica, cuyo
significado etimoldgico es "la medicién de los
tridngulos". Deriva de los términos griegos tpLywvo b/

trigono tridngulo y petpov metron medida.!!!

En términos generales, la trigonometria es el estudio de 6
las razones trigonométricas: seno, coseno; tangente,

cotangente; secante y cosecante. Interviene directa o C

=

indirectamente en las demds ramas de la matemadtica y a

se aplica en todos aquellos dmbitos donde se requieren

medidas de precision. La trigonometria se aplica a otras A o
C

m
X

ramas de la geometria, como es el caso del estudio de (@) b

las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de
triangulacion, por ejemplo, son usadas en astronomia para medir distancias a estrellas préximas, en la medicién de

distancias entre puntos geograficos, y en sistemas de navegacién por satélites.

El Canadarm 2, un brazo manipulador robético gigantesco de la Estacién Espacial

Internacional. Este manipulador es operado controlando los dngulos de sus
articulaciones. Calcular la posicién final del astronauta en el extremo del brazo
requiere un uso repetido de las funciones trigondmetricas de esos dngulos que se

forman por los varios movimientos que se realizan.
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Historia

Los antiguos egipcios y los babilonios conocian ya los teoremas sobre
las proporciones de los lados de los tridngulos semejantes. Pero las
sociedades pre-helénica carecian de la nocién de una medida del
dngulo y por lo tanto, los lados de los tridngulos se estudiaron en su
medida, un campo que se podria llamar trilaterometria.

Los astrénomos babilonios llevaron registros detallados sobre la salida

y puesta de las estrellas, el movimiento de los planetas y los eclipses

solares y lunares, todo lo cual requiere la familiaridad con la distancia i P —ur
angular medida sobre la esfera celeste. Sobre la base de una Tablilla babilonia Plimpton 322.
interpretacion de la tablilla cuneiforme Plimpton 322 (c. 1900 aC),

algunos incluso han afirmado que los antiguos babilonios tenfan una tabla de secantes. Hoy, sin embargo, hay un
gran debate acerca de si se trata de una tabla de ternas pitagéricas, una tabla de soluciones de ecuaciones segundo
grado, o una tabla trigonométrica.

Los egipcios, en el segundo milenio antes de Cristo, utilizaban una
forma primitiva de la trigonometria, para la construcciéon de las
piramides. El Papiro de Ahmes, escrito por el escriba egipcio Ahmes
(c. 1680-1620 aC), contiene el siguiente problema relacionado con la
trigonometria:

"Si una pirdmide es de 250 codos de alto y el lado de su base es

de 360 codos de largo, cudl es su Seked?"

La solucién, al problema, es la relacién entre la mitad del lado de la Papiro de Ahmes
base de la pirdmide y su altura. En otras palabras, la medida que se

encuentra para la seked es la cotangente del 4ngulo que forman la base de la pirdmide y su cara.

Unidades angulares

En la medicién de dngulos, y por tanto en trigonometria, se emplean tres unidades, si bien la mds utilizada en la vida
cotidiana es el Grado sexagesimal, en matemadticas es el Radidn la mds utilizada, y se define como la unidad natural
para medir dngulos, el Grado centesimal se desarrollé como la unidad mas préxima al sistema decimal, se usa en
topografia, arquitectura o en construccion.

* Radidn: unidad angular natural en trigonometria, serd la que aqui utilicemos. En una circunferencia completa hay
2n radianes.

* Grado sexagesimal: unidad angular que divide una circunferencia en 360 grados.

* Grado centesimal: unidad angular que divide la circunferencia en 400 grados centesimales.

Transportador en radianes. Transportador en grados sexagesimales. Transportador en grados centesimales
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Las funciones trigonométricas

La trigonometria es una rama importante de las matematicas dedicada al estudio de la relacién entre los lados y
angulos de un tridngulo rectdngulo, con una aplicacién inmediata en geometria. Con este propdsito se definieron una
serie de funciones, las que han sobrepasado su fin original para convertirse en elementos mateméticos estudiados en

si mismos y con aplicaciones en los campos mds diversos.

Razones trigonométricas

El tridngulo ABC es un tridngulo rectdngulo en
C; lo usaremos para definir las razones seno, y
coseno y tangente, del dngulo ¢,
correspondiente al vértice A, situado en el centro

de la circunferencia.

* El seno (abreviado como sen, o sin por
Ilamarse "sinus" en latin) es la razén entre el

cateto opuesto sobre la hipotenusa.

CB a
Ssell Yy = — = —
AB ¢
¢ El coseno (abreviado como cos) es la razén
entre el cateto adyacente sobre la hipotenusa, X
AC b
COSCt¥ —= —— = —
AB ¢

* La tangente (abreviado como fan o tg) es la

razén entre el cateto opuesto sobre el cateto adyacente,
CB a
AC b

tana =

Razones trigonométricas inversas

¢ La Cosecante: (abreviado como csc o cosec)
es la razon inversa de seno, o también su

inverso multiplicativo:

—0
1 ¢ F
csca@ = = o
sena
En el esquema su representacion geométrica es:
csca = AG

e La Secante: (abreviado como sec) es la razén

inversa de coseno, o también su inverso

multiplicativo:
A‘
1 c

seca = = - ol

cosax b
Enel €squema su representacion geometrica es: Tridngulo ABC proporcional con un dngulo inscrito en una circunferencia de

AR centro A y radio 1

seca = AD

* La Cotangente: (abreviado como cot o cta) es

la raz6n inversa de la tangente, o también su inverso multiplicativo:
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1 b
cot @ = = =
tana a
En el esquema su representacion geométrica es:
cota = GF

Normalmente se emplean las relaciones trigonométricas seno, coseno y tangente, y salvo que haya un interés

especifico en hablar de ellos o las expresiones matemadticas se simplifiquen mucho, los términos cosecante, secante y

cotangente no suelen utilizarse.

Equivalencia entre las funciones trigonométricas

Seno Coseno Tangente Cotangente Secante Cosecante
senf senf 1 _ cos20 tanf 1 Vsec?0 — 1 1
V1+tan?0 | V1 + cot?f sech csch
costl | \/1T_ sen26 cost 1 cotd 1 Vesc?g — 1
V1 +tan?0 | \/1+ cot?6 sech " cscd
tan® senf 1 — cos26 tan® 1 Vsec?d — 1 1
V1 — sen?f cosb cott Vese? — 1
cotd | /T sen?f cost 1 cotf 1 Vesc20 — 1
senf V1 — cos?6 tand Vsec?60 — 1
sech 1 1 V1 tan26 | 1+ cot?6 sech csch
1 — sen?d cosfl T cotf Vesc?0 — 1
cscl 1 1 V1 +tan28 | 1+ cot26 sech cscl
senf V1 — cos?6 tand Vsec?0 — 1

Otras funciones trigonométricas

Ademds de las funciones anteriores existen otras funciones trigonométricas, matemadticamente se pueden definir

empleando las ya vistas, su uso no es muy corriente, pero si se emplean dado su sentido geométrico, veamos:

El seno cardinal o funcién sinc (x) definida:

sinc (z) =

El verseno, es la distancia que hay entre la cuerda y el arco en una circunferencia, también se denomina sagita o

flecha, se defi

ne:

sin(z)

versen o — 1 — cosav

El semiverseno, se utiliza en navegacion al intervenir en el cdlculo esférico:

semiversen o« =

El coverseno,

coversen @ = 1 — sen «

El semicoverseno

semicoversen o —

El exsecante:

2

exsec o = secqy — 1

versen

COVerseIl &

2



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_sinc
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Verseno

Trigonometria

Funciones trigonométricas reciprocas

En trigonometria, cuando el dngulo se expresa en radianes (dado que un radidn es el arco de circunferencia de
longitud igual al radio), suele denominarse arco a cualquier cantidad expresada en radianes; por eso las funciones

reciproca se denominan con el prefijo arco, cada razén trigonométrica posee su propia funcién reciproca:
Yy =senz
y es igual al seno de x, la funcién reciproca:
I = arcsen y
x es el arco cuyo seno vale y, o también x es el arcoseno de y.
si:
Y = COSZ
y es igual al coseno de x, la funcién reciproca:
Z = arccosy
x es el arco cuyo coseno vale y, que se dice: x es el arcocoseno de y.
si:
Yy =tanz
y es igual al tangente de x, la funcién reciproca:
T = arctany
x es el arco cuya tangente vale y, o x es igual al arcotangente de y.
NOTA: Es comtn, que las funciones reciprocas sean escritas de esta manera:

pero se debe tener cuidado de no confundirlas con:

Valor de las funciones trigonométricas

A continuacién algunos valores de las funciones que es conveniente recordar:

Circunferencia en radianes. Circunferencia en grados sexagesimales.
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Radianes Grados seno coseno tangente | cosecante | secante | cotangente
sexagesimales
| 0 0° V0 4 Vi 1 0 F(+o0) 1 F(+o0)
2 2
L e i v [ L2 [ 2]
2 2 2 V3 V3
| Lix 457 ve | vz 1l 22l
2 2 V2 V2
Lo e | vs Vi1 V5| 2 |z | L
2 2 2 V3 V3
Lo | w0 [va_ [vO_ [BEeo)| 1 [Bxeo)| 0
2 | 2

Para el cdlculo del valor de las funciones trigonométricas se confeccionaron tablas trigonométricas. La primera de
estas tablas fue desarrollada por Johann Miiller Regiomontano en 1467, que nos permiten, conocido un angulo,
calcular los valores de sus funciones trigonométricas. En la actualidad dado el desarrollo de la informaética, en
practicamente todos los lenguajes de programacién existen bibliotecas de funciones que realizan estos célculos,
incorporadas incluso en calculadoras electrénicas de bolsillo, por lo que el empleo actual de las tablas resulta

obsoleto.

Sentido de las funciones trigonométricas

Dados los ejes de coordenadas cartesianas Xy, de

centro O, y una circunferencia goniométrica y
(circunferencia de radio la unidad) con centro en -
O; el punto de corte de la circunferencia con el
lado positivo de las x, lo sefialamos como punto
E.
Notese que el punto A es el vértice del tridngulo, B D
y O es el centro de coordenada del sistema de
referencia:

A=0 o
a todos los efectos. ) S,

4 O C |[E %

La recta r, que pasa por O y forma un angulo ¢
sobre el eje de las x, corta a la circunferencia en

el punto B, la vertical que pasa por B, corta al
eje x en C, la vertical que pasa por E corta a la

recta r en el punto D.

Por semejanza de tridngulos:
CB ED
ocC OF

Los puntos E y B estdn en la circunferencia de centro O, por eso la distancia (QFy (R son el radio de la

circunferencia, en este caso al ser una circunferencia de radio = 1, y dadas las definiciones de las funciones

trigonométricas:

SCNnx — ﬁ
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cosa = OC
tana = ED
tenemos:

senco tan o

cos a 1
La tangente es la relacién del seno entre el coseno, segun la definicién ya expuesta.

Primer cuadrante

Para ver la evolucién de las funciones trigonométricas seglin aumenta
el angulo, daremos una vuelta completa a la circunferencia, viéndolo
por cuadrantes, los segmentos correspondientes a cada funcién
trigonométrica variaran de longitud, siendo esta variacién funcién del

angulo, partiendo en el primer cuadrante de un dngulo cero.

Partiendo de esta representacion geométrica de las funciones
trigonométricas, podemos ver las variaciones de las funciones a

medida que aumenta el dngulo cx .

Para oy = (), tenemos que B, D, y C coinciden en E, por tanto:
sen0 =0

cos0=1

y
A -
o
y
tan(0 =0
Si aumentamos progresivamente el valor de ¢v, las distancias (7 By
E D aumentardn progresivamente, mientras que ()¢ disminuira. N
Percatarse que el punto B es de la circunferencia y cuando el d4ngulo o
aumenta se desplaza sobre ella.
El punto E es la interseccidn de la circunferencia con el eje x y no
y
K
&

varia de posicion.

Los segmentos: (J)¢'y (B estdn limitados por la circunferencia y

por tanto su maximo valor absoluto serd 1, pero F'J) no estd limitado,

dado que D es el punto de corte de la recta r que pasa por O, y la D
vertical que pasa por E, en el momento en el que el &dngulo
@ = 0,57 rad, la recta r serd la vertical que pasa por O. Dos rectas
verticales no se cortan, o lo que es lo mismo la distancia FJ) serd
« e s B
infinita.
El punto C coincide con A y el coseno vale cero. El punto B esta en el
eje y en el punto mas alto de la circunferencia y el seno toma su mayor o
valor: uno. cl E ¥
Para un angulo recto las funciones toman los valores:
™
sen— =1
2
T
cos — =0
2

tang = o0 — Nodefinida
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>
n/
=1

Segundo cuadrante

Cuando el dngulo ¢« supera el dngulo recto, el valor del seno empieza .
a disminuir segin el segmento (73, el coseno aumenta segin el B
segmento ()¢, pero en el sentido negativo de las x, el valor del

coseno toma sentido negativo, si bien su valor absoluto aumenta a

cuando el dngulo sigue creciendo.

ol=
=]
™

cl
La tangente para un dngulo ¢ inferior a 0, 57 rad se hace infinita en

el sentido positivo de las y, para el dngulo recto la recta vertical r que

pasa por O y la vertical que pasa por E no se cortan, por lo tanto la

tangente no toma ningtin valor real, cuando el dngulo supera los (), o7

rad y pasa al segundo cuadrante la prolongacion de r corta a la vertical

que pasa por E en el punto D real, en el lado negativo de las y, la

tangente [ J) por tanto toma valor negativo en el sentido de las y, y
su valor absoluto disminuye a medida que el dngulo « aumenta
progresivamente hasta los 7r rad.

Resumiendo: en el segundo cuadrante el seno de «, (7B , disminuye
progresivamente su valor desde 1, que toma para « = 0,57 rad,
hasta que valga 0, para @ = 7 rad, el coseno, ()¢, toma valor

negativo y su valor varia desde 0 para v = 0, 57 rad, hasta —1, para D

« = 7 rad.
La tangente conserva la relacién: D

seng

tana =
COS ¥

incluyendo el signo de estos valores.

Para un angulo llano tenemos que el punto D esta en E, y B y C coinciden en el eje de las x en el lado opuesto de E,

con lo que tenemos:
senm =20
cosm = —1

tanm = 0
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Tercer cuadrante

En el tercer cuadrante, comprendido entre los valores del dngulo
a—=mrada o = 1, 57 rad, se produce un cambio de los valores
del seno, el coseno y la tangente, desde los que toman para 7 rad:

3 a
sen7 =1 /

3
—:0
cos 5 B

3

tan? = o0 — No definida

Cuando el dngulo ¢ aumenta progresivamente, el seno aumenta en
valor absoluto en el sentido negativo de las y, el coseno disminuye en
valor absoluto en el lado negativo de las x, y la tangente aumenta del
mismo modo que lo hacia en el primer cuadrante.

A medida que el angulo crece el punto C se acerca a O, y el segmento
OC » el coseno, se hace mds pequefio en el lado negativo de las x.

El punto B, interseccion de la circunferencia y la vertical que pasa por

C, se aleja del eje de las x, en el sentido negativo de las y, el seno,
CB-

Y el punto D, interseccion de la prolongacién de la recta r y la vertical

que pasa por E, se aleja del eje las x en el sentido positivo de las y, con

lo que la tangente, F'[) , aumenta igual que en el primer cuadrante

Cuando el dngulo ¢ alcance 1, 57 rad, el punto C coincide con O y
el coseno valdrd cero, el segmento (7 serd igual al radio de la
circunferencia, en el lado negativo de las y, y el seno valdrd —1, la recta r del dngulo y la vertical que pasa por E
seran paralelas y la tangente tomara valor infinito por el lado positivo de las y.

El seno el coseno y la tangente siguen conservando la misma relacion:

senoa

tana =
COS ¥

que se cumple tanto en valor como en signo, nétese que a medida que el coseno se acerca a valores cercanos a cero,
la tangente tiende a infinito.
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Cuarto cuadrante

En el cuarto cuadrante, que comprende los valores del dngulo ¢x entre

1,57 rad y 2 rad, las variables trigonométricas varian desde los
valores que toman para 1, 57 rad:

sen(l,57) = —1

cos(1,57) =0

tan(1,57) = oo — No definida
hasta los que toman para Q4 rad pasando al primer cuadrante,

completando una rotacién:

sen(27) =sen 0 =0

cos(27) =cos0 =1

tan(27) =tan0 =10
como puede verse a medida que el dngulo ¢¥ aumenta, aumenta el
coseno ()¢ en el lado positivo de las x, el seno (7 g disminuye en el
lado negativo de las y, y la tangente ' J) también disminuye en el
lado negativo de las y.

Cuando «, vale 2776 (Jqral completar una rotacién completa los
puntos B, C y D, coinciden en E, haciendo que el seno y la tangente
valga cero, y el coseno uno, del mismo modo que al comenzarse el

primer cuadrante.

Dado el caricter rotativo de las funciones trigonométricas, se puede

afirmar en todos los casos:
sen a = sen(a + 27 n)
cosa = cos{a+ 27 n)

tana = tan{a + 27 n)

Que cualquier funcién trigonométrica toma el mismo valor si se incrementa el dngulo un nimero entero de

rotaciones completas.

«

A
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(o

Representacion grafica

A

1

0571 X
4 . N
Funciones
I trigonométricas [
—— y=sen (x)
y = cos (X) | |
2 —— y=tan (¥)
S
3

Representacion de las funciones trigonométricas en el plano (x,y), los valores en el eje x expresados en radianes.
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Calculo de algunos casos

Partiendo de una circunferencia de radio uno, dividida en cuatro
cuadrantes, por dos rectas perpendiculares, que se cortan en el
centro de la circunferencia O, estas rectas cortan a la
circunferencia en los puntos A, B, C y D, la recta horizonte AC
también la podemos llamar eje x y la recta vertical BD eje y. Dada
una recta r, que pasa por el centro de la circunferencia y forma un
angulo a con OA, eje x, y corta a la circunferencia en F, tenemos
que la vertical que pasa por F corta al eje x en E, la vertical que
pasa por A corta a la recta r en G. Con todo esto definimos, como

ya se vio anteriormente, las funciones trigonométricas:

para el seno:

EF __
sena = ——=FEF
OF
dado que:
OF =1
Para el coseno:
OEFE ___
cos o = —=0F
OF
dado que:
OF =1
Para la tangente:
EF AG __
tanog = — = —— = AG
OF OA
dado que:
OA=1

partiendo de estas definiciones, podemos ver algunos caso importantes:

Para 90-o.

Si a partir del eje vertical OB trazamos la recta r a un dngulo a en
el sentido horario, la recta r forma con el eje x un angulo 90-a., el
valor de las funciones trigonométricas de este dngulo conocidas las

de a seran:

El tridngulo OEF rectangulo en E, siendo el angulo en F a, por lo

tanto:
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EF

cos @@ =
OF =1
EF = sen (90 — o)
en el mismo tridngulo OEF, tenemos que:
OFE )
OF

OF — sen (90 —a) = cos o

sen o —
OF =1
OF = cos (90 — o) |
viendo el tridngulo OAG, rectdngulo en A, siendo el dngulo en G igual a a, podemos ver:
OA )
fan o = — 1

A

- G —a) =
54 — 1 > —  tan (90 — a)
AG =tan (90 — a)

> —  cos (90 —a) = sen a

tan o

/

Para 90+«

Si a partir de eje vertical OB trazamos la recta r a un dngulo a,
medido en sentido trigonométrico, el dngulo formado por el eje
horizontal OA y la recta r serd 90+a. La prolongacion de la recta B

r corta a la circunferencia en F y a la vertical que pasa por A en G.

El tridngulo OEF es rectingulo en E y su dngulo en F es a, por lo

tanto tenemos que:

EF
OF -

cos @ =
OF =1
EF = sen (90 + o)
En el mismo tridngulo OEF podemos ver:
OE )
ﬁ > —

sen (90 + a) = cos &

sen o =

OF =1

OF = —cos (90 + a) |

En el tridngulos OAG rectangulo A y siendo a el dngulo en G, tenemos:
OA )

=] -1
AG » —  tan (0 +a) = :
an o

cos (90 + a) = —sen a

tan o =

OA=1
AG = —tan (90 + @)

/



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Archivo%3ARelTri-3.svg

Trigonometria 16

Para 180-«

Si sobre el eje horizontal OC, trazamos la recta r a un dngulo «, el

angulo entre el eje OA y la recta r es de 180-a, dado el tridngulo
OEF rectangulo en E y cuyo dngulo en O es a, tenemos: B
F
[0
cl E o a A
G
D
EF
sSen a = ﬁ
— —  sen (180 — a) = sen «
OF =1 ( )
EF = sen (180 — a)
en el mismo tridngulo OEF:
OFE )
COS & = ﬁ
— —  ¢0s5 (180 —a) = —cos o
OF =1 > ( )
OF = —cos (180 — ) |
En el tridngulo OAG, rectangulo en A y con angulo en O igual a o, tenemos:
AG )
tan o = ﬁ
— —  tan {180 — a) = —tan «
OA=1 i ( )
AG = —tan (180 — a) |
Para 180+a
Sobre la circunferencia de radio uno, a partir del eje OC con un
angulo a trazados la recta r, el dngulo del eje OA y larectar es de
180+, como se ve en la figura. En el tridngulo OEF rectangulo B
en E se puede deducir: d
o
cl [E o o A



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Archivo%3ARelTri-4.svg
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Archivo%3ARelTri-5.svg

Trigonometria

EF
Or —  sen (180 + a) = —sen o

sen a =
OF =1
EF = —sen (180 + a)
en el mismo tridngulo OEF tenemos:
OF
cos ox =
OF =1
OF = —cos (180 + a)
en el tridngulo OAG, rectdngulo en A, vemos que:
AG
tan o = ——

_ A =
5A — 1 —  tan (180 + a) = tan o
AG = tan (180 + )

ﬁ - coSs (180 + O{) = —CO0S &

Para 270-«

Sobre el eje OD y con un dngulo o medido en sentido horario
trazamos la recta r. El dngulo entre el eje OA y la recta r es de

270-a. En el tridngulo OEF, rectangulo en E, tenemos:

EF
OF .

Cos & =

OF =1
EF = —gen (270 — )
por otra parte en el mismo tridngulo OEF, tenemos:
OF
Sen o — ———
OF — 1 OF — c0s (270 —a) = —sen «
OFE = —cos (270 — )
en el tridngulo OAG rectangulo en A, y siendo a el dngulo en G, tenemos;
OA
AG —  tan (270 — a) =

@ =1 tan o
AG =tan (270 — a)

tan o =

sen (270 — a) = —cos &
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Para 270+a

Sobre el eje OD y con un dngulo @ medido en sentido
trigonométrico, trazamos la recta r. El dngulo entre el eje OA y la

recta r es de 270+a. En el tridngulo OEF, rectingulo en E,

tenemos:
EF
COS ¢x = ﬁ
OF — 1 —  sen {270+ a) = —cos &

EF = —sen (270 + a)
por otra parte en el mismo tridngulo OEF, tenemos:
OF
OF —  cos (270 + o) = sen o

sen o =
OF =1
OF = cos (270 + a)
en el tridngulo OAG rectiangulo en A, y siendo @ el dngulo en G, tenemos;
OA
Y2l -1
T AG _
Od=1 —  tan (270 + @) py—
AG = —tan (270 4 a)

tan o =

Para -a

Sobre la circunferencia de radio uno, a partir del eje OA con un
angulo a medido en sentido horario trazados la recta r, el dngulo
del eje OA y larectar es de -a, o 1o que es lo mismo 360-a como
se ve en la figura. En el tridngulo OEF rectangulo en E se puede

deducir:
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EF
SENn ¥ —
OF =1
EF = —sen (—a)

en el mismo tridngulo OEF tenemos:

OF — sen{—a)=—sena

OF
Ccos @ — ﬁ
OF — 1 —  cos (—a) =cos &
OF = cos (—a)
en el tridngulo OAG, rectdngulo en A, vemos que:
AG
ton a = :A
OA — 1 —  tan (—a) = —tan o

AG = —tan (—)

Identidades trigonométricas

Una identidad es una igualdad en que se cumple para todos los valores permisibles de la variable. En trigonometria

existen seis identidades fundamentales:

Reciprocas
sen(a) - csc(a) =1
cos(a) - sec{a) =1
tan(a) - cot(a) = 1
De divisién

sen{a)

tan(a) = cos(a)

Por el teorema de Pitagoras

Como en el tridngulo rectdngulo cumple la
funcién que:
a’+b=¢?

de la figura anterior se tiene que:

sen(a) =

oI |8

cos(a) =

por tanto:

9 9 a\’ AN -
sen“o +cos oy = | — +{ - == =
c c c2 c2

entonces para todo dngulo o, se cumple la identidad Pitagérica:

2

sen’c + cos® o = 1

que también puede expresarse:
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tan’a + 1 = sec’

1+ cot’ o = csc? o

Seno y coseno, funciones complejas

El seno y coseno se definen en matematica compleja, gracias a la férmula de Euler como:

eia _ e—ia
Senae — ;
21
eirx + e—ia
cosqy = ———
2
Por lo tanto, la tangente quedara definida como:
1 6'5:1 o e—ia ‘eia o e—'i,cc
tan o = -_—— = =
2 e'mz + e—’ba e'bﬂ + e_'LQ

Siendo § = 4/ —1.
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Funcion trigonométrica

En matemadticas, las funciones trigonométricas son las funciones que se definen a fin de extender la definicién de

las razones trigonométricas a todos los nimeros reales y complejos.

Las funciones trigonométricas son de gran importancia en fisica, astronomia, cartografia, nautica,

telecomunicaciones, la representacion de fendmenos periddicos, y otras muchas aplicaciones.

C
versin |p

sec

B

Todas las funciones trigonométricas de un dngulo 0 pueden ser construidas
geométricamente en relacion a una circunferencia de radio unidad de
centro O.

Conceptos basicos

Las Razones trigonométricas se definen
comunmente como el cociente entre dos
lados de un tridngulo rectdngulo asociado
a sus angulos. Las  funciones
trigonométricas son funciones cuyos
valores son extensiones del concepto de
razén trigonométrica en un tridngulo
rectangulo trazado en una circunferencia
unitaria (de radio unidad). Definiciones
mds modernas las describen como series
infinitas o como la solucién de ciertas
ecuaciones diferenciales, permitiendo su
extension a valores positivos y negativos,

e incluso a nimeros complejos.

Existen seis funciones trigonométricas
basicas. Las dltimas cuatro, se definen en

relaciéon de las dos primeras funciones,

aunque se pueden definir
geométricamente o por medio de sus Identidades trigonométricas fundamentales.

relaciones. Algunas funciones fueron

comunes antiguamente, y aparecen en las primeras tablas, pero no se utilizan actualmente; por ejemplo el verseno (1

— cos 0) y la exsecante (sec 0 — 1).
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Funciéon | Abreviatura Equivalencias (en radianes)
Seno sin (sen) o= 1 T o) = cos 6
sin =CSC€=COS(2— )=c0t€
Coseno cos 0= 1 r o) = sin 6
cos =Sem9=s1n<2 = ) =tmp
Tangente | tan 1 in 6
8 tanf = = cot <z —9) = st
cot 6 2 cos
Cotangente | ctg (cot 1 [7]
8  (cot) cotd = Etan(z—ﬁ)zc?s
tan 6 2 sin 6
Secante sec 0= 1 s g) = tan 8
secld = s cse 5~ ) =3
Cosecante | csc (cosec) 1 T cot @
cscl = — Esec(——ﬁ);
sin 6 2 cos

Definiciones respecto de un triangulo rectangulo

Para definir las razones trigonométricas del dngulo: e, del
vértice A, se parte de un tridngulo rectdngulo arbitrario que

contiene a este dngulo. El nombre de los lados de este

tridngulo rectdngulo que se usard en los sucesivo serd:
» La hipotenusa () es el lado opuesto al dngulo recto, o lado (hipotenusa)
h

de mayor longitud del tridngulo rectdngulo.

* El cateto opuesto (a) es el lado opuesto al dngulo .

* El cateto adyacente (b) es el lado adyacente al dngulo o .

Todos los tridngulos considerados se encuentran en el Plano

o

Euclidiano, por lo que la suma de sus dngulos internos es

igual a m radianes (o 180°). En consecuencia, en cualquier A
tridngulo rectangulo los dngulos no rectos se encuentran entre ( adyacente)
0 y m/2 radianes. Las definiciones que se dan a continuacién
definen estrictamente las funciones trigonométricas para

dngulos dentro de ese rango:
1) El seno de un dngulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa:

. opuesto a
sina@ = ——— = —.
hipotenusa  h

El valor de esta relacién no depende del tamaifio del tridngulo rectingulo que elijamos, siempre que tenga el mismo

dngulo «¢, en cuyo caso se trata de tridngulos semejantes.

2) El coseno de un dngulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la hipotenusa:

adyacente b
cosq = ——— = —.
hipotenusa  h

3) La tangente de un dngulo es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente:
opuesto a

tanqg = ——— = -,
ana adyacente b

4) La cotangente de un dngulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la del opuesto:
adyacente b

coty = ———— = —.
opuesto a



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Seno_%28trigonometr%C3%ADa%29
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Coseno
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tangente_%28trigonometr%C3%ADa%29
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Cotangente
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Secante_%28trigonometr%C3%ADa%29
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Cosecante
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Archivo%3ATrigono_a10.svg
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tri%C3%A1ngulo_rect%C3%A1ngulo
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Hipotenusa
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Cateto
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Cateto
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Radian

Funcién trigonométrica

23

5) La secante de un dngulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto adyacente:

hipotenusa &

secqx = —/——— = —.

adyacente b

6) La cosecante de un dngulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto opuesto:
hipotenusa A

sy = ———— = —.,
opuesto a

Funciones trigonométricas de angulos notables

0°| 30° | 45° | 60° |90°
sen | 0 1 NARVEIR
212 2
cos| 1| /3| /2 1 0
2 2| 2
tan | 0 \/g 1 \/§ o0
3

Definicion para un nimero real cualquiera

No es posible utilizar la definicién dada anteriormente del seno o el coseno de « para valores de @ menores o

iguales a 0 o valores mayores o iguales a /2, pues no se podria construir un tridngulo rectangulo tal que uno de sus
angulos mida « radianes. Para definir los valores de estas funciones para valores comprendidos entre 0 y 27w, se
utilizard entonces una circunferencia unitaria, centrada en el origen de coordenadas del plano cartesiano. Se definirdn
las funciones trigonométricas seno y coseno como la abscisa y la ordenada, respectivamente, de un punto P

perteneciente a la misma, siendo ¢ el dngulo, medido en radianes, entre el semieje positivo X y el segmento que une
el origen con P.

Puede observarse que estas funciones toman valores entre -1 y 1. Nétese que para valores entre 0 y m/2, los valores
obtenidos para el seno y el coseno con esta definicién, coinciden con los obtenidos utilizando la nocién de razén
trigonométrica. Si el valor de x esta fuera del intervalo [0,27t], puede descomponerse como x=2kmn+x' siendo k un
nimero entero y x' un valor entre 0 y 27t. Se asignard a x los mismos valores de seno y coseno que los asignados a x',

ya que puede interpretarse a X como un angulo coterminal con X', y por lo tanto, las coordenadas del punto P seran
las mismas en ambos casos.
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Representacion grafica
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y = cos (X)
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—y~tan(x)
\ —— y=cot ()
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Demostracion de funciones trigonométricas de la suma de dos angulos

Mirando la figura a la derecha se observa:

BH HE+EB HE  EB

si@+f)=JF =" ~ap ' aB
Si HE = D@ (cateto opuesto del tridngulo de &angulo «),
E DG . e
entonces — — — —— . Se tiene entonces la expresion siguiente:
AB
. DG EB
et A =251 4

En la razén se observa facilmente que )Gy AR pertenecen

a tridngulos diferentes, y si se multiplica tanto el numerador como el
denominador por un lado en comin a estos dos tridngulos, se pueden

obtener funciones trigonométricas:

DG DG AD DG AD

AB ~ AB AD — AD ap ~ Sn(@)cos(f)
Lo mismo para ——:

A
EB _EB BD _EB BD _ cos(a) sin(3)

AB  AB BD BD AD

0.84

0.64

0.4

0.2

i
o v

H G

o

02

0.4

06 08

Construccién geométrica de la suma de dos

angulos
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Luego:

DG EB
sin(a + 8) = 1B + 15 = sin{a) cos(8) + cos(a) sin(3)
sin{a + 3) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(3)

Como ya conocemos la funcién seno, es facil encontrar las funciones restantes:

La funcién coseno es una traslacion de la funcién seno gunidades hacia la izquierda sobre el eje x :
cos(a+ 3) =sin(a+ 3+ g)

cos(a + B) = sin(a + (3 + g))

cos(a + B) = sin(a) cos(8 + g) +sin(8 + g) cos(av)

™
Si se traslada la funcién coseno E unidades hacia la izquierda, se obtiene la funcién negativa seno.

cos(a + B) = —sin(a) sin(8) + cos(B) cos(a)
cos(a + () = cos(8) cos(ax) — sin(a) sin(5)
La funcién tan(a + 3)se obtiene al efectuar:

sin(a + 8)  sin(a) cos{8) + cos(a) sin(5)

cos{a + 3) cos(3) cos(a) — sin(a) sin{3)

sin{a) cos(3)+cos(a) sin(5)

sin(a + 3) _ cos(a) cos ()
cos(a + 3) =) Oéfs(fgﬁif((;ﬁ) sin(f)

sin{o + ) _ tan(a) + tan(s)
cos(a+8) 1 — tan(a)tan(B)
tan(a) + tan(Q)

1 — tan(a) tan(3)

tan(a + 8) =

Funciones trigonométricas de angulo doble
Sabiendo las funciones trigonométricas de la suma de dos dngulos, se pueden determinar las funciones
trigonométricas de dngulo doble al plantear que @ = 3
Para la férmula del coseno del dngulo doble se pueden presentar otras dos formas alternativas con el uso de las
identidades pitagéricas: Convirtiendo cos(a)a términos de sin(a) , 0 convirtiendo a términos de cos (og):
cos(2a) = 2cos®(a) — 1
Para la tangente del dngulo doble se procede de la misma manera:
tan(a) + tan(3)
— tan{w) - tan(Q3)
2 tan(a)
1 — tan®(a)

tan(a + ) = 1

tan(2a) =
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Definiciones analiticas

La definicién analitica més frecuente dentro del andlisis real se hace a partir de ecuaciones diferenciales. Usando la
geometria y las propiedades de los limites, se puede demostrar que la derivada del seno es el coseno y la derivada del
coseno es el seno con signo negativo. (Aqui, como se hace generalmente en célculo, todos los dngulos son medidos

en radianes.)

§'(z) = C(z) S(0)=0
C'(z) = —S(z) C(0)=1
El teorema de Picard-Lindelof de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales lleva a que existen las

funciones anteriores que se llaman respectivamente seno y coseno, es decir:

cosz = C(z), sinz = S(x)
Esta definicién analitica de las funciones trigonométricas permite una definicién no-geométrica del nimero =, a

saber, dicho nimero es el minimo nimero real positivo que es un cero de la funcién seno.

Series de potencias

A partir de las definicién anterior pueden establecerse que las funciones seno y coseno son funciones analiticas cuya
serie de Maclaurin viene dada por:

( 1)k 2k+1 T $3 1,5 I7

Sm”"_z @+l 1 3 E T

© (—1)kz%* 1 g2 gt 4

COST = == e e
2 (2k)! o 20 4 6
k=0
Estas identidades son a veces usadas como las definiciones de las funciones seno y coseno. Con frecuencia se

utilizan como el punto de partida para el tratamiento riguroso de las funciones trigonométricas y sus aplicaciones
(por ejemplo en las Series de Fourier), debido a que la teoria de las series infinitas puede ser desarrollada a partir de
la base del sistema de ntimeros reales, independientemente de cualquier consideraciéon geométrica. La
diferenciabilidad y continuidad de estas funciones es entonces establecida a partir de las definiciones de series por si

misma.

Relacion con la exponencial compleja

Existe una relacién importante entre la exponenciacién de nimeros complejos y las funciones trigonométricas:

¢ = cosz +isinz
Esta relacion puede probarse usando el desarrollo en serie de Taylor para la funcién exponencial y el obtenido en la
seccion anterior para las funciones seno y coseno. Separando ahora en parte real e imaginaria en la expresion anterior
se encuentran las definiciones de seno y coseno en términos de exponenciales complejas:
e'i,z + e—'im ] e'Em _ e—'Em
CosT = ————— SINT = ————

2 2



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=An%C3%A1lisis_real
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Teorema_de_Picard-Lindel%C3%B6f
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=N%C3%BAmero_%CF%80
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_anal%C3%ADtica
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Serie_de_Maclaurin
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Exponenciaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=N%C3%BAmeros_complejos
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Serie_de_Taylor
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_exponencial

Funcién trigonométrica

27

A partir de ecuaciones diferenciales

Las funciones seno y coseno satisfacen la igualdad:

1y

Yy =Y.
Es decir, la segunda derivada de cada funcion es la propia funcién con signo inverso. Dentro del espacio funcional de
dos dimensiones V, que consiste en todas las soluciones de esta ecuacion,
 la funcién seno es la tnica solucién que satisface la condicién inicial (y(0),5(0})={(1,0)y
* la funcién coseno es la tinica solucién que satisface la condicién inicial (y’(0),y(0))=(0,1).
Dado que las funciones seno y coseno son linearmente independientes, juntas pueden formar la base de V. Este
método para definir las funciones seno y coseno es esencialmente equivalente a utilizar la férmula de Euler. Ademads
esta ecuacion diferencial puede utilizarse no solo para definir al seno y al coseno, con ella también se pueden probar
las identidades trigonométricas de las funciones seno y coseno.
Ademds, la observacion de que el seno y el coseno satisfacen y”* = —y implica que son funciones eigen del operador

de la segunda derivada.
La funcién tangente es la tnica solucién de la ecuacién diferencial no lineal
/ 2
y=1+y
satisfaciendo la condicién inicial y(0) = 0. Existe una interesante prueba visual de que la funcién tangente satisface

esta ecuacion diferencial.

Funciones trigonométricas inversas

Las tres funciones trigonométricas inversas comiinmente usadas son:

* Arcoseno es la funcidn inversa del seno de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuyo seno es dicho
valor.

La funcién arcoseno real es una funcion [— 1, 1] — [O, 27r), es decir, no estd definida para cualquier nimero real.

Esta funcién puede expresarse mediante la siguiente serie de Taylor:

(7

—3 z=-—1
1z 1-3z% 1-3-527

arcsin{z) = < T e, | 1
(z) $+23+2-45+2-4-67+ <z<

i =1

W) z=

e Arcocoseno es la funcién inversa del coseno de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuyo coseno es

dicho valor.

Es una funcién similar a la anterior, de hecho puede definirse como:

arccos(z) = g — arcsin(z)

* Arcotangente es la funcién inversa de la tangente de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuya
tangente es dicho valor.

A diferencia de las anteriores la funcién arcotangente estd definida para todos los reales. Su expresién en forma de

serie es:

T— —+———+... lz| <1
arctan(z) = 356 7

+—-———4——-——4+... +conz>1,—conzx< -1
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Generalizaciones

* Las funciones hiperbdlicas son el andlogo de las funciones trigonométricas para una hipérbola equilatera. Ademads
el seno y coseno de un nimero imaginario puro puede expresarse en términos de funciones hiperbdlicas.

* Las funciones elipticas son una generalizacién biperiddica de las funciones trigonométricas que en el plano
complejo sélo son periddicas sobre el eje real. En particular las funciones trigonométricas son el limite de las

funciones elipticas de Jacobi cuando el pardmetro del que dependen tiende a cero.

Historia

El estudio de las funciones trigonométricas se remonta a la época de Babilonia, y gran parte de los fundamentos de

trigonometria fueron desarrollados por los matemadticos de la Antigua Grecia, de la India y estudiosos musulmanes.

El primer uso de la funcién seno (sin(-)) aparece en el Sulba Sutras escrito en India del siglo VIII al VI a. C. Las
funciones trigonométricas fueron estudiadas por Hiparco de Nicea (180-125a.C.), Aryabhata (476-550),

Varahamihira, Brahmagupta, al-Khwarizmi, Abu'l-Wafa, Omar Khayyam, Bhaskara II, Nasir al-Din Tusi,
Regiomontanus (1464), Ghiyath al-Kashi y Ulugh Beg (Siglo XIV), Madhava (ca. 1400), Rheticus, y el alumno de
éste, Valentin Otho. La obra de Leonhard Euler Introductio in analysin infinitorum (1748) fue la que estableci6 el
tratamiento analitico de las funciones trigonométricas en Europa, definiéndolas como series infinitas presentadas en

las llamadas "Férmulas de Euler".

La nocién de que deberia existir alguna correspondencia estandar entre la longitud de los lados de un tridngulo siguié
a la idea de que tridngulos similares mantienen la misma proporcién entre sus lados. Esto es, que para cualquier
tridngulo semejante, la relacioén entre la hipotenusa y otro de sus lados es constante. Si la hipotenusa es el doble de

larga, asi serdn los catetos. Justamente estas proporciones son las que expresan las funciones trigonométricas.

Enlaces externos

* http://matematicas.redyc.com/wiki/doku.php?id=editores:jorgitoteleco:exponencial_compleja

* Herramienta didactica para explicar las funciones trigonométricas (

Referencias

[1] http://www.touchmathematics.org/topics/trigonometry
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Identidades trigonométricas

Una identidad trigonométrica es una
igualdad entre expresiones que F ‘

contienen funciones trigonométricas y

es vélida para todos los valores del
dngulo en los que estdn definidas las
funciones (y las  operaciones
aritméticas involucradas).

C
Notacién: se define cos’c, sen’c . !
’ ’ versin |p -
2 2 1
otros; tales que sen"a es (sen o.)". '
1
>

sec
B

Todas las funciones en O.

Identidades trigonométricas fundamentales, y cémo convertir de una funcién

trigonométrica a otra.
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Relaciones basicas

De estas dos identidades, se puede extrapolar la siguiente tabla. Sin embargo, ndtese que estas ecuaciones de
conversion pueden devolver el signo incorrecto (+ 6 —). Por ejemplo, si senf =1/2la conversion propuesta en la tabla
indica que cos # = v/1—sen?8=+/3/2, aunque es posible que cos§ = —+/3/2. Para obtener la tnica respuesta correcta se

Relacion pitagérica

sen?d + cos® 9 = 1

Identidad de la razén

necesitard saber en qué cuadrante estd 0.

Funciones trigonométricas en funcion de las otras cinco.

En términos de cos tan cot sec csC
senf V1 — cos2 6 tan @ 1 Vsec? 8 — 1 1
V1 +tan?6 | V14 cot?d sec @ csc
cos V1 — sen26 cosf 1 cot 8 1 Vese28 — 1
V1+tan26 | V14 cot?8 sec 6 T escl
tan senf V1 _ cos2 6 tan @ 1 Veec2§ — 1 1
v/1 — sen26 cos @ cot 6 Vese2 —1
cot 8 /1 — sen26 cos 6 1 cot @ 1 Vs — 1
senf V1 —cos?6 tan 6 vsec2g —1
sec 1 1 \/1 + tan2g | V14 cot?d sec 0 csc
1 — sen?6 cosd cot 6 Vesc?29 —1
cscf 1 1 V1 tan26 \/1 1ot sec § csc 6
send 1 —cos?6 tan @ Vsec?f — 1
De las definiciones de las funciones trigonométricas:
senzr 1 COoSZT
tanx = cotz = =
COS T tanz senx
1 1
SeCcxr = CSCT =
COS T SENnT

Son més sencillas de probar en la circunferencia trigonométrica o goniométrica (que tiene radio igual a 1):

sen(z) = sen{z + 27)

sen(—z) = sen(z + )
tan(—z) = — tan(x)

sen(x) = cos (g - :(:)

periodo pero estian desfasadas, es también una onda senoidal del mismo periodo pero con un desplazamiento de fase

diferente. Dicho de otro modo:

asen({z) + bcos(z) = Va? + b2 - sen (

sen’ (z) + cos> (z)=1

Es llamada identidad trigonométrica fundamental, y efectuando sencillas operaciones permite encontrar unas 24

identidades mds, muy ttiles para problemas introductorios del tipo conocido el valor de la funcién seno, obtenga el

cos(z) = cos(z + 27)

tan(z) = tan(z + )

cos(—z) = — cos(z + )

valor de las restantes (sin tabla ni calculadora).

cot(—z) = — cot(z)

cos(z) = sen (g - a:)

A veces es importante saber que cualquier combinacién lineal de una serie de ondas senoidales que tienen el mismo

b
x + arctan —)
a

tan(z) = cot (

ﬁ_r)

2
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Por ejemplo, si se divide ambos miembros por cos?, se tiene:

tan? (z) + 1 = sec? ()
Calculando la reciproca de la expresion anterior:
cot? (z) + 1 = csc? (z)

Entonces puede expresarse la funcién seno segtin alguna otra conocida:

sen(z) = /1 — cos?(z) sen(z) = 1

1+ tan?(z)
1 1
sen(z) = ———— sen(z) = v/sec?(z) — 1
(=) 1 + cot?(z) (=) sec T (=)

Ejemplo 2:
Utilizando la identidad
sec?(t) — tan®(t) =1
sec?(t) = 1 + tan®(#)
Entonces:

Pero

1
cos?(t)

sustituimos en ()

sec?(t) =

Realizamos las operaciones necesarias y queda:
Entonces los cosenos se hacen 1 y queda
Y queda demostrado.

El resto de las funciones se realiza de manera analoga.

Teoremas de la suma y diferencia de angulos
Pueden demostrarse segtin la Férmula de Euler o mediante la proyeccidn de dngulos consecutivos. La identidad de la
tangente surge del cociente entre coseno y seno, y las restantes de la reciproca correspondiente.
sen(z £ y) = sen{z) cos(y) + cos(z)sen(y)
cos(z £ y) = cos(z) cos(y) F sen(z)sen(y)
tan(z) =+ tan(y)
1 F tan(z) tan(y)

De lo que se sigue para determinados dngulos suplementarios:

tan(z £ y) =

sen(m + z) = Fsen(z)
cos(m =+ z) = — cos(x)
tan(w £+ ) = +tan(z)
cse(m £+ z) = F ese(x)
Para dngulos complementarios:

sen (g — z) = cos(z)

cos (g — m) = sen(z)
tan (g — m) = cot(z)
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csce (g — x) = sec{x)
sec (g — .’I:) = csc{zx)
cot (g - x) = tan(z)

Para dngulos opuestos:
sen (—z) = —sen (z)
cos (—z) = cos (z)
tan (—z) = — tan (z)
esc{—z) = —csc(z)
sec (—z) = sec (z)
cot (—z)} = — cot (z)

Identidades del angulo multiple
Si Tn es el n-simo Polinomio de Chebyshev entonces
cos(nz) = T,,(cos(z)).

Formula de De Moivre:

T

cos(nz) + isen(nz) = (cos(z) + isen(x))

Identidades del angulo doble, triple y medio

Pueden obtenerse remplazdndolo y por x (o sea sen(:c -+ :,c) = sen(Zm)) en las identidades anteriores, y usando
el teorema de Pitdgoras para los dos tdltimos (a veces es 1til expresar la identidad en términos de seno, o de coseno

solamente), o bien aplicando la Férmula de De Moivre cuando y, — 9.

Formula del angulo doble

sen2d = 2senf cos cos 20 = cos? § — sen?6 2tand cot @ — tan @
tan20 = ——— cot20 = ———
_ 2tané =9%2cos2f — 1 1— tan®6 2
 1+tan’@ =1 — 2sen?
= tan? 6
" 1+tan?8
Formula del angulo triple
sen30 = 3senf — 4sen®d | cos 360 = 4cos® 0 — 3 cosb 3tanf — tan®6
tandf = —————
1—3tan“6

Férmula del dngulo medio

1— cosf 1+ cos8 tan 2 = csch — cot @ cot £ = csch+ cot @
g== f=4 2 2
seng = — cos 5 = —
/1 —cos@
1+ cosf

senf
1+ cos@
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Producto infinito de Euler

wo(2) o

Identidades para la reduccion de exponentes

o 6)- i (2)-

sen(6) .

0

Resuelve las identidades tercera y cuarta del dngulo doble para cos?(x) y sin?(x).

Seno 2 _ 1 — cos 26 39 — 3senf — sen36
sen“d = 5 sen“f = 1
Coseno o 1+ cos 26 . 3 cos O + cos 36 o 10 cos 8 + 5 cos 36 + cos bd
cos“f = ——— cos’ = —— | cos” 8 =
2 4 16
Ot 1-— 460 3
ros sen26 cos? § — % sen30 cos® 6 = Sen8 20

Paso de producto a suma

Puede probarse usando el teorema de la suma para expandir los segundos miembros.

cos(z) cos(y) =

sen(z)sen(y) =

sen(z) cos(y) =

cos(z)sen{y) =

cos(z + y) + cos(z — y)

2

cos(z — y) — cos(z + y)

2

sen(z + y) + sen(z — y)

2

sen(z + y) — sen(z — y)

2

Deduccion de la identidad

cos(z) cos(y) =

cos(z + y) + cos(z — y)

2

Sabemos por el teorema de la suma y la resta que:

cos(z + y) = cos(z) cos(y) F sen(z)sen(y)

Si separamos la suma de la resta quedan entonces los dos posibles casos:

1): cos(z + y) = cos(xz) cos(y) — sen(z)sen(y)

2): cos(z — y) = cos(z) cos(y) + SGH(I)SGH('Q’)

Si tomamos la ecuacién 1) y despejamos cos(x)cos(y) nos queda que:

3): cos(z) cos(y) = cos{z + y) + sen(z)sen(y)

Y si sumamos el miembro de la derecha de la ecuacién 2) al miembro izquierdo de la ecuacién 3), y para mantener la

igualdad se suma el lado izquierdo de la ecuacién 2) en el lado derecho de la ecuacion 3). (Recuerda que si se suma

un elemento a ambos lados de la ecuacién se mantiene la misma), quedarfa:

cos(x) cos(y)+sen{z)sen(y)+cos(z) cos(y) = cos{z+y)+sen(z)sen(y)+cos(z—y)

Simplificando el elemento sin(x)sin(y) y sumando cos(x)cos(y) quedaria:

2 cos(z) cos(y) = cos(z + y) + cos(z — y)

Y por tltimo multiplicando ambos lados de la ecuacién por Y2 queda:

cos(z) cos(y) =

cos(z + y) + cos(z — y)

2
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Nota 1: este procedimiento también se puede aplicar para demostrar el origen de las otras dos ecuaciones

simplemente cambiando los valores.
Nota 2: Usando 3) y el resultado anterior se obtiene también:

cos(z — y) — cos(z + y)
2

sen(z)sen(y) =

Notar el cambio de signo.

Paso de suma a producto

Reemplazando x por (a + b) /2 e "y por (a — b) / 2 en las identidades de producto a suma, se tiene:

sen(a) + sen(8) = 2sen (“ - b) cos (a - b)
cos(a) + cos(b) = 2cos (“T“’) o (a - b)

cos(a) — cos(b) = —2sen (f%r'?) o (a - b)
sen(a) — sen(b) = 2cos (“ * ”) o (a = b)

Paso de diferencia de cuadrados a producto

Deduccion

1) recordando:que cateto opuesto sobre cateto adyacente

multiplicando

Sabemos que:

el la primera ecuacion transponemos cos> (z)y enla segunda sin? (y)
De tal manera que obtendremos:

aplicando esto en la ecuacion inicial

multiplicando

De una manera andloga se halla el segundo teorema.

Eliminar seno y coseno

A veces es necesario transformar funciones de seno y coseno para poderlas sumar libremente, en estos casos es

posible eliminar senos y cosenos en tangentes.
tan (2;)

o) = )cos( o) - ol
-t (1)
i (1)

sen(z) =

2

1 —tan x

1
2
cos (z) =
1 + tan? %:c)
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Funciones trigonométricas inversas

w/2, siz >0

arctan(z) + arccot{z) = {—7r/2 G r<0

arctan(z} + arctan{y) = arctan (f Ty )

Composicion de funciones trigonométricas

sin(arccos(z)) = V1 — z? tan(arccos(z)) = V1— 2
snleetan(z) = Vita? cos(arctan(z)) = L
tan(arcsin(z)) = a V1i+a?

V122 cos(arcsin(z)) = V1 — z2

Férmula de productos infinitos

Seno Coseno
oo 2 - )
:H<1_ﬁ> °°”:}31(1‘ o 5)2)
senhz:zﬁ<1+ . ) coshz = ﬁ <1+I721)
o win? ne=1 i (n — 3)?
senx = T
— }:[1 cos (2—n)

Formula de Euler

e = cos(x) + isen(x)

e = cos(x) — isen(x)

Inicio del teorema del Coseno

Los Elementos de Euclides, que datan del siglo Il a. C., contienen ya una aproximacién geométrica de la
generalizacion del teorema de Pitdgoras: las proposiciones 12 y 13 del libro II, tratan separadamente el caso de un
tridngulo obtusdngulo y el de un tridngulo acutdngulo. La formulacién de la época con la ausencia de funciones

trigonométricas y del dlgebra obligd a razonar en términos de diferencias de dreas.! Por eso, la proposicién 12
utiliza estos términos:

«En los tridngulos obtusdngulos, el cuadrado del lado opuesto al dngulo obtuso es mayor que los cuadrados de
los lados que comprenden el dngulo obtuso en dos veces el rectingulo comprendido por un lado de los del
angulo obtuso sobre el que cae la perpendicular y la recta exterior cortada por la perpendicular, hasta el dngulo

obtuso.»

Euclides, Elementos.[z]

Siendo ABC el tridangulo, cuyo angulo obtuso estd en C, y BH la altura respecto del vértice B (cf. Fig. 2 contigua), la

notacién moderna permite formular el enunciado asi:
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AB*=CA*+CB*+2CACH
Luego, con la trigonometria drabe-musulmana de la Edad Media el
teorema evoluciona a su forma y en su alcance: el astrénomo y
matemdtico al-Battani"! generaliz6 el resultado de Euclides en la
geometria esférica a principios del siglo X, lo que permiti6 efectuar los
célculos de la distancia angular entre el Sol y la Tierra. 1! Fue

durante el mismo periodo cuando se establecieron las primeras tablas

. L. . C. Fig. 2 - Triangulo ABC con altura BH.
trigonométricas, para las funciones seno y coseno. Eso permitié a
Ghiyath al-Kashi,[(’] matemdtico de la escuela de Samarcanda, de poner
el teorema bajo una forma utilizable para la triangulacién durante el siglo XV. La propiedad fue popularizada en

occidente por Francois Viéte quien, al parecer, lo redescubri6 independientemente.[7]

Fue a finales del siglo XVII cuando la notacién algebraica moderna, aunada a la notacién moderna de las funciones
trigonométricas introducida por Euler en su libro Introductio in analysin infinitorum, permitieron escribir el teorema

bajo su forma actual, extendiéndose el nombre de teorema (o ley) del coseno.®!

Teorema del seno

En todo tridngulo se da la siguiente relacién entre la longitud de sus lados a, b y c y el seno de sus respectivos

dngulos opuestos A, By C

a b c

sen(A) - sen(B) - sen(C)

Demostracion

Dado el tridngulo ABC, denotamos por O su
circuncentro 'y dibujamos su circunferencia
circunscrita. Prolongando el segmento BO hasta

cortar la circunferencia, se obtiene un didmetro BP.

Ahora, el tridngulo PBC es recto, puesto que BP es
un didmetro, y ademds los dngulos A y P son
iguales, porque ambos son dngulos inscritos que
abren el segmento BC (Véase definicién de arco
capaz). Por definicién de la funcién trigonométrica

seno, se tiene

BC’_a
BP 2R

donde R es el radio de la circunferencia. Despejando

sen A =sen PP =

2R obtenemos:

® _op

sen A o El teorema de los senos establece que a/sin(A) es constante.

Repitiendo el procedimiento con un didmetro que

pase por A y otro que pase por C, se llega a que las tres fracciones tienen el mismo valor 2R y por tanto son iguales.

La conclusién que se obtiene suele llamarse teorema de los senos generalizado y establece:
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Para un tridngulo ABC donde a, b, ¢ son los lados opuestos a los dngulos A, B, C respectivamente, si R denota el radio de la circunferencia

circunscrita, entonces:

a b c
= = = 2R.
senA senB senC

Puede enunciarse el teorema de una forma alternativa:

En un tridngulo, el cociente entre cada lado y el seno de su dngulo opuesto es constante e igual al didmetro de la circunferencia circunscrita.

Aplicacion
El teorema del seno es usado con frecuencia para resolver problemas en los que se conoce un lado del tridngulo y dos

angulos y se desea encontrar las medidas de los otros lados.

Definiciones exponenciales

Funcion Funcion inversa
i —if . . .
senf — e’ —e arcsinz = —%ln (zz +41— x2)
2
¢ 4 =i .
cosh — arccost = —tIn [z ++vz2 — 1
2
i —if . :
e’ —e itz
tanp= S il (i)
i(ei 4 e=0) arctany = ————%
2 . i 1
cscf = ——— arccscz = —tln | 2 +4/1 - 5
e —e
2 ) 1 -
SGCQZW arcsecz = —tln | - +4/1 -5
T - S (iew
tt9_1(6 + e ) _zln(Hz)
coty = T _ oi0 arccot z = —————
cisf = e* . Inz
arccisx = —
i
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Enlaces externos

* Algunas identidades extras mas varios ejercicios resueltos. (http://www.wikimatematica.org/index.
php?title=Identidades_trigonométricas)

* Prueba visual del seno de la suma. Prueba visual del teorema del seno. (http://www.rinconmatematico.com)

* Trigonometria Facil: El Hexdgono Trigonométrico. (http://www.youtube.com/watch?v=uvSsFPLXCJw)

* Tabla de Identidades Trigonométricas para IMPRIMIR. (http://neoparaiso.com/imprimir/

identidades-trigonometricas.html)

Funcion hiperbodlica

Las funciones hiperboélicas son andlogas a las funciones trigonométricas. Estas son:

El seno hiperbdlico

sinh{x) ——
T —Z cosh{x}
e — e tanhx} =—

sinh(z) =
El coseno hiperbdlico s|

cosh(z) = ete”

La tangente hiperbdlica

sinh(z
tanh(z) = A
cosh(z) s|
y otras lineas:
cosh(z)
coth(z) = ——= o ; . :
sinh(z) 10 5 0 5 10
(cotangente hiperbdlica) Curvas de la funciones hiperbélicas sinh, cosh y tanh
1
sech(z) = ———
(2) cosh(z)
10 T T T
(secante hiperbdlica) GDZSEEEH
cothix)
1
csch(z) = ———
(=) sinh(z) st

(cosecante hiperbdlica)

Relacion entre funciones
hiperbdlicas y funciones
circulares

Las funciones trigonométricas sin(f) y cos(?)

pueden ser las coordenadas cartesianas (x,y)

de un punto P sobre la circunferencia 10 5 0 5 10
unitaria centrada en el origen, donde es ¢ el Curvas de las funciones hiperbélicas csch, sech y coth
angulo, medido en radianes, comprendido

entre el semieje positivo X, y el segmento OP, segin las siguientes igualdades:

{z(t) = cost

y(t) = sint
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También puede interpretarse el pardmetro ¢ como la longitud del arco de circunferencia unitaria comprendido entre el
punto (1,0) y el punto P, o como el doble del drea del sector circular determinado por el semieje positivo X, el
segmento OP y la circunferencia unitaria.

De modo andlogo, podemos definir las funciones hiperbélicas, como las coordenadas cartesianas (x,y) de un punto P

de la hipérbola equildtera, centrada en el origen, cuya ecuacion es
22—y =1
siendo ¢ el doble del drea de la regiéon comprendida entre el semieje positivo X, y el segmento OP y la hipérbola,

segln las siguientes igualdades:
z(t) = cosht
y(t) = sinht

Sin embargo, también puede demostrarse que es valida la siguiente descripcién de la hipérbola:

et +e?
)= ——
2(t) = =
et _ ot
y(t) = —
dado que

et 4 et 2 et — e\ 2
STE O === =1

De modo que el coseno hiperbdlico y el seno hiperbdlico admiten una representacion en términos de funciones

exponenciales de variable real:

t —t
cosh(t) = ete’
2
et — et
inh{t) = ———
sinh(t) i
Relaciones

Ecuacion fundamental

coshQ(x) = sinhQ(:z) =1

Duplicacion del argumento

cosh(2z) = cosh®(z) + sinh*(x)
sinh(2z) = 2sinh(z} cosh(z)

Derivacion e integracion

d .
E(cosh(m)) = sinh ()

d .
E( sinh (z}) = cosh(z)

Ademas la integracién al ser la operacion inversa de la derivacion es trivial en este caso.

La derivada de sinh(x) estd dada por cosh(x) y la derivada de cosh(x) es sinh(x). El gréafico de la funcién cosh(x) se

denomina catenaria.
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Inversas de las funciones hiperbdélicas
Las funciones reciprocas de las funciones hiperbdlicas son:
arcsinh(z) = In(z + \/m)
arccosh(z) = In(z £ vz2 — 1)

V19— z2 1 l+z
arctanh(z) = In (ﬁ =" In (1 — x)
Va2 -1 1 z+1
arccoth(z) = In (ﬁ = 5111( — 1)
1+ 1 — 22
arcsech(z) =In | ————
z
1++v1+4 22
arcesch(z) =In | ————
z

Las series de Taylor de las funciones inversas de las funciones hiperb(’)licas vienen dadas por:

wh(z) — 1\ (13 1-3-5\ a7
AT =T= 53 "\2.4/35 \2.4.6/ 7

= (1)) 2
asinh(z Z( o (2 ) @n 1) |z| <1

n=0
1\ z72 1-3\ z™* 1-3-5\ z7%
acosh(x)-an—((E) 5 —|—(2.4) 1 +(2-4-6) - +.) =
h(z) =2 — S 2\ 27
acosh(z) = In ; 22”(n' (2n)’x>
PR R
atanh(x)—a:+§+€+7+..._
o $2n+1
tanh(z)} = — <1
atanh(z) ;(2n+1),|$|

1 - 1-3 = 1-3-5 U
acsch(x) = asinh(z ') = $_1—(§) $3 —|—(2 : 4) I5 —(2 e 6) I7 de =

_ & (1
acsch(z) = Z ( P ()2 ) Gnt 1) Jzl <1

n=0

1 2 1-3 1-3-5
asech(z) = acosh(z™!) = ln2—((§> %+(ﬂ) %4—(2 i 6) %4-- )=

asech(z) =In2 — Z ( 22”(75'2)2) ) (m n),O <z<1

-3 -5 -7
acoth(z) = atanh(z ™) =z~ + $3 + $5 + - 4=

2n+1

acoth(z Z (2 1y x| > 1
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Relacion con la funcién exponencial
De la relacién del coseno y seno hiperbdlico se pueden derivar las siguientes relaciones:
e” = coshz + sinh x

€ % = coshz — sinh z.

Estas expresiones son andlogas a las que estdn en términos de senos y cosenos, basadas en la férmula de Euler, como

suma de exponenciales complejos.

Enlaces externos

* Teorema Fundamental de la Trigonometria Hiperbdlica [

Referencias

[1] http://www.foro.resuelveproblemas.com/Matematicas-Teorema-Fundamental-de-la-Trigonometr%C3%ADa-Hiperb%C3%B3lica

Anexo:Integrales de funciones trigonométricas

La siguiente es una lista de integrales de funciones trigonométricas y su correspondiente simplificacion.

Integrales que contienen solamente sen

/sinc:z dxr = ——cosczx
c
; sin®lercoser m—1 . 2
/sm” cr dzr = — + /sm"_ cz dz (para n > 0)
ne n
. SINcT T COSCT
/1‘ sincz dz = —— —
c c
" n
f;z:” sinez de = ——coscx + — | 2" coscz dz (para n > 0)
c c
/ smcx Z( 1y (cx)®+l
(2¢+1)- (21 + 1)!
sin cx sin cx cosCT
=== =/
T (n—1)zn1 n -1/ zr1
dx 1 cx
f - = —In |tan —
sincx ¢
f dz COS X n—2 dzx ( > 1)
- = - - ara 7
sin"cz  e(n—1)sin" lex  n—1J sin" ez P

f dz —1t (c:z: Tr)
1+sinc ¢ an 2 :F4

Tz dzx T T CT 2
/%:—cot(———)—i——ln
c

1 —sincz C 4 2 2
sin ¢z dx o 1 : (7r c;u)
1+sincr * an 4:F 2

sin{e; — o)z sin(e; + co)z
2(61 — Cg) 2(61 + CQ)

fsinclsc sin ¢y dx = (para |c1| # |e2|)
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Integrales que contienen solamente cos

/cos cr dr = —sincz
C
cos" lezsiner n—1 2
fcos” cr dr = + /cos"_ cx dz (para n > 0)
nc n
coscr Islncr
/m cosct dx = >
¢ ¢
fz”cosc;z: dr = T ener E/zn_lsinc:zr dzx
C C
coscz > - (cx)®
dr =1 1y
/ z “'“'+§( )Zi-(Qi)'
COS CT COS CT sin cx
COSCE iy — _ / 1
f " z (n—1Dzr1 n-1J znl dz LNl
/ dz 1 Il (c:z: I Tr)‘
= —Injtan{ — + —
Ccos ¢ c 2 4
f dz siIl CT n n— 2 dz ( S 1)
= ara n
cos"cz  c(n— Deos”lex  n—1J cos"2cx p
/ 1 . cT
1+ coscz C 2
/ dz 1 . cx
1 —coscz c 2
T dzx T 2 cT
— — —tancz2 + —ln coS —
1+ coscz C c2 2
zdx x
7:——0017(::52—% ln Sll’l—‘
1 —coscz T
coscr dx 1 CcT
— =1 — —tan —
1+ coscz C 2
coscr dx 1 T
— = —gx — —cot —
1 — coscx C

sin(c; — o)z sin(e; + o)z
2(61 e Cg) 2(61 + Cg)

fcos C1Z COS CuT dT = (para |c1| # |cz|)

Integrales que contienen solamente tan

1
/tancm dr = —=In|coscz|
c

1
—1
c(n — 1) an

z 1 i
= —+ —In|sincz + cos cz|

/tancx—l—l 2 2

/tan" cx dx = “ler — ftan"_2 cx dx (para n # 1)

f dzx _ $+11 | |
mer—1- 212 n|sincx — coscx

tancz dz T 1 | . I |
—— = — — —In|sincx +coscz
tanczr + 1 2 2

tanczdz_$+11|_ |
tancr—1 -2 1 22 1n|sincz — coscx



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Coseno
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tangente_%28trigonometr%C3%ADa%29

Anexo:Integrales de funciones trigonométricas

43

Integrales que contienen solamente cot

1
/COtC.’L‘ dr = = In|sincz|
c

1
/cot" cx dx = T 1) cot™ ! ez — /cot”_2 cx dx (para )n # 1)

f dx . tancx dzx
1+cotex J tanecxr+1
f dx tancz dx

1—cotex J tanezr—1

Integrales que contienen sen y cos

f dz 1 ke (C.’L':I:ﬂ')‘
coscxisincx_cﬂn M 2T

/ dz
(cosex + sin ex)?

B 1t T
=5 an(c:c:F4>

coscx dzx T 1 .
s ==+ —In|[sinex + cos x|
COs cT + sincz 2 2
cos cx dzx T .
. = — — —In|sincz — cosez|
COS CT — Sl CT 2 c
sincx dz T 1 .
. = — — —lIn|sincz + cos x|
COSs T + sin ¢z 2 2

sin ex dx T 1 .

/ s = —— — —In|sincz — coscz|
COSCcT — SINCT 2 2

/ cos cx dzx lt 2ca:_|_11 ” cr

= ——+tan® — 4+ —In |[tan —

sin cz(1 + cos cz) 4dc 2 2c 2

/ cosct dr _ 1 2 cxr 1 1 lt Cx
sincz(l + —coser)  4e OV T Y

f sincz dz
cos cz(l + sin cz)

f sin ¢t dx
coscz(l — sin cx)  4c

1 g fCT T 1
= —cot (——|——)—|——1n
4e

—1t 2(cx+7r) 11
N Y e

f sin ¢z coscr dr = % sin? cx
c

cos(c; + eo)r  cos{e; — o)z

/sin Cl1T CoS o dxr = —

2(61 + Cg) 2(61 — Cg)
1
sin"eczxcoscr dr = ————sin"tl ez aran #* 1
f c(n+1) (p 7 1)
1
sinczcos” ez dr = ————— cos™ T cx aran £ 1
/ c(n+1) (b #1)
s m sin" ' czxcos™ler n—1 . D
/ sin™ crcos™ cx dx = — + sin
c(n+m) n+m
también:
sin"tezcos™ ler m—1

f sin® cx cos™ cx dr =

+
c(n +m) n+m

cr cos™ ex dx

sin” ez cos™ 2 cx dx

(para |c1| # |ca)

(para m,n > 0)

(para m,n > 0)
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dx 1
17 = —In [tan ez|

SII CZ COS CT c

f dz = ! + / dz (para n # 1)

sinczcostcx  e(n— 1)cos" lex sin ¢z cos™ 2 cx

d 1 d
/—x = _ —|—f —— ad (para n # 1)
sin

sin™ ¢z cos cx c(n = 1) sin™ ! ex CI COS CT
sin ez dx 1
= il (paran # 1)
cos™ T c(n — 1) cos™ ez
sin’ ez dz 1. 1 T cx
———————— = ——sincz+-In|tan|{ — + —
COS CT C C 4 2
sin? cz dx sin ez 1 drx
— = —— — — (paran # 1)
cos™ ¢z c(n—1cos" ez n—1J cos"2cx
sin” cx dz sin” ez sin® % ez dx
— = (for n # 1)
COS €T c(n — 1) COS CT
sin"cr dz sin"t! ez n—m-+2 rsin”czdr
= T 5 (para m # 1)
cos™ cx e{m — 1) cos™ ez m— 1 cos™ 2 ex;
y sin™cr dz sin™ ! cx n—1 sin®™ 2 ez dx
también: | —— = — —+ (para m # n)
cos™ cx ce(n—m)cos™lex n—m cos™ cx
» sin™cr dz sin™ ! ez n—1 rsin™ ez dz
también: = — = 5 (para m # 1)
cos™ cx efm—1)cos™lex n-—1 cos™ % cz
coscx dx 1
— = - — 1 (para n # 1)
sin” cx c(n — 1)sin™ " cx
cos? cz dx 1 CT
———— = —|coscz + In|tan —
sin ez ¢ 2
cos? ez dz 1 COS CT dz
— = — 7 —~ + | == (para n # 1)
sin” cx n—1 \csin™ " cx) sin™ “ex
cos” cz dx cos"t cx n—m—2 [cos"crdr
——— = — T 7 (para m # 1)
sin™ cx c(m — 1) sin cT m—1 sin cT
bic / cos™ cx dzx cos" ez n n—1 fcos" %czdx ( £ 1)
también: . = — - para m #n
sin™ cx c(n —m)sin™ ez n—m sin™ cx
» cos” cz dzx cos™ 1 cx n—1 fcos" cxdr
también: | ———— = — = i — (para m # 1)
sin™ cx e(m — 1) sin cx m-—1 sin T

Integrales que contienen sen y tan

1
/sincztan cx dz = —(In | sec cx + tan cz| — sin cx)
c

"Hez)  (param#1)

= t
sin® cx c(n —1) an

/ tan™ cx dz 1

Integrales que contienen cos y tan

tan™cx d 1
/ S tan™ ! ez (para n # 1)

cos?cz  c(n+1)
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Integrales que contienen sen y cot

- = cot™ ez
sin?cx c(n+1)

f cot" cz dx 1

Integrales que contienen cos y cot

1—n

= t
cos? cx e(l —n) an e

/ cot" cx dz 1

Integrales que contienen tan y cot

fcot crtancrdr =1

Integrales que contienen sec
f8602x dr =tanz +c

fsecx dxr =In|secz +tanz| + ¢

(para n # 1)

(para n # 1)
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