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Prologo

Uno de los objetivos de la Sociedad Colombiana de Matematicas (SCM) es el mejoramiento
de la ensenanza y la difusiéon de las Matemaéticas en nuestro medio. Teniendo presente este
objetivo, la Gobernacion de Antioquia invité a la SCM a disenar un plan de trabajo para
mejorar la ensenanza de las Matematicas en el departamento de Antioquia. Las razones de
esta invitacion se ven reflejadas en los resultados en el area de Matematicas de las pruebas
SABER (mayo de 2012) y de los exadmenes de admision de la Universidad de Antioquia
(mayo de 2012), y en los resultados de la Prueba de Matematicas de Antioquia (Olimpiadas
del Conocimiento, julio de 2012): la nota promedio en Matemaéticas, considerando estos tres
examenes, fue de 1.9 sobre 5.

Con el fin de enfrentar el problema del bajo nivel matemético de los estudiantes de los
ultimos grados de la educacion secundaria en el departamento de Antioquia, la SCM diseno el
“Plan de mejoramiento de la ensenanza y apropiacion de las Matematicas en las instituciones
educativas de Antioquia”. Este texto, que llega hoy a sus manos, es uno de los muchos
productos que el Plan quiere entregarle a Antioquia y hace parte de una colecciéon de cinco
textos, dedicados a las guias de clase para 90 lecciones, en las areas de Precalculo, Algebra,
Trigonometria-Geometria Analitica, Geometria Euclidiana y Aritmética. Los textos de la
coleccion fueron escritos para ayudarles a los maestros en la preparacion de sus clases.

Las Matemaéticas son como un edificio. Para que el edificio se sostenga firmemente es necesario
que tenga buenas bases. Los conceptos elementales que se recogen en los textos de esta
coleccion son las bases que debe haber construido, con ayuda de sus maestros, un alumno
de secundaria que aspire a entrar a la Universidad. Se observara que en ellos se ha tratado
de describir en detalle los pasos a seguir en cada tema, ejercicio o problema propuesto.
Pensamos, basados en nuestra propia experiencia, que ésta es una buena manera de dictar
una clase de Matematicas. Volviendo a la analogia inicial, asi como un muro del edificio se
construye poco a poco colocando cada uno de los ladrillos que lo componen, la solucién de
un ejercicio o problema matemaético es una sucesion ordenada de pasos logicos y coherentes.
Si en la construcciéon del muro faltan ladrillos o hay ladrillos mal colocados es muy posible
que el muro se derrumbe. Si en la solucién de un problema matematico los pasos estan mal
concatenados o faltan pasos, probablemente la solucién sea incorrecta.
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Asi como un deportista debe dedicar muchas horas diarias a su entrenamiento, para poder
sonar con triunfar, si queremos mejorar nuestra comprension de las Matematicas es nece-
sario repasar lo mismo muchas veces, aunque parezca monotono y repetitivo, de esta forma
podremos enfrentar con mayor lucidez la construccion del edificio de las Matematicas.

Finalmente es importante senalar que estos textos no pretenden ser un tratado de Peda-
gogia. Mas bien constituyen un conjunto articulado de conocimientos mateméticos que un
docente de secundaria puede ensenar de manera efectiva con el uso de los saberes pedagogicos
adquiridos en su formacién académica. Responden entonces estos textos a nuestra conviccion
de que si se quiere ensenar bien algo no son suficientes ni las estrategias pedagdgicas uti-
lizadas ni el uso de las nuevas tecnologias informéticas, es indispensable tener previamente
un conocimiento sélido de la materia que queremos ensenar.

Carlos Montenegro
Presidente, Sociedad Colombiana de Matematicas
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Prefacio

Mejorar la ensenanza de las Matematicas siempre es un reto. Los conceptos mateméati-
cos basicos tienen cierto grado de complejidad y en consecuencia es crucial que los textos
matemaéaticos que se escriban para apoyar el proceso de su ensenanza y aprendizaje usen
un lenguaje claro que concentre su atenciéon en los aspectos realmente importantes de estos
conceptos y facilite su comprension.

El presente texto es un conjunto de guias de clase en Precélculo para los maestros de la
educacion secundaria del Departamento de Antioquia, dentro del programa “Antioquia la
méas Educada”, liderado por el Gobernador Sergio Fajardo Valderrama. Consideramos que
estas gufas constituyen una sintesis del material que es indispensable presentar en el aula
de clase por parte del maestro. De alli que la exposicion hecha en ellas de las nociones
matematicas basicas, que deben ser del conocimiento de todo bachiller antes de su ingreso a
la universidad, sea lo mas clara posible. Para alcanzar este objetivo hemos reducido la ter-
minologia matemética a la estrictamente necesaria y hemos prescindido de temas accesorios,
que consideramos no son esenciales para la formacion matematica de los estudiantes y que
por el contrario pueden despertar en ellos un rechazo al estudio de las Mateméticas. Insisti-
mos en que la funcién principal de este material es, de una parte, ayudarle al docente en su
tarea cotidiana de preparacion de clases, y de otra, brindarle al estudiante un resumen de los
conocimientos minimos que debe tener sobre la materia. Es por ello que en lugar de hablar
de libro o de texto hemos preferido usar la palabra “guias” para referirnos a este material.
En la bibliografia los lectores encontraran libros y textos que les permitiran complementar
el conocimiento bésico que les brindan estas guias. Finalmente tenemos la esperanza de que
las guias de clase, que hoy ponemos a consideracion de los lectores, mejoren su percepcion
de la importancia de las Mateméticas y de su inmenso poder en la soluciéon de problemas
concretos, tanto de las ciencias naturales como de la vida cotidiana.

Comité Editorial
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Introduccion

En nuestra experiencia como profesores universitarios, hemos observado que los temas de
matematicas necesarios para el estudio de Calculo no son comprendidos por nuestros estu-
diantes. Motivados por la anterior consideracion quisimos dedicar estas guias de Precéalculo
al estudio de estos temas.

Comenzamos el contenido de las guias repasando conceptos basicos y resultados basicos de
Geometria Euclidiana: adngulos, tridngulos, semejanza de triangulos, figuras planas, el Teo-
rema de Pitdgoras, y volimenes y areas de cuerpos geométricos . A continuaciéon recordamos
las nociones basicas de conjuntos y sistemas numéricos, los niimeros reales, intervalos, valor
absoluto y algunas de sus propiedades. Posteriormente se estudian diferentes temas de Al-
gebra: potenciacion, radicacion, expresiones algebraicas, ceros de polinomios, factorizacion,
el Teorema del binomio, expresiones fraccionarias, ecuaciones lineales y cuadraticas, y de-
sigualdades. A continuacion, se introduce el concepto de funcién y se presenta un estudio
detallado que incluye graficas, funciones definidas por tramos, transformaciones de funciones,
funciones inversas, exponenciales y logaritmicas. Finalmente se repasan los conceptos y téc-
nicas elementales de Trigonometria: funciones trigonometricas, graficas, identidades, Ley del
Seno, Ley del Coseno, y ecuaciones trigonométricas. A lo largo de las guias se presentan
ejemplos de aplicaciones a problemas concretos.

Estas guias fueron preparadas, en su primera version, por los profesores Hugo Arbeléez,
Eddye Bustamante, Beatriz Correa y Luz Elena Munoz. Posteriormente, el profesor John
Bayron Baena introdujo cambios en el formato de los archivos que facilitaron la preparacion
del presente material.

Finalmente queremos expresar que la presente guia hace parte del Plan de mejoramiento de
la ensenanza y apropiacion de las Matemdticas en los colegios de Antioquia y puede ser usado
como material didactico para cursos de matemaéticas en los colegios del departamento.

Los autores

XV






Leccion 1

Angulos 1

Conceptos basicos

Nuestro estudio de la Geometria parte de las nociones de punto, linea recta y plano,
conceptos que seran aceptados como ideas intuitivas y no seran definidos, a pesar de que seran
usados para definir otros términos. Utilizaremos su representacion grafica y los denotaremos
usando letras maytusculas. Una recta y un plano son conjuntos especiales de puntos.

Punto

Linea recta Plano

Figura 1.1

e Por dos puntos distintos pasa una y solo una linea recta.

e Se dice que tres puntos distintos son colineales si estan sobre una misma linea recta.

Otros conceptos basicos

Si L es una linea recta y A y B son dos puntos distintos sobre ella, podemos hablar también
de la recta AB.

A

Figura 1.2

Llamamos segmento AB y rayo 1@ (o semirrecta E , orayo R) a los siguientes conjuntos:



Tk

A B
Segmento AB A Rayo AB
(orayoR)

Figura 1.3

Los segmentos se miden en unidades de longitud. Decimos que dos segmentos AB y C'D son
congruentes si tienen la misma longitud y en este caso escribimos AB = C'D.

Angulos

Un angulo es la abertura formada por dos rayos (o semirrectas) que tienen un extremo
comin. En realidad, dos rayos R; y Ry que tienen un extremo comin O dan lugar a dos
angulos (« y (), como se puede ver en la figura. Sin embargo, cuando hablemos del angulo
formado por dos rayos nos referiremos, en general, al angulo de menor abertura («). Cada
uno de los rayos R; y Ry se denomina lado del angulo y el extremo comin O se conoce
como vértice del angulo.

R>

~— Lados del

- an
- o [ gulo
/7
I
1}

Vértice

Figura 1.4

Denotamos el angulo de la figura 1.4 por LAOB, 6 por £ BOA, 6 por una letra griega
a, 3,7, ..., por un nimero 1,2, 3, ... 6 por una letra mintscula a, b, c, ...

Cuando los rayos R; y Rs coinciden tenemos un édngulo nulo y un édngulo que corresponde a
una rotaciéon completa alrededor del vértice O.

Medida de angulos

Medir un angulo es compararlo con otro que se toma como unidad. Consideremos una circun-
ferencia de centro O dividida en 360 partes iguales. Un angulo mide un grado sexagesimal,
y escribimos 1°, si al situar su vértice en O, sus lados cortan dos divisiones consecutivas
de la circunferencia. De acuerdo con esta definicion de medida de angulo, el angulo que



corresponde a una rotaciéon completa alrededor del vértice O mide 360°. Para medir angulos
usamos el transportador (véase la figura 1.5).

Figura 1.5

Un angulo se puede clasificar segin su medida asi:
e Angulo agudo: es el que mide menos de 90°.
e Angulo recto: es el que mide exactamente 90°.
e Angulo obtuso: es el que mide mas de 90° y menos de 180°.

e Angulo llano: es el que mide 180°.

N

Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso Angulo lano

Figura 1.6

Relaciones entre angulos

e Angulos congruentes: decimos que dos dngulos son congruentes si tienen la misma
medida. Si a y 8 son congruentes, escribimos o = f3.

T 5

Los angulos o y B som congruentes

Figura 1.7

e Angulos complementarios: decimos que dos édngulos son complementarios si la
suma de sus medidas es 90°.

e Angulos suplementarios: decimos que dos éngulos son suplementarios si la su
suma de sus medidas es 180°.



e Angulos consecutivos: decimos que dos angulos son consecutivos si tienen el mismo
vértice y un lado comun, pero no se superponen.

e Angulos adyacentes: decimos que dos angulos son adyacentes si tienen un lado
comun y los otros dos lados pertenecen a la misma recta.

Ejemplo 1.1
1. En la figura 1.8 los angulos L AOC' y £ BOC' son consecutivos.

C

(0] B

Figura 1.8

2. En la figura 1.9 los dngulos L AOC' y £ BOC son adyacentes.

C

A (0] B

Figura 1.9

Se dice que dos rectas Ly y Lo en el plano que tienen un tinico punto en comin, se
interceptan (o intersecan) en dicho punto. Si no tienen algin punto en comin se dice que
Ly y Ly son paralelas, y escribimos Ly || Le. Si Ly y Lo tienen todos los puntos comunes se
llaman coincidentes.

L2 L1

P

| B
Y=
=

)

/7

(a) Rectas que se interceptan (b) Rectas paralelas (¢c) Rectas coincidentes

Figura 1.10

Si dos rectas L; y Lo se interceptan formando 4 angulos rectos se dice que son perpendi-
culares, y en dicho caso escribimos Ly 1 L.



1>

L1 Rectas

perpendiculares

Figura 1.11

Se acostumbra usar el simbolo [ en las graficas para indicar que se tiene un éngulo recto
(90°).
Ejercicios

1. Dibuje los siguientes angulos cuyas medidas son 36°, 100°, 210° y 300°.

2. Considere los angulos LAOB y £ BOC, con £ AOB = 35°. Dibuje ambos angulos y
halle la medida del dngulo £ BOC' si ellos son

(a) complementarios,
(b) suplementarios,
(c) congruentes.

3. Si las rectas Ly y Lo de la siguiente figura son perpendiculares, halle la medida del
angulo x.

40°

L2

Figura 1.12






Lecciéon 2

Angulos II y Triangulos I

Angulos entre rectas

Cuando dos rectas son intersecadas por una linea transversal, que llamaremos secante, se
forman 8 angulos asi:

Figura 2.1

Utilizamos las siguientes denominaciones para los angulos de la figura 2.1:
e Angulos alternos externos: “1y 8" y “2y 7.
e Angulos alternos internos: “3y 6" y “4 y 5.

Angulos correspondientes: “1y 5, “2y 6", “3y 7"y “4y §&".

Angulos opuestos por el vértice: “1y 47, “2y 3", “5y 8 y “6 y 7.

Teorema de las paralelas

Si dos rectas interceptadas por una secante son paralelas, entonces los pares de angulos
mencionados arriba son congruentes.

Ejemplo 2.1

Si en la figura 2.2 Ly y Ly son rectas paralelas y b = 30°, jcual es la medida de los dngulos
restantes?



L1 a%

Figura 2.2

Solucién

a = 150° (porque a es suplemento de b = 30°).

¢ = 30° (porque c es opuesto por el vértice con b = 30°).
d = 150° (porque d es el suplemento de b = 30°).

e = 150° (porque e es correspondiente con a = 150°).

f =30° (porque f es correspondiente con b = 30°).

g = 30° (porque g es alterno externo con b = 30°).

h = 150° (porque h es alterno externo con a = 150°).

Ejemplo 2.2

Si en la figura 2.3 Ly y Lo son rectas paralelas y ¢ = 45° y m = 60°, encuentre la medida de
los angulos restantes.

L1

L

Figura 2.3

Solucion

a = 60° (porque a es alterno externo con m = 60°).

8



b= T75° (porque a + b+ ¢ = 180°, a = 60° y ¢ = 45°).
= 60° (porque d es opuesto por el vértice con a = 60°).
e = 75° (porque e es opuesto por el vértice con b = 75°).
= 45° (porque f es opuesto por el vértice con ¢ = 45°).
g = 135° (porque g es alterno interno con d 4+ e = 135°).
h = 45° (porque h es suplemento de g = 135°).
i = 135° (porque 7 es opuesto por el vértice con g = 135°).
j = 45° (porque j es opuesto por el vértice con h = 45°).
k = 60° (porque k es opuesto por el vértice con m = 60°).

[ = 120° (porque [ es suplemento de m = 60°).

n = 120° (porque n es opuesto por el vértice con [ = 120°).

Triangulos

Dados tres puntos no colineales A, B y C, se llama triAngulo ABC y se denota por AABC,
a la region del plano limitada por los segmentos de recta AB, BC'y AC. Los puntos A, By
C' se denominan vértices del triangulo y los segmentos AB, BC'y AC' se llaman lados del
triangulo.

Figura 2.4

En el tridangulo AABC de la figura 2.5, los angulos £1,£2 y £3 se llaman angulos inte-
riores o internos del tridangulo y los angulos £4, £5 y £6 se llaman dngulos exteriores o
externos del triangulo.

Figura 2.5



Ejercicios

1. Si las rectas Ly y Lo de la figura 2.6 son paralelas y ¢ = 140°, halle la medida de los
angulos restantes:

Figura 2.6

2. Si las rectas Ly y Ly de la figura 2.7 son paralelas, b = 30° y 7 = 70°, halle la medida
de los dngulos restantes:

L1

L 8 /n k\1

j=707i n \m

Figura 2.7

3. Silas rectas L; y Ly de la figura 2.8 son paralelas, encuentre los valores de x y de y:

/ L:

2x\

\ 3x-20° L>

y+10y

Figura 2.8

4. Si las rectas Ly y Lo de la figura 2.9 son paralelas, encuentre los valores de = y de y:

10



\"‘800
LI
L,
W

Figura 2.9

5. Silas rectas Ly y Ly de la figura 2.10 son paralelas, encuentre los valores de = y de y:

L:

Figura 2.10

11



12



Leccion 3

Triangulos 11

Algunos conceptos y resultados importantes

e La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°.

Prueba

Figura 3.1

En la figura 3.1, tracemos por B una recta paralela a AC. Entonces

Lo+ 42+ 48 = 180°. (3.1)

Por el teorema de las paralelas, como los angulos £« y £1 son alternos internos y los
angulos £ y £3 son también alternos internos, entonces Lo = L1y £ = £3. Por lo
tanto, reemplazando en (3.1), tenemos que

A1+ £2 4 £3 = 180°.

e En un tridngulo la medida de un adngulo exterior es igual a la suma de las medidas de
los dos dngulos interiores no adyacentes a él.

Prueba

De acuerdo con la figura 3.1, tenemos que £3 + £y = 180°, ya que 43 y £ son
suplementarios. Como £1 + £2 + £3 = 180°, entonces £3 = 180° — L1 — £2. Luego,
180° — L1 — L2+ ALy = 180°, y asi

Ly =41+ 2.

13



e La base de un tridngulo es cualquiera de sus lados.

e Se denomina altura de un tridngulo a cada una de las rectas que pasa por un vértice y
es perpendicular al lado opuesto, o a su prolongacion. Las tres alturas de un triangulo
se cortan en un punto llamado ortocentro.

e Se denomina mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasa por un vértice
y el punto medio del lado opuesto. Las tres medianas de un tridngulo se cortan en un
punto llamado baricentro.

e Se denomina mediatriz de un triangulo a cada una de las rectas perpendiculares que
pasa por el punto medio de cada lado. Las tres mediatrices se cortan en un punto
llamado circuncentro.

e Se denomina bisectriz de un tridngulo a cada una de las rectas que divide sus dngulos
en dos angulos congruentes. El punto de corte de las tres bisectrices de un triangulo se
llama incentro.

Altura sobre B Mediana del
el lado AC /" lado AC

- Mediatriz
. del lado AC

Bisectriz del
dngulo <{BAC

Figura 3.2
Ejemplo 3.1
Determine los valores de x y .
B
55° 30°
A
40°
A D €
Figura 3.3

14



Solucion

El angulo £ AD B es un angulo exterior del triangulo ABDC'. Luego su medida x es igual a la
suma de las medidas de los &ngulos interiores no adyacentes a él, es decir, x = 30°+40° = 70°.
Ahora bien, como el angulo y es externo al triangulo AABD, entonces y = = + 55° =
70° + 55° = 125°.

Clasificacion de triangulos

SEGUN LA MEDIDA DE SUS LADOS SEGUN LA MEDIDA DE SUS ANGULOS
Equilatero Equiangulo
3 angulos internos
3 lados congruentes <
= congruentes
Isosceles Acutangulo
Augul’o
vértice
2 lados congruentes A 3 angulos internos
< agudos
Base
Escaleno Obtusangulo
Ningtm par de lados h 1 angulo interno obtusoe
congruentes =
Rectangulo
I\ 1 angulo interno recto
Figura 3.4

Conceptos importantes

e En un triangulo isésceles el angulo comprendido entre los dos lados congruentes se
llama angulo vértice.

e En un tridngulo isésceles se suele llamar base al lado opuesto al angulo vértice.

15



Ejercicios

1. Si el segmento AB es perpendicular al segmento BC, halle el valor de y:

A 120°

2. Halle los valores de = y y:

Figura 3.6

3. Si Ly y Ly son paralelas, encuentre los valores de = y de y:

4. Halle los valores de = y y:

L1

L:

Figura 3.7

5. Si Ly y Ly son paralelas, encuentre los valores de z y de y:

16
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Leccion 4

Congruencia de triaAngulos

Dos tridngulos son congruentes si los tres lados y los tres angulos de uno tienen las mismas
medidas que los tres lados y los tres angulos del otro. Es decir, dos triangulos son congruentes
si tienen la misma forma y tamano. Nos referiremos a las partes de los dos triangulos
que tienen las mismas medidas, como partes correspondientes. Si superponemos las partes
correspondientes de dos triangulos congruentes, éstos coinciden.

Los triangulos congruentes son nombrados listando sus vértices en 6rdenes correspondientes.
Mas precisamente, si AB = ED, BC = DF, ACZ2 EF y AAX2 AFE, AB= AD, £C = LF,
entonces el AABC' es congruente con el AEDF | y escribimos AABC = AEDF.

B
90°

53° 37°

Figura 4.1

En esta figura tenemos que AABC =2 AEDF, ya que AB = ED, BC 2 DF, AC 2 EFy
LA LE, AB = 4D, £C = LF.

Se puede probar que los siguientes criterios permiten determinar si dos triangulos son con-
gruentes, sin necesidad de probar la congruencia de todos los lados y todos los angulos.

Criterios de congruencia

Dos triangulos son congruentes si:

1. Dos lados y el dngulo comprendido entre ellos en uno de los triangulos son, respec-
tivamente, congruentes con dos lados y el d&ngulo comprendido entre ellos, en el otro
triangulo. Este criterio se conoce como L-A-L (Lado-Angulo-Lado).

19



F
B
E
L1 1.2
L1
A
Iz C
D

Los triangulos AABC y ADEF son congruentes

Figura 4.2

2. Los tres lados de uno de los triangulos son, respectivamente, congruentes con los tres
lados del otro triangulo. Este criterio se conoce como L-L-L (Lado-Lado-Lado).

F
B Ls
E
L: Is 1,
L1
A
L2 C
D

Los triangulos AABC y ADEF son congruentes

Figura 4.3

3. Un lado y los dos angulos de los extremos de ese lado en un tridngulo son, respecti-
vamente, congruentes con un lado y los dos angulos de los extremos de ese lado, en el
otro triangulo. Este criterio se conoce como A-L-A (Angulo-Lado-Angulo).

F

b o

]

e
— N\, V.
D
Los triangulos AABC y ADEF son congruentes

Figura 4.4

Ejemplo 4.1

Sabiendo que AE =2 EB y que AC' y BD son paralelos, encuentre los valores de z y .

20



Figura 4.5

Solucion

Vemos que LAEC = £BED, por ser opuestos por el vértice. Ademas, como AC' y BD son
paralelos, entonces LCAE = LADBFE, ya que son alternos internos. Por hipétesis tenemos
que AE = EB, entonces por el criterio A-L-A concluimos que AACE = ABDE. Por lo
tanto

20 —5=33 y 3y+2=26
Luego x =(33+4+5)/2=19 y y=(26—-2)/3=38.

Ejemplo 4.2
Sabiendo que CD = CE y que £LACD = £ BCE, encuentre los valores de z y .

Ax+8D ESxB

2
5

&)
N
K
[ Q}

C
Figura 4.6

Solucion

Como CD = CE, entonces el triangulo ADCE es isosceles. En particular, tenemos que
LCDE =2 LCED y asi LCDA = LCEB. Por el criterio A-L-A, concluimos que ACDA =
ACEB. Entonces

r+8=3x y 3Jy—15=y+15.

Por lo tanto, 3z — z = 8 y de esta manera x = 8/2 = 4. También, 3y —y = 15+ 15 y asi
y=30/2 =15.

21



Resultados importantes

1. La bisectriz del angulo vértice de un triangulo isésceles es también altura, mediana y
mediatriz de la base.

2. Si un triangulo AABC' es isosceles entonces los dngulos de la base son congruentes.

C

Si AC' = BC' entonces a = 3.

Figura 4.7

Prueba

1. Consideremos el triangulo isosceles AABC' de la figura 4.8, donde AC' = BC'y CD es
la bisectriz del angulo vértice £C. Entonces L ACD = £ BCD.

C

A 3 B

Figura 4.8

Como el segmento C'D es compartido por los triangulos AACD y ABC D, por el criterio
L-A-L tenemos que estos tridangulos son congruentes. En particular, los segmentos AD
y BD son congruentes, luego la bisectriz C'D también es mediana.

Finalmente, L{CDA = £CDB y £CDA+ £CDB = 180°, entonces ambos angulos
deben ser rectos. Por lo tanto, la bisectriz C'D también es altura y mediatriz.

2. Se deja como ejercicio.

22



Ejercicios

1. Sabiendo que los triangulos AADE y ABCE son rectangulos en E, que AE >~ FEBy
que CE = DEFE, encuentre los valores de = y .

D

Figura 4.9

2. Pruebe que en todo tridngulo isosceles, los angulos de la base son congruentes.

3. Si AC =2 BC' y AD = BFE, encuentre el valor de x.

D
49 AXY >
C

Figura 4.10

4. En la figura 4.11 LCBD = LCDB, £ACB = {ECD y AC = EC. Encuentre el valor

de z.

23
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Figura 4.11
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Leccién 9

Semejanza de triangulos

Los triangulos AABC'y ADEF

: 7/

]
c <.

A
D

Figura 5.1

son semejantes y escribimos AABC ~ ADEF,si LA= AD, AB=AFE, LC = LFy

BC CA AB
EF FD DE’

Es decir, dos triangulos son semejantes si sus dngulos interiores son congruentes y los lados
correspondientes son proporcionales. Llamamos lados correspondientes en dos triangulos
semejantes a aquellos que se oponen a dngulos congruentes. Dos tridngulos semejantes tienen
la misma forma pero no necesariamente el mismo tamano.

Teorema de Tales

Toda recta paralela a un lado de un tridngulo y que intercepta los otros dos lados, determina
un segundo tridangulo semejante al primero.

Si en el triangulo AABC de la figura 5.2 trazamos DE||AB, entonces AABC ~ ADEC.

AN

Figura 5.2
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Podemos utilizar algunos criterios para probar la semejanza de triangulos sin necesidad de
probar la congruencia de todos los angulos y la proporcionalidad de todos los lados corres-
pondientes. Ademas del Teorema de Tales, el criterio méas 1til de semejanza de tridngulos es
el siguiente:

Criterio A-A (Angulo-Angulo)

Dos tridngulos son semejantes si dos angulos de uno de los tridngulos son congruentes con
dos angulos del otro triangulo.

Figura 5.3

En la figura 5.3, LA = LD, KB = £FE. Es claro que también £C = L F.
Ejemplo 5.1

Se tiene un tanque en forma de cono recto invertido de 3 m de altura y 2 m de didmetro en
la parte superior (véase la figura 5.4). Si el tanque esta parcialmente lleno de agua, con 1.8
m desde el vértice hasta la superficie, calcule el radio de la superficie de agua.

3m

Figura 5.4

Solucién

El tanque, visto de frente, tiene la forma de un triangulo isésceles, con su angulo vértice en
la parte inferior y la base en la parte superior. Tracemos la altura del triangulo isosceles y
empleemos la nomenclatura que se muestra en la figura 5.5.

26



Figura 5.5

Los datos del problema, con la nomenclatura de la figura, son los siguientes: BC' = 2 m,
AF =3 m, AG=1.8 m.

Como los segmentos FIC' y GE son paralelos, entonces por el Teorema de Tales tenemos que
los tridngulos AAFC y AAGE son semejantes. Luego, se cumple que

AG GE
AF  FC’
o equivalentemente que -
gp = £ex4C
AF

Ahora, como el triangulo AABC es isosceles v el segmento AF es altura, entonces AF
también es mediatriz y asi los segmentos BF' y F'C' son congruentes. Por lo tanto,

- 1= 1

Reemplazando todos los valores tenemos que

FCxAG 1x18

GE =——+
AF 3

= 0.6 m.

Por lo tanto, el radio de la superficie de agua es 0.6 m.
Ejemplo 5.2

En la figura 5.6, los segmentos AB y DE son paralelos. Si las longitudes de AB, BC'y CD
son 18, 12 y 10 respectivamente, calcule el valor de x.

B 12 10

Figura 5.6
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Solucién

Observemos que £ BCA = L ECD por ser opuestos por el vértice, { BAC' =2 LCED por ser
alternos internos y que £ ABC = LCDE por ser alternos internos.

Tenemos entonces que AABC ~ ACED, ya que los tres angulos interiores del triangulo
AABC son congruentes con los tres dngulos interiores del triangulo ACED. De esta forma
se cumple que los lados correspondientes son proporcionales, esto es:

BC 4B
CD =z
12 18
10 =z
Luego
180
= — =15.
T
Ejercicios

1. En la figura 5.7, sabiendo que BC' y AD son paralelos, demuestre que los triangulos
AADFE y ABCFE son semejantes y escriba la proporcionalidad que se cumple.

B C

Figura 5.7

2. En la figura 5.8, sabiendo que los segmentos de recta DE y AB son paralelos, determine
la longitud del segmento C'D.

30

Figura 5.8

3. En la figura 5.9, sabiendo que AC' y DE son paralelos, halle el valor de .

28



Figura 5.9

4. Un hombre se aleja caminando de un poste vertical cuya lampara esta a 6 m del suelo
(véase la figura 5.10). El hombre tiene una estatura de 2 m. ;Cuanto mide la sombra
del hombre cuando estd a 10 m del poste?

B
6m E
2m
|
4 ” c
10m X
Figura 5.10

5. En cierto momento del dia, una torre vertical produce una sombra que mide 150 m. En
ese mismo instante y lugar, una vara vertical de 80 cm produce una sombra de 120 cm.
. Cuél es la altura de la torre? (Suponga que el terreno es completamente horizontal y
que los rayos del sol, en un mismo instante, son paralelos).

6. En la fotografia aérea de un terreno triangular se aprecia que las longitudes de los tres
lados son de 4 cm, 5 cm y 7 cm, respectivamente. Si el lado méas corto del terreno real
tiene 400 m, halle las longitudes de los demas lados del terreno.

7. En la figura 5.11, los segmentos de recta BC'y DE son paralelos. Halle la longitud del
segmento DF.

A
II\\
7 \
\Q ;‘_1‘ \\.\ )O
/'f .\\_
/ %
B /100N c
s
/
v{')/f \_\:3\
/’. X
,.“ \\

r ! \\
.,'/ "-\
D E
Figura 5.11

29



30



Leccion O

Figuras planas I

Conceptos basicos

Una figura plana es una region del plano limitada por una linea cerrada.

Figura Plana

Figura 6.1

Un poligono es una figura plana limitada por una linea cerrada, conformada por un ntimero
finito de segmentos de recta, llamados lados del poligono. Si todos los lados y angulos
interiores de un poligono son congruentes, decimos que el poligono es regular.

Los poligonos reciben nombres especiales de acuerdo con el niimero de lados, asi:

No.de lados Nombre
Tridngulo
Cuadrilatero
Pentagono
Hexagono
Heptagono
Octagono

QO | O O = W

n Eneagono

Una circunferencia es la linea cerrada formada por todos los puntos del plano que equidistan
(estan a la misma distancia) de un punto fijo llamado centro. A la distancia fija la llamamos
radio de la circunferencia, y la denotamos por r.

Se llama diametro de la circunferencia a todo segmento de recta que une dos puntos sobre
la circunferencia y pasa por el centro. Si d es la longitud de un diametro y r es la longitud
del radio, es claro que d = 2r.

31



Un circulo es una figura plana limitada por una circunferencia.

Didmetro —.
) Radio

~-

~
Circunferencia
Circulo

Figura 6.2

El perimetro de una figura plana es la longitud de la linea cerrada que limita la figura. El
perimetro se mide en unidades de longitud, como milimetro [mm]|, centimetro [cm|, metro
[m], pies [ft], entre otras.

El Area de una figura plana es la medida de la superficie de dicha figura. El &rea se expresa
en unidades cuadradas, como milimetro cuadrado [mm?|, centimetro cuadrado [cm?|, metro
cuadrado [m?], entre otras.

Perimetro y area de algunas figuras planas

1. Rectangulo: es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son congruentes y cuyos cuatro
angulos internos son rectos.

m T b: base
h: altura
h
Perimetro:
P =2(b+h)
u n .
| b | Area:
| | A = bh
Figura 6.3

2. Cuadrado: es un cuadrilatero cuyos cuatro lados son congruentes y cuyos cuatro
angulos internos son rectos.

- 4 {: lado
Perimetro:

P =4l

Area:

ol I A =2

l

Figura 6.4
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3. Paralelogramo: es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos.

b: base
h h: altura
[: lado adyacente
a la base
| b |
Figura 6.5
Perimetro: P =2(b+1)
Area: A =0bh
4. Triangulo:
b: base
h h: altura

-~ a,c: lados

Perimetro: P=a+b+c
. 1
Area: A= §bh

5. Trapecio: es un cuadrilatero que tiene dos lados opuestos paralelos, llamados bases.

B: base mayor

b: base menor

h: altura

\}a, c: otros dos lados

Figura 6.7

Perimetro: P=a+ B+b+c

. 1
Area: A= §(B +b)h
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6. Circulo:

R: radio
d: didmetro

Longitud de la
circunferencia:
C=2rR=mnd
Area del circulo:
A=7R?

Figura 6.8

Ejemplo 6.1

En la figura 6.9 se muestra un circulo inscrito en un cuadrado de lado 8 cm. Halle el area de

la region sombreada.

Figura 6.9

Solucién

Vemos que la longitud del diametro del circulo es igual a la longitud del lado del cuadrado.
Por lo tanto el radio del circulo es 4 cm. Ademas, es claro que el area sombreada es

Asombreada - Acuadrado - Acirculo-
Entonces

Agombreada = (8 Cm)2 — 7T<4 cm)2
= (64 — 167) cm?.

Ejercicios

1. Encuentre el area de un circulo de didmetro 10 cm.
2. Encuentre el drea de un cuadrado si se sabe que su perimetro es 52 m.

3. Encuentre el perfmetro de un circulo que tiene area 497 cm?.
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4. Halle el area de la siguiente figura plana, donde el extremo izquierdo es un semicirculo
y los dos segmentos de recta conectados a él son paralelos.

e—10m ——™

T

6m

i

Figura 6.10

4 >
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Leccion 1

Figuras planas II

Mas ejemplos

Ejemplo 7.1

Se tiene una ventana compuesta de un cuadrado y un semicirculo en la parte superior, como
se muestra en la figura 7.1.

Figura 7.1

Si el perimetro de la ventana es 8 m, jqué cantidad de vidrio debemos comprar para cubrir
la ventana?

Solucién

Sea z la longitud del lado del cuadrado. Entonces el radio del semicirculo es g (véase la
figura 7.2).

Figura 7.2

Vemos que el area de la ventana A,cniana €stéa dada por
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Aventana = Acuadrado + Asemicirculo-

Como el area del cuadrado es Acyadrado = 22 y €l area del semicirculo es

7(z/2)?

Asemicirculo =

2
—57(3)
— 3" \3

1
= —mx?,
8

entonces el area de la ventana es
9 1
Aventana =T 1+ §7T .

Necesitamos calcular el valor de . Como el perimetro de la ventana Pieptana €S

]_ xr m e
Pventana—3$+§|:2ﬂ'(§>i| _3x—|—§$_gj<3+§>’

tenemos que x <3 + g) = 8, y entonces el valor de z es

_8><2_ 16

T = = .
6+ 6+

Calculemos ahora el area de la ventana.

1 16 \2/8+n S+
Aven ana — 2 1 = = a— =32— .
tone. = ( +8”) (6+w) ( s ) 6+ )2

+

8
Luego, debemos comprar 32m m? de vidrio para cubrir la ventana.
™

Ejemplo 7.2

Sea ABC'D un cuadrado de lado L. Si desde los vértices By D se traza 1/4 de arco de circun-
ferencia con radio L, tal y como se muestra en la figura 7.3, calcule el drea sombreada.

B C

=~

A—— L —D

Figura 7.3
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Solucion

En la figura 7.4 vemos que la mitad del area de la region sombreada se puede calcular restando
el area de un tridangulo del drea de un cuarto de circulo.

Figura 7.4

Luego, el area Ajs se puede calcular como
A = Ay — Ay,

donde

A; = area de ;11 de circulo de radio L y

Ay = area de un triangulo de base L y altura L.

Entonces

Asi,

wl? L-L T —2
A = —_— = L2.
Ty 2 ( 4 )

Finalmente, el drea sombreada A, es igual a dos veces el drea A;5. Entonces

As:2A12:2<7T_2)L2: (”_2>L2.
4 2

Ejercicios
1. Sea ABCD un cuadrado de lado 2L. Si desde el centro del cuadrado trazamos una
circunferencia completa con radio L y desde cada uno de los vértices trazamos 1/4 de

circunferencia con radio L, como lo muestra la figura 7.5, calcule el drea sombreada.
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Figura 7.5

2. Con un alambre de 100 cm se construyen un cuadrado de lado L y una circunferencia
de radio r, usando todo el alambre disponible. Calcule la suma de las areas de las dos
figuras:

(a) en términos de L, (b) en términos de 7.

3. En la figura 7.6 el radio de la circunferencia exterior es 2 cm y el didmetro de los
semicirculos interiores es 2 cm. Encuentre el area de la regién sombreada.

£ o
e 4

Figura 7.6

4. En la figura 7.7 el diametro AB es paralelo al segmento de recta C'D. Encuentre el
area de la region sombreada.

Figura 7.7
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5. Considerando que los dos circulos internos de la figura 7.8 tienen igual area, halle el
area de la region sombreada.

Figura 7.8
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Leccion &

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo, los lados que forman el angulo recto se llaman catetos y el lado
opuesto al angulo recto se llama hipotenusa.

Teorema de Pitagoras

En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

f&,‘,,ore
g, Entonces

h2 = a® + 12,

Cateto 2 a

Cateto > b

Figura 8.1

Prueba

Existente diversas demostraciones de este importantisimo teorema. A continuacién veremos

una prueba geométrica de este teorema.

Construyamos un cuadrado cuyos lados tienen longitud a + b (véase la figura 8.2).

Figura 8.2
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Como los dngulos interiores de un tridngulo deben sumar 180°, vemos que los angulos o y /3
de la figura 8.3 deben sumar 90°. Por lo tanto, el cuadrildtero de lado h es en realidad un
cuadrado.

Figura 8.3

Volviendo a la figura 8.2, podemos descomponer el area del cuadrado de lado a + b como la
suma del area del cuadrado de lado h y el area de 4 tridangulos rectangulos y congruentes.

Area del cuadrado de lado a + b (a+0)* = a® + 2ab + b
Area del cuadrado de lado h h?
Area de los 4 triangulos cuyos catetos son a y b 4(ab/2) = 2ab

Luego, a® + 2ab + b? = 2ab + h?%, y asi, h? = a® + b2

El teorema de Pitagoras se puede interpretar geométricamente diciendo que el area del
cuadrado construido teniendo la hipotenusa como lado, es igual a la suma de las areas de los
cuadrados construidos teniendo como lado cada uno de los catetos.

a’ a h h2 = CL2 + b2.

b'2

Figura 8.4
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Ejemplo 8.1

3
Pruebe que en un triangulo equilatero de lado a la altura estd dada por h = TQ’ y por lo

tanto su area Ar es

Solucion

En la figura 8.5, como el triangulo AABC es equilatero, el segmento CD es mediana y
mediatriz.

Figura 8.5

Por lo tanto, usando el teorema de Pitagoras, tenemos que a®* = h? + (a/2)?. Entonces

2 3a? 3 h 3
h? =a? — az = % y asi h = \/T—G' En consecuencia, Ap = % = %a?

Ejemplo 8.2

El perimetro de la figura que se muestra a continuacion es 20 m. Halle el valor de R.

2R 2R

Figura 8.6

Solucion

Primero expresemos el perimetro de la figura en términos de R.

El perimetro L del semicirculo de radio R es L = (27 R) = nR (véase la figura 8.7).

1
2
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X
Figura 8.7

Calculemos la longitud h del segmento inclinado.

Figura 8.8

Por el teorema de Pitédgoras

h* = (3R)* + (2R)?,
h* = 9R? 4+ 4R?,

h* = 13R?,

h = V/13R.

Por lo tanto, el perimetro Pr de la figura es

Pr=7R+2R+ R+ V13R+ 2R+ 2R
= (7T+ V13 +7)R.

Como Pp = 20 m, entonces (7 + V13 + m)R = 20 m, y asi
20

R=——— m.
T+V13+m
Ejercicios

1. Sea AABC un triangulo equilatero con lado L. Si desde cada uno de los vértices se

traza un arco de circunferencia con radio 5 como se muestra en la figura 8.9, calcule

el area sombreada en términos de L.
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!

Figura 8.9

2. Se pide recortar en cada uno de los vértices de un cuadrado de lado a, un triangulo
isosceles del mismo tamano, de modo que el perimetro del octagono resultante sea los
tres cuartos del perimetro del cuadrado (véase la figura 8.10). ;Cudl es la longitud de
los lados congruentes del tridngulo isosceles?

Figura 8.10

3. Con un alambre de 100 cm se construyen un cuadrado de lado L y un tridngulo equi-
latero de lado w, usando todo el alambre disponible. Calcule la suma de las areas de
las dos figuras:

(a) en términos de L,
(b) en términos de w.

4. Un carro parte de un punto A y viaja en linea recta durante 2 horas, en direccion este y
a una velocidad de 40 km/h. Luego viaja en linea recta durante una hora, en direccion
norte y a una velocidad de 60 km/h. Al final del recorrido, ;qué tan lejos se encuentra
del punto A?

5. Encuentre el area de un hexégono regular de lado [. Sugerencia: Divida el hexédgono
regular en 6 triangulos.
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Leccion 9

Cuerpos geomeétricos I

Conceptos basicos

Un sélido o cuerpo geomeétrico es una figura geométrica de tres dimensiones: largo, ancho
y alto, que ocupa un lugar en el espacio y por lo tanto tiene volumen. Los sélidos o cuerpos
geométricos se pueden clasificar en poliedros y cuerpos redondos.

Un poliedro es un sélido limitado por poligonos y un cuerpo redondo es un sélido que
tiene al menos una cara curva.

El volumen de un sélido es la medida del espacio que ocupa dicho cuerpo y esta dado en
unidades ciibicas.

El area superficial de un sélido es la suma de las areas de las superficies que limitan el
solido y estd dada en unidades cuadradas o de area.

Volumen y area superficial de algunos sélidos

1. Paralelepipedo rectangular: es un poliedro de 6 caras, cada una de las cuales es un
rectangulo.

a: ancho
b: largo
h: altura

h

Volumen: V = abh
Area superficial: A = 2ab+ 2ah + 2bh

Un paralelepipedo rectangular es un cubo si a = b = h.
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Figura 9.2

Un cubo de lado 1 tiene un volumen de 1 unidad ctbica. El volumen abh de un
paralelepipedo rectangular indica cuantos cubos de lado 1 “caben” en el paralelepipedo.

. Cilindro circular recto: es un cuerpo redondo limitado por dos circulos congruentes
y paralelos, llamados bases del cilindro, y por una cara curva que al abrirse es un
rectangulo en el cual un lado es la longitud de la circunferencia que encierra el circulo
y el otro es la altura del cilindro. Cualquier seccién transversal es un circulo paralelo
y congruente a las bases.

R: radio de la base
h: altura del cilindro

Volumen:
V = 1R%h

Area superficial:
A =2nR?>+ 27 Rh

Figura 9.3

. Prisma: es un poliedro que tiene dos caras paralelas que son poligonos congruentes
(lamados bases) y las demas caras son paralelogramos. La distancia entre las bases es
la altura del prisma. Cualquier seccién transversal es un poligono paralelo y congruente
a las bases.

B: &rea de la base
P: perimetro de la base
h: altura del prisma

Volumen:
V = Bh

Area superficial:
A=2B+ Ph

Figura 9.4
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4. Cono circular recto: es un cuerpo redondo que tiene como base un circulo y su
superficie lateral se obtiene al unir un punto exterior, llamado vértice del cono, con
cada punto de la circunferencia por medio de segmentos de recta. Ademés, para que el
cono sea recto, el segmento de recta que une el vértice del cono con el centro del circulo
debe ser perpendicular al circulo. La longitud de este segmento de recta es la altura

del cono.

Figura 9.5

R: radio de la base
h: altura

Volumen:

1
V = §7TR2h

Area superficial:
A =7mRl+ tR?

5. PirAmide: es un poliedro que tiene un poligono como base y las demés caras son
tridngulos que se encuentran en un punto llamado vértice de la piramide. La altura
de una piramide es la distancia del vértice al plano determinado por la base.

Figura 9.6

B: 4area de la base
h: altura

Volumen:

1
V =-Bh
3

El area superficial de una pirdmide depende de la forma de la base y de los triangulos

laterales.

6. Esfera: es el solido limitado por la superficie cerrada formada por todos los puntos del
espacio que equidistan (estan a la misma distancia) de un punto fijo llamado centro.
A la distancia fija la llamamos radio de la esfera y la denotamos por R.

Figura 9.7

o1

Volumen:
4
V = §7TR3

Area superficial:
A = 4T R?



Ejemplo 9.1

Se va a construir en cemento el sélido que se muestra en la figura 9.8 compuesto por un cilindro
circular recto de 18 cm de altura y 7 cm de radio con 2 semiesferas en sus extremos.

7ot

Figura 9.8

. Cuanto cemento se requiere para la construccion del solido? Si se quiere proteger el solido
con una lamina de acrilico, jqué cantidad de acrilico se necesita?

Solucién

El volumen del sélido es igual al volumen del cilindro circular recto mas el volumen de dos
semiesferas, o equivalentemente, el volumen del cilindro més el volumen de una esfera:

4 401
V:7r-72-18+§7r~73:¥7r cem?®.

En forma similar, el 4rea superficial es igual al &rea superficial de dos semiesferas (o de una
esfera) mas el area superficial de la parte cilindrica:

A=4r7 7>+ 27718 = 4487 cm?.

4018
Entonces se requieren T?T cm?® de cemento para construir el solido, y 4487 cm? de acrilico

para recubrirlo.

Ejercicios
1. Calcule el volumen y el area superficial de un cono circular recto de altura 3 cm y radio
de la base 4 cm.
2. Encuentre el volumen de una esfera de 8 cm de diametro.
3. Halle el volumen de una pirdmide de base cuadrada de lado 5 m y altura 7 m.

4. Determine el volumen y el area superficial de un cilindro circular recto de altura 8 cm
y radio de la base 5 cm.
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Leccion 10

Cuerpos geométricos II

Mas ejemplos

Ejemplo 10.1

Calcule el volumen de un tronco de cono de 7.6 cm de altura, sabiendo que los radios de sus
bases miden 4.9 cm y 2.1 cm.

Solucién

El volumen del tronco de cono se puede hallar como la diferencia entre el volumen de un
cono grande y un cono pequeno, tal y como se muestra en la figura 10.1.

r =21cm
; — ——= R =49cm
h n h =7.6cm.

Figura 10.1

Tenemos que

V;‘,ronco = V;Eotal - ‘/27

1

Viotal = gﬁRQ(m + h), (10.1)
1

Vy = gm%. (10.2)

Por semejanza de triangulos vemos que
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R

Figura 10.2

R h+uw

)

r x
Rx =r(z+h),
Rx =rx +rh,

(R—r)x =rh.

Luego

(10.3)

Sustituyendo (10.3) en (10.1) obtenemos que

1 rh
‘/total = gﬂ-RQ (R—T+h> .

Y reemplazando los datos del problema vemos que Vipw ~ 334.40 cm®. Por otro lado,

reemplazando (10.3) en (10.2) tenemos que

1 h
Vs = §7T7“2 (RT_ T) ~ 26.32 cm®,

y asi
V;fronco = ‘/;fotal - ‘/2 ~ 334400m3 — 26.32 CH]3.

Por lo tanto, Viyonco ~ 308.08 cm?.
Ejemplo 10.2

Un so6lido esté conformado por un cilindro circular recto de radio R y altura 2R, una semies-
fera en un extremo y en el otro un cono circular recto de altura R. El volumen total del
solido es 37 m?3. Halle el 4rea de su superficie.
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Figura 10.3

Solucion

Para encontrar el drea de la superficie necesitamos calcular primero el valor de R. Para
ello usaremos el hecho de que conocemos el volumen del sélido. Este volumen Vi se puede

descomponer como
VT = Vtsemiesfera + ‘/cilindro + ‘/cono-

Entonces

1[4 1
V=3 (3”33) + TR*(2R) + gwRQR

2 1
= §7rR3 + 2R + §7TR3

2 1
=(z+2+=|7mR?
<3+ +3)7T

= <§) TR® = 31 R5.

Pero Vy = 37 m?, luego

3rR® = 3r m?,
R} =1m?,
R=1m.

Ahora que conocemos R, hallemos el area superficial A, del solido:
As = Agemiesfera + Acitindro + Acono-

Calculemos por separado cada una de estas areas.

Semiesfera: Agemiesfera = 3(47R?) = 21 R?.
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Cilindro sin tapas: Aegingro = 27 R(2R) = 47 R,

Cono sin base:

Figura 10.4

L*= R’ + R* = 2R’
L =+V2R.
Acono = TRL = TR(V/2R),
Apono = V21 R2.

Asi,
Ay =21 R? + 47 R* + V21 R?
= (6 + V2)7R?
= (6+ V2)r(1 m)*
— (6 +V2)1T m%.
Ejemplo 10.3

Encuentre el volumen del sélido de la figura 10.5, compuesto por un prisma y una piramide,
cuyas bases son un hexagono regular de lado 4 cm.

Figura 10.5
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Solucion

El volumen del solido es la suma del volumen del prisma y del volumen de la piramide, y
éstos dependen del area del hexagono regular de lado a = 4 cm.

a=4cm

Figura 10.6

El area Ay de este hexdgono regular se puede ver como la suma de las areas de 6 triangulos
equilateros de lado a = 4 cm. En la Leccion 8 vimos como calcular el area de un triangulo

equilatero. Por lo tanto,
3
AH =6 (%cﬂ)

=6 (?(4 Cm)2>

= 24\/5 cm?.

Ahora bien, sean h; = 8 cm y he = 9 cm las alturas del prisma y de la piramide, respectiva-
mente. Entonces el volumen Vg del sélido es

VS = Vprisma + V;)irémide
1
=Agh + gAH ha
2 1 2
- (24\/5 cm ) (8 cm) + 3 (24\/3 cm ) (9 cm)

= (192 4 72) V3 cm?
= 264v/3 cm®.

Ejercicios

1. Considere un envase con tapas, en forma de un cilindro circular recto de radio R, altura
h, volumen V' y area superficial A. Encuentre:

(a) A en términos de Ry V.
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(b) A en términos de hy V.

2. Un recipiente cilindrico de 5 cm de radio y 30 cm de altura contiene tres pelotas de
tenis bien encajadas. Calcule el volumen de aire que hay en su interior.

3. La base de una piramide es un hexagono regular de 15 cm de lado y su altura es de 30
cm. Halle su volumen.

Si partimos esta piramide con un plano paralelo a la base que corta a la altura en la
mitad, halle el volumen de cada una de las dos partes resultantes.

4. Halle el volumen de la esfera inscrita en un cono circular recto de altura 8 cm y radio
de la base 6 cm.
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Leccion 11

Nociones sobre conjuntos I y sistemas numéricos

Nociones sobre conjuntos

Un conjunto es una coleccion de objetos, llamados elementos del conjunto.
Un conjunto puede describirse:

e Por extension: haciendo una lista explicita de sus elementos separados por comas y
encerrados entre llaves, 6

e Por comprension: dando la condiciéon o condiciones que cumplen los elementos del
conjunto.

Si A es un conjunto decimos que a pertenece a A, y escribimos a € A, si a es un elemento
de A. En caso contrario decimos que a no pertenece a A y escribimos a ¢ A.

Ejemplo 11.1

El conjunto A cuyos elementos son los ntimeros naturales menores que 5 puede escribirse asi:
A ={1,2,3,4}. Observemos que 1 € Ay que 5 ¢ A.

Para nosotros tendran sentido especial los conjuntos numéricos.

Sistemas numeéricos

e Los nimeros naturales son: 1,2,3,4, ...

Utilizamos el simbolo N para representar al conjunto de todos lo niimeros naturales, es
decir, N ={1,2,3,4, ...}.

e Los nlimeros enteros estan formados por los nimeros naturales junto con los niimeros
enteros negativos y el 0. Denotamos por Z al conjunto de los ntimeros enteros. Es decir,
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Algunas veces se acostumbra escribir ZT = N.

e El conjunto de los ntimeros racionales se obtiene al formar cocientes de ntmeros

enteros. Este conjunto lo denotamos por Q. Luego, » € Q si y sblo si r = ]—j, con
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p,q €Z,q#0.

3 =7 0 2
Nameros como -, —, 0 = =, 2= —, 0.1 = — son ejemplos de niimeros racionales.
5 4 1 1 10
. . . 3.0 )
iRecuerde que no es posible dividir por cero, por tanto expresiones como 0 o) 0 no estan

definidas!

e Existen niimeros que no pueden expresarse en la forma b con p,q € Z, q # 0. Estos

nimeros se denominan irracionales. Denotados por I al conjunto de los niimeros
irracionales. Es posible probar que ntmeros como v/2, v/3, /5, pertenecen a 1.

e El conjunto de lo ntimeros reales se representa por R y consta de la uniéon de los
racionales y los irracionales.

Todos los ntmeros reales tienen una representacion decimal. Si el ntmero es

1
racional, entonces, su decimal correspondiente es periddico. Por ejemplo 3= 0.5000... =

— 1 ~ 1 —
0.50, 3 = 0.3333... = 0.3, 157 = 0.3171717... = 0.317,

495
1.285714.

= 1.285714285714... =

~| ©

La barra significa que la sucesion de cifras debajo de ella se repite indefinidamente. Si

el nimero es irracional, la representacion decimal no es periédica, por ejemplo v2 =
1.414213562373095..., e = 2.7182818284590452354...., m = 3.14159265358979323846....

En la practica se acostumbra aproximar un ntumero irracional por medio de uno racional,
por ejemplo V2 ~ 1.4142, e ~ 2.71828, 7w ~ 3.1416.

Dada la representacion decimal peridédica de un ntimero x podemos hallar una fraccion
equivalente multiplicando éste por potencias adecuadas de 10, y luego restando para
eliminar la parte que se repite.

Ejemplo 11.2

Sea r = 5.4383838.... Para convertirlo en un cociente de dos enteros, debemos multi-
plicarlo por dos potencias adecuadas de 10, de tal forma que al restarlos se cancelen
las partes decimales. En este caso

1000z = 5438.3838...
10z = 04.3838 . ..
990z = 5384.

2384

Por consiguiente, xr = ——.
& 990

Ejercicios

1. Exprese cada uno de los decimales periddicos en forma de fraccion:
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(a) 5.23 (c) 2.135
(b) 1.37 (d) 0.64.

2. Ordene de menor a mayor los niimeros racionales 1.43, 1.39 y 1.442.
= 8
3. Ordene de menor a mayor los niimeros racionales 1.43, Z y £

4. ;El producto de dos niimeros irracionales es siempre un niimero irracional? ;Qué puede
decir de la suma?
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Leccion 12

Propiedades de los ntimeros reales I

Operaciones en los ntimeros reales y sus propiedades

En R se definen dos operaciones: suma o adiciéon y producto o multiplicacion.

Sia € RybeR, lasuma de a y b, denotada a + b, y el producto de a y b, denotado
a-b, 6 axbodsimplemente ab, son también elementos de R, que cumplen las siguientes
propiedades:

Propiedad Suma Producto
Conmutativa a+b=b+a ab = ba
Asociativa (a+b)+c=a+ (b+c) | (ab)c = a(bc)
Distributiva del producto a(b+c) =ab+ ac
con respecto a la suma (a+b)c=ac+be

Usando estas propiedades podemos probar resultados importantes.
Ejemplo 12.1

Pruebe que (a +b)(a + b) = aa + 2ab + bb.
Soluciéon

Usando la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma y la propiedad con-
mutativa del producto, tenemos que:

(a+b)(a+b)=(a+b)a+ (a+b)b=aa+ ab+ ba+ bb = aa + 2ab + bb.

Usando el hecho de que para todo a € R, a-a = a?, escribimos la igualdad anterior como:

(a+b)* = a® + 2ab + b*.
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Otras propiedades de los nimeros reales

Entre los ntimeros reales, el 0 y el 1 juegan un papel importante en la suma y el producto,
respectivamente:

e 0 € R, es tal que para todo a € R, a + 0 = a. Al nimero 0 se le llama el elemento

neutro para la suma.

Dado a € R existe un tinico b € R tal que a + b = 0. Dicho ntimero b se denota por —a
y se llama inverso aditivo de a. Es decir, a + (—a) = 0.

1 € R es tal que para todo a € R, a-1 = a. Al ntmero 1 se le llama el elemento
neutro para el producto.

Si a € Ry a#0, entonces existe un inico namero b € R tal que a-b = 1. Tal nimero

!y se llama inverso multiplicativo o reciproco de a. Es

1
decir, para a # 0 se tiene que a- — =a-a"! = 1.
a

b se denota por — 6 por a~
a

Si a y b son ntimeros reales, el nimero a + (—b) se escribe también a — b y se llama la
resta o diferencia de a y b.

. 1 ) La
Si a y b son ntameros reales, con b # 0, el ntiimero a - 7 se escribe también 7 y se llama

. . a ..
el cociente de a y b. A la expresion 7 se le llama fraccién, a se llama numerador y

b denominador de la fraccion.

Con base en las definiciones y en las propiedades de la suma y la resta de ntimeros reales,
podemos probar las siguientes propiedades, conocidas como “leyes de signos”:

Sean a € Ry b € R. Entonces:

1.

2
3
4. .
)
6
7

. —(a+b) =—a—0.
. —(a—b)=b—a,

a-0=0.

La propiedad 6 nos dice que a — b es el inverso aditivo de b — a.

La propiedad 5 puede usarse con més de 2 términos, asf:

—(a+b+c)=—-a—-b—c.
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Ejemplo 12.2

Utilizando propiedades de ntimero reales escriba las siguientes expresiones sin usar parénte-
sis:

L —(=z+y),
2. —(x—y+2).
Solucién
1. Tenemos que
—(—z+7y)=—(—2) —y (propiedad 5)
=xr—y (propiedad 2).
Luego, —(—z+y) =z —y.
2. Tenemos que

—(r—y+2)=—2—(—y) -2 (propiedad 5)
= —o4+y—=z (propiedad 2).

Luego, —(z —y+z2)=—ax+y— 2.

Caracterizacion y propiedades de algunos niimeros reales

e Un nimero a es un niimero par si puede escribirse en la forma a = 2k, con k € Z.

6 es un numero par ya que 6 = 2k con k = 3; 0 es de la forma 2k con k = 0, luego 0 es
un numero par; como —8 es de la forma 2k con k = —4, entonces —8 es par.

e Un ntmero a es un nimero impar si puede escribirse en la forma a = 2k + 1, con

ke Z.

3 es de la forma 2k 4+ 1 con k = 1, entonces 3 es impar; como —7 es de la forma 2k + 1
con k = —4, entonces —7 es un nimero impar.

e Dadosd € Z y b € Z, con d # 0, decimos que d divide a b 6 que d es un divisor de b,
si existe a € Z tal que b = ad. También se acostumbra decir que d es un factor de b y
que b es un multiplo de d.

e Decimos que d es el Maximo Comun Divisor de los enteros a y b, con a # 0 6 b # 0,
si d es el mayor niimero entero positivo que los divide a ambos, es decir, d es el mayor
de los divisores comunes de a y b.

El méximo comun divisor de 24 y 30 es 6; el maximo comin divisor de 7 y 18 es 1; el
maximo comin divisor de 0 y 12 es 12.

e Decimos que m es el Minimo Comitin Multiplo de los enteros a y b, con a # 0y
b # 0, si m es el menor nimero entero positivo que es multiplo de ambos, es decir, m
es el menor entero positivo que es divisible por a y por b.
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El minimo comun miltiplo de 6 y 10 es 30; el minimo comtin miltiplo de 15 y 14 es
210. D

Dos ntimeros enteros a,b son primos relativos si el méximo comun divisor de a y b
es 1.

7 y 18 son primos relativos.

Un ntmero racional — esta en forma reducida, o “simplificado’ si a v b son primos
b ) y

relativos.

7 16
15 estd en forma reducida; T no esta en forma reducida, podemos simplificarlo y

escribirlo en forma reducida como —.

Todo ntimero racional puede representarse en forma reducida.
3 9
8 4

Un entero positivo p # 1 es un niimero primo si sus unicos divisores positivos son 1
Yy Dp-

Los ntmeros 2,3,5,7,11, 37,523 son niimeros primos.

Los nimeros 6, 8,9, 20 no son primos, ya que al menos 2 es divisor de 6, de 8, y de 20,
y 3 es divisor de 9.

Sia€Z,a>1,y ano es primo, decimos que a es nimero compuesto.

Teorema fundamental de la aritmética: Todo ntimero entero mayor que 1 puede
descomponerse en forma tinica como un producto de ntimeros 6 factores primos.

Notas

e En la descomposiciéon de un ntimero los niimeros primos pueden repetirse y no importa
el orden en el que aparecen, ya que el producto de niimeros reales cumple la propiedad
conmutativa.

e Cuando escribimos un niimero como producto de factores primos, decimos que hemos
“factorizado” el ntimero.

Ejemplo 12.3

22 x 17 x 43 es la descomposicion o factorizacion de 2 924, es decir, 2924 = 22 x 17 x 43.

Ejercicios

1. Diga cual propiedad de los ntimeros reales se esté usando:

(a) 5+8=8+5,
(b) 3z +y)+ 5z =3z + (y + 52),
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(c) (4x+2)7 =28z + 14.
2. Usando las propiedades de los niimeros reales, escriba las expresiones sin paréntesis:
(a) 5(z—y),
(b) —2 (2a -+ 161),
(c) (6k) (20 —4m + Tn).
3. Halle el Maximo Comiin Divisor de los niimeros
(a) 1820 y 2574,
(b) 110 y 273,
(c) 144,96 y 64.
4. Descomponga los siguientes nimeros enteros en sus factores primos:
(a) 300,
(b) 1386,
(c) 2160.

5. Simplifique completamente las siguientes fracciones:

126
(a) 90

1540
(b) 1680°
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Leccion 13

Propiedades de los ntimeros reales 11

Operaciones con fracciones

1. Suma de fracciones

Con el mismo denominador: para sumar fracciones con el mismo denominador ponemos
el denominador comin y sumamos los numeradores.

a b a+b
——i——:a , con ¢ # 0.
c ¢ ¢

Ejemplo 13.1
15 N 23 38
77 T

Con distinto denominador: Para sumar fracciones que tienen distinto denominador,
procedemos de acuerdo a la férmula

:ad—i—bc’ conb#0yd#0.

* bd

Qo

a
b

Esta formula es el resultado de ampliar cada fraccion (multiplicar tanto el numerador como
el denominador por el mismo ntmero), la primera por d y la segunda por b, de tal forma que
estas fracciones ampliadas equivalentes tengan el mismo denominador, en este caso bd, y asi
poder proceder como en la situacion de denominadores iguales.

Ejemplo 13.2
5 2 5-7T+3-2 35+6 41

577 3.7 21 21’

Cuando tenemos la suma de dos o més fracciones cuyos numeradores y denominadores son
enteros, también podemos proceder de la siguiente manera. Hallamos el minimo comun
multiplo (MCM) de los denominadores, llamado también minimo comtn denominador. Am-
pliamos cada fracciéon por un nimero adecuado tal que las nuevas fracciones equivalentes
tengan como denominador el MCM. Finalmente sumamos estas fracciones equivalentes como
en el caso de denominadores iguales.
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Ejemplo 13.3

3 7
Calcule 61 + 8

Solucién

Como 64 = 26 y 48 = 24 .3, el MCM de 64 y 48 es el producto de los factores de cada
uno, usando solo la potencia mas alta de cada factor, es decir, el MCM de 64 y 48 es
20.3 =192.

Debemos entonces ampliar las fracciones, para convertirlas en fracciones que tengan como
denominador 192
3 7 3-3 7-4

64718 643 T48. 4

3 7 9 28 37

6148 1092 T192 102

2. Producto de fracciones

Para multiplicar fracciones basta con hacer el producto de los numeradores y el de los de-
nominadores.

%-2:2—;, conb#0yd#0.
Ejemplo 13.4
2 4 8
5 3 15

Ejemplo 13.5

., Como se calcula el cociente de dos fracciones?

Solucién ] d d
a c a a
e = = = b+#0 0 d # 0.
b d b E b c bC,Con 7& 7C7é y ¥ 7é

d

Por ejemplo

2;3_2 7 14

5°7 5 3 15

Ejemplo 13.6

Pruebe que si % = cgl entonces ad = bc, con b # 0, y d # 0.
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Solucion

d—2b
Si 4_ E, entonces - 0, luego %

;= ;T =0, y asi ad — bc = 0, entonces ad = bc.

Orden en los niimeros reales

Todo niimero real se puede representar graficamente como un punto sobre una linea recta, la
cual llamaremos recta real y, reciprocamente, todo punto sobre la recta real representa un
ntmero real, es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de R y los
puntos de la recta. En esta representacion el 1 se encuentra a la derecha del 0.

° ° . ° *—
3 3 0 2 T
2
Figura 13.1

Geométricamente, si a y b son ntimeros reales, decimos que a es mayor que b, y escribimos
a > b, si a esta a la “derecha” de b en la recta real. En este caso decimos también que b es
menor que a, y escribimos b < a.

® ® = a>b 0 b<a
b a
Figura 13.2

Si un nimero es mayor que cero decimos que es un nimero positivo, es decir, a es un
nimero positivo si a > 0.

Si un nimero es menor que cero decimos que es un nimero negativo, es decir, si a < 0, a
es un numero negativo.

Los niimeros positivos (o de signo positivo) son los que estan ubicados a la “derecha” de
0 en la recta real; los que estan ubicados a la “izquierda” de 0 son los negativos (o de signo
negativo).

Niimeros negativos Niimeros positivos
.

0

-

Figura 13.3

Definicién: Sean a,b € R.

Decimos que a es mayor que b y escribimos a > b, si a — b es un niimero positivo, es decir
si (a—b) > 0.
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Decimos que a es menor que b, y escribimos a < b, si @ — b es un nimero negativo, o sea
si (a—b) <0.

Claramente si a > b, entonces b < a.

La expresion a < b (6 b > a) se utiliza en lugar de a < b 6 a = b, y se lee “a es menor que o
igual a 0", 6 “b es mayor que o igual a a”.

Ejemplo 13.7
3<bpuesd—3=2>0;4<4yaqued=4.

Si ubicamos estos ntimeros en la recta real vemos que 3 esta a la izquierda de 5, o equivalen-
temente, 5 esté a la derecha de 3.

Similarmente la expresion a > b se utiliza en lugar de @ > b 6 a = b, y se lee “a es mayor o
igual a b”.

Intuitivamente decimos que los nimero reales estan “ordenados”, ya que si a y b son niimeros
reales siempre podemos determinar sia >bo6a <b b a=Hb.

En adelante la expresion a < x < b significard a < x y = < b, y representaciones similares
se tienen paraa < rx < b, a<z<bya<z <bh

Algunas propiedades de orden

1. Sia € R, entonces a> =a-a >0y a®> = 0 sélo si a = 0.
Con base en esto podemos afirmar que 1 > 0, ya que como 1 # 0, entonces 1 = 12 > 0.
2. Sean a,b,c € R. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas.
e Sia<byb<c, entonces a < c.
ea=boa<bob<a.
e a <bsiysdlosia+c<b+c.
e Sia<byc>0,entonces ac < bc.
e Sia<byc<0,entonces ac > bc.
Ejemplo 13.8
3<8y3(—3)>8(—3) yaque —-3<0.

Nota

Con base en las propiedades anteriores podemos demostrar que:

Si a > 0 entonces —a < 0, es decir, si a es un numero positivo entonces —a es un numero
negativo.

Si a < 0 entonces —a > 0, o sea, si a es un niumero negativo, entonces —a es positivo.
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& & & -
a 0 -a

S5ia<0enftonces -a >0

& & & i
-a 0 a

Sia > 0enfonces -a <0

Figura 13.4

Ejercicios

1. Efecttie las operaciones indicadas y simplifique completamente su respuesta:

() 13 n 23
a JR— JR—
4 4’
1 3
b) — — =
(b) — -
12 14
2 4
d) - +—
(d) 3+3
2. Efectie las operaciones indicadas y simplifique completamente su respuesta:
3
'y
(a) T—
2 3
2 1
5 2
b)) 7—5
10 15
3 1 11

(©) 580+ 150 + 225

3. Escriba cada enunciado en términos de desigualdades:
(a) x es positiva.
(b) a es mayor o igual a 7.

(c) t es menor que 4.

1
(d) = es menor que 3 ¥ es mayor que —5.
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Leccion 14

Nociones sobre conjuntos 11

Si un conjunto no tiene elementos se llama conjunto vacio y se denota por 0 6 { }.
Ejemplo 14.1

Sea A={x € N/x+1=0} Noexiste z € N tal que 2 +1 = 0. Luego, A = (). La expresion
anterior se lee asi: A es el conjunto cuyos elementos x son numeros naturales tales que x
satisface la ecuacion x + 1 = 0.

Si un conjunto es vacio o su nimero de elementos es un nimero natural se dice que el conjunto
es finito.

Si un conjunto no es finito se dice que es infinito.
Ejemplo 14.2

e Sea A ={x € N/x < 4}. Claramente, A tiene 3 elementos: A = {1,2,3}. Luego, A es
finito.

e Sea A = N (conjunto de nimeros naturales). A es infinito ya que no podemos asignar
un nimero natural que represente el niimero de elementos de N.

Si A y B son conjuntos decimos que A es subconjunto de B, y escribimos A C B, si todo
elemento de A es también elemento de B.

ACB
Figura 14.1

La anterior representacion grafica se conoce con el nombre de digrama de Venn.
Ejemplo 14.3

Sean A = {a,e,i,0,u} y B = {x/z es una letra del abecedario}.
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A C B, pero B no es subconjunto de A y escribimos B ¢ A.

Propiedades

Si A, By C son conjuntos, las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. 0 C A
2. ACA
3. SiAC By B C C entonces A C C.

Dos conjuntos A y B son iguales siy solosi AC By B C A. Es decir, A = B siy solo si
todo elemento de A estd en B y todo elemento de B esta en A.

Ejemplo 14.4

Sean A = {x/x es una vocal de la palabra mundo} y B = {u, o}, entonces A = B.

Sean A = {1, 3, 7} vy B = {1, 3, 7, 1}, entonces A = B. Esto nos dice que en un con-
junto podemos suprimir los elementos repetidos, dejando s6lo uno de ellos, y el conjunto no
cambia.

Operaciones entre conjuntos
1. Unién

Sean A y B dos conjuntos. Definimos la uniéon de A y B, denotada por A U B, como el
conjunto

AUB={z/xr € A6z € B}.

AUB
Figura 14.2
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Ejemplo 14.5

Sean A = {1,3,5,7,9} y B = {0,3,6,9,12}. Entonces AU B = {0,1,3,5,6,7,9,12}. Es
decir, reunimos los elementos de A y los de B en un solo conjunto sin repetir elementos.

2. Interseccion

Sean A y B dos conjuntos. Definimos la interseccion de A y B, denotada por AN B, como
el conjunto

ANB={x/r € Ay x € B}.

ANB
Figura 14.3

Ejemplo 14.6

Sean A={xeR/z>0yx<2}yB={reR/x>1yax <3} Entonces

ANB={zxeR/z>1yx <2}

Propiedades de la unién y de la intersecciéon

Sean A, By C conjuntos. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. AUA=A . AnNA=A

2. AuD=A 2 AND=0

3. AC(AUB) 3. (AnB)C A

4. BC (AUB) 4. (AnB)CB

5. AUB=BUA 5. AnNB=BNA

6. AUBUC)=(AuB)uC 6. AN(BNC)=(ANnB)NC

7. AUBNC)=(AUB)N(AUC) T ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)
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3. Complemento

Si U es un conjunto universal (el conjunto que contiene todos los elementos posibles para el
problema en consideracion), y A es un subconjunto de U, definimos el complemento de A,
denotado por A’, como el conjunto

A ={zeUjx ¢ A}.

A/
Figura 14.4

Ejemplo 14.7

SiU ={a,b,c,dye, f,g,h} y A={c, f,h}, entonces A’ = {a,b,d, e, g}.

Propiedades del Complemento

Sean A y B conjuntos. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. (A) = A,
2. AUA =T,
3. ANA =0,

4. (AUB)Y =A'NB,
5. (ANB) = A/ UB'.

Nota: Las dos ultimas propiedades son conocidas como las “Leyes de De Morgan”.

Ejercicios
1. Considere los conjuntos A={z € R: 2> -2}, B={r € R:z <4}
yC={reR:—-1<az <5} Halle:
(a) AnNCy
(b) AN B.

2. Sean A = {0,1,2,3,4,5,6,7}, B ={reN:z2<10} yC = {zr €Z: -4 <z <6}.
Ademas, considere como conjunto universal al conjunto U = {z € Z: —10 < z < 10}.
Halle los siguientes conjuntos:
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(a) AUBUC, (c) AN B.
(by AnNBNC,

3. Sombree las regiones correspondientes a los conjuntos dados para ilustrar las propiedades
7y 7" de la unién y la interseccion de conjuntos.

%%

Q

=
S

Q %
=

AU(BNO) (AUB)N(AUC)

%%

G

=
S

Q %
=

AN(BUCQC) (ANB)U(ANC)
Figura 14.5

4. Sombree las regiones correspondientes a los conjuntos dados para ilustrar las Leyes de
De Morgan.

-
S

(AuB) A'N B

<
!

(AnBY AUB
Figura 14.6
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Lecciéon 1D

Nociones sobre conjuntos 111

4. Diferencia

Sean A y B dos conjuntos. Definimos la diferencia de A y B, denotada por A — B,
como

A—-B={x/re Ayx ¢ B}.

A-B
Figura 15.1

Ejemplo 15.1
Sean A ={0,1,2,3,4,5,6,7} y B ={1,4,6,7,8,9}. Entonces A — B ={0,2,3,5}.

Propiedades de la diferencia

Sean A y B conjuntos. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

.A-B=ANH,

2. A—B+#B—A,
3. A— A =0,
4. A—0= A,
5 U—-A=A.

Ejemplo 15.2

En cada uno de los siguientes diagramas de Venn, sombree el conjunto indicado.
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@ @
C C

ANB (ANB)—-C'
@ @
C C
B—-(ANBNO) (AnC) - B
Figura 15.2

Solucién

Figura 15.3

Ejemplo 15.3

Una encuesta aplicada a un grupo de jovenes, acerca de las preferencias por alguna radio
F.M. de la region, senal6 que:

277 escuchan Salsa Estéreo,

233 escuchan 92.4 F.M. (Emisora U.P.B),
405 escuchan 100.4 F.M. (Emisora Unal),
165 escuchan 92.4 F.M. y 100.4 F.M.,
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120 escuchan 92.4 F.M. y Salsa Estéreo,
190 escuchan Salsa Estéreo y 100.4 F.M.,
105 escuchan las tres estaciones de radio mencionadas.
Responda las siguientes preguntas:
1. ;Cuéntos jovenes fueron encuestados?
2. ;Cuantos jovenes escuchan sélo Salsa Estéreo?
3. (Cuantos jovenes escuchan solo Salsa Estéreo y 100.4 F.M.?

Solucion

Una manera facil de resolver este problema es mediante el uso de un diagrama de Venn.

Salsa Unal

o\

Figura 15.4

B

A continuacién se listan los detalles de como llenar el anterior diagrama de Venn.

e 105 escuchan todas.

e 120 escuchan UPB y Salsa.
Entonces 120 — 105 = 15 escuchan s6lo UPB y Salsa.

e 190 escuchan Salsa y Unal.
Entonces 190 — 105 = 85 escuchan sélo Salsa y Unal.

e 165 escuchan Unal y UPB.
Entonces 165 — 105 = 60 escuchan s6lo Unal y UPB.

e 277 escuchan Salsa.
Entonces 277 — 105 — 85 — 15 = 72 escuchan sélo Salsa.

e 233 escuchan UPB.
Entonces 233 — 105 — 15 — 60 = 53 escuchan sélo UPB.
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e 405 escuchan Unal.
Entonces 405 — 105 — 60 — 85 = 155 escuchan sélo Unal.

Por lo tanto, las respuestas son:
1. El ntmero de jovenes encuestados es 105 4 15 + 85 + 72 4+ 53 + 155, es decir, 545.
2. T2 jovenes escuchan solo Salsa Estéreo.

3. 85 jovenes escuchan solo Salsa Estéreo y 100.4 F.M.

5. Diferencia simétrica

Sean A y B dos conjuntos. Definimos la diferencia simétrica de A y B, denotada A A B,
como

AAB=(AUB) - (ANB),

o equivalentemente

AAB=(A—B)U(B - A).

AAB
Figura 15.5

Ejemplo 15.4
Consideremos los conjuntos
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7} y B={1,4,6,7,8,9}.

Por lo tanto
AAB=H{0,2,3,5,8,9}.

Ejercicios
1. Sean A = {0,1,2,3,4,5,6,7}, B = {zreN:x <10} y C = {z€Z: -4 <x <6}

Ademaés, considere como conjunto universal al conjunto U = {z € Z : —10 < x < 10}.
Halle los siguientes conjuntos:
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(a) A—B (d) (AN B~
(b) C— A () AAB
(¢) (ANB)-C

2. En cada uno de los siguientes diagramas de Venn diga a qué conjunto corresponde la
parte sombreada.

A B A //// B

/

(b)

A/

C

N\

N\
N

/
B
%

() (d)
Figura 15.6

3. En una investigacion realizada a un grupo de 100 alumnos que estudian idiomas se
encontro que: 18 estudian s6lo Aleman, 23 estudian Alemén pero no Espaniol, 8 Aleméan
y Francés, 26 Alemén, 48 Francés, 8 Francés y Espanol y 24 no estudian ninguno de
los tres idiomas.

(a) Realice un diagrama de Venn que ilustre los resultados de la investigacion.
(b) Cuéntos alumnos estudian Espanol?
(¢) ;Cuéntos alumnos estudian Aleméan y Espaniol, pero no Francés?

)

(d) ¢{Cuantos alumnos estudian Francés pero no Espanol?

85



86



Leccion 10

Intervalos y valor absoluto

Intervalos

Un intervalo es un subconjunto de R de ciertas caracteristicas. La denominacion, des-
cripcién, notacién y representacion geométrica de estos conjuntos es como se describe a
continuaciéon. Sean a y b € R, con a < b.

El intervalo abierto entre a y b, denotado por (a,b), es el conjunto de los nimeros reales
mayores que a y menores que b. Asi, ¢ € (a,b) si a < ¢y ¢ < b. Estas dos expresiones se
combinan asi: a < ¢ < b. Claramente a ¢ (a,b) y b ¢ (a,b).

Se denomina intervalo cerrado desde a hasta b, y se denota por [a,b], al conjunto de los
ntmeros reales mayores ¢ iguales que a y menores o iguales que b. Es decir, el intervalo
cerrado incluye los extremos a y b.

Usando la notacion de conjuntos, estos intervalos pueden escribirse en términos de desigual-
dades, asi:

(a,b) ={x € R/a < x < b}, la,b] = {zr € R/a <z < b}.
Graficamente:
HHHHHHHEHHHH - SHHHHHHHHHHHHHH -
a b a b
Intervalo abierto (a, b) Intervalo cerrado [a, b]
Figura 16.1

Los intervalos pueden incluir un solo punto extremo o se pueden prolongar hasta el infinito
en una direcciéon o en ambas direcciones. En la siguiente tabla presentamos todos los tipos
de intervalos:
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EN FORMA DE

NOTACION CONJUNTO GRAFICAMENTE
(a,b) {XER/Q’<X<£)} ;’HHFHHH;;;;; -
[a.b] {xER/ai xgb} — e
a b
[avb) {M’ER/a < X< b} .i!ff!‘rff!f!jffﬁf{"l’f}f’}!; -
a
— O
(a.B] {xeR/a< x < b} - .
—— O -
(@, 00) {xeR/a< x}
da
[@,%0) {xeR/a < x} -
a
(—00,15) {xER/x<b} f,",:",'rf,[f {.’l.’l’l’! F.fir’rjr rFJ{Jf.’J -
b
(—eo,b] {xEI?i/x gb} W
(=0, 0) R HHHH R -

Ejemplo 16.1

Expresar en términos de desigualdades los siguientes intervalos y representarlos grafica-

mente:
a) [_3’8]7
b) (5,12],
c) (—o0,2).

Solucién

a) [—3,8] = {z € R/ — 3 <z <8}. Graficamente:

b) (5,12] = {z € R/5 < x < 12}. Graficamente:

O e —
-3 8

Figura 16.2
ARt -—
5 12

Figura 16.3

¢) (—o00,2) = {z € R/z < 2}. Gréaficamente:
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2
Figura 16.4

Como los intervalos son conjuntos, podemos realizar entre ellos las operaciones ya definidas
para conjuntos.

Ejemplo 16.2
[5,9] U (3,6) = (3,9], ya que

{reR/H<x<I}U{reR/3<r<6}={recR/3<x <9}

Graficamente:
3 5 6 9
—e oo >~
—
3,91
Figura 16.5

[5,9] N (3,6) = [5,6) ya que

{reR/<zx<9tnN{reR/3<r<6}={reR/5<x<6}.

Gréaficamente:

[5,6)
Figura 16.6

Valor absoluto

Si a y b son dos nimeros reales, la distancia entre a y b, denotada por d(a, b), es la longitud
del segmento que los une en la recta real. Observemos que

e d(a,b) >0, d(a,b) =0 cuandoa=by
e d(a,b) =d(b,a).
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El valor absoluto de un nimero a, denotado por |a|, es la distancia desde a hasta 0, es
decir |a| = d(a,0). Por lo tanto,

la] = { a si‘a> 0,
—a sia<0.
Ejemplo 16.3
a) [8| =38,
b) |7 = ~(=7) =T,
c) |0] =0.
l-71=7 _ 181=8 _|
— . -~
-7 0 8
Figura 16.7

Ejemplo 16.4
e |[3—¢|=3—¢(yaquee<3yporlotanto 3 —e > 0).
e 2—7|=—(2—-—7m)=7—2(yaque2 <7y por lotanto 2 — 7 < 0).

Propiedades del valor absoluto

Si a y b son nimeros reales,
1. |a] >0,
2. |a| = |—al,

3. —la] <a < |al,

4. [ab| = [a] [b],
a| _ |a|

5. | 5| =7 con b0,
2 0] con b #

6. |a+ b < |a| + |b]. La igualdad se cumple cuando a y b tienen el mismo signo.

Podemos calcular la distancia entre a y b utilizando el valor absoluto:

]
\ 4 & —
-2 0 3
Figura 16.8

En la gréafica observamos que la distancia entre —2 y 3 es 5 y es la misma distancia entre 3
y —2.
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Como |3 —(—=2)] =5,y |[-2—3| = 5, tenemos que d(—2,3) = |-2—-3| = [3—(-2)| =
d(3,—2).

En general, si a y b son nimeros reales:

a) la—bl =1b—a|, yaque|a—0b =|-(b—a)| =|b— a|, por propiedad 2.
b) d(a,b) = |a — b|.

Ejercicios

1. Exprese cada conjunto mediante la notaciéon de intervalo:

- 0

Figura 16.9

2. Grafique cada intervalo:
(a) [=4,6)U[0,8),
(b) [-4,6)N0,8),
(¢) (—o0,6]U (2,10).
3. Exprese en forma de intervalos los siguientes conjuntos:
(a) {r eR/x <=3 6 ©>1},
(b) {z eR/0<z y x <4},
(c) {reR/-5<az< -1},
(d) {reR/z< -2y x >3}

4. Determine la distancia entre los niimeros dados:

(a) =25y 1.5 (c) —38 y —57
7 1
(b) 7 ¥ —57 (d) =26y —1.8
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Leccion 17

Potenciacion

Sia € Ry x € R, una expresion de la forma a” se llama expresion exponencial, el nimero
a se llama base, y el nimero x se conoce como exponente.

Aunque = puede ser cualquier nimero real, trabajaremos solamente exponentes enteros y
racionales.

Exponentes enteros

a) Exponentes enteros positivos 6 naturales

Sean a € R y n € N. El producto a - a---a de n factores se denota por a” y se llama la
n-ésima potencia de a. Es decir:

n factores.

Ejemplo 17.1

INN* 1111 1
'(5) ~92'2°2°97 16
)+ (=5) - (=5) - (=5) - (=5) = 15625,

o 55=—(5-5-5-5-5-5) = —15625,
©0°=0-0-0-0-0=0.

b) Exponente 0
Si @ es un numero real diferente de 0 definimos a® = 1.

Nota: La expresion 0° no estd definida.

Ejemplo 17.2

- (3) -
o (—5)0=1.
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c) Exponentes enteros negativos

Sia€R,a+#0yn esun entero positivo, es decir, n > 0, entonces —n < 0, o sea,

entero negativo.

Definimos ¢ ™" = —.

an
Ejemplo 17.3
1 1
32===—
* 329
1 1 1
1 1
o :—lzz,paraxeRyx#O.
x

Propiedades de los exponentes enteros:

También conocidas como “leyes de los exponentes”

1. Sean a € R y m,n € N entonces

a :g-a.a-a--.@'g.a.a-a.--@:a/m_‘—/n/'

~~ ~~

m factores n factores

-~

m +n factores
Ejemplo 17.4
53 . 56 — 53—1—6 — 59‘

—n es un

2. Sean a € R, a # 0, y m,n € Z entonces, se puede probar, usando la definicién y la

propiedad 1, que

’ama" =a"" ‘
En particular si m,n € N
a™ _
—=a""", a#0}
a’fl
ya que
a™ :am_i:am a " =qgm "
a” a”
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Ejemplo 17.5
4_7 — 47—2 — 45
42 '

3. Sean m,n € N. Entonces

ya que
(am)n:am.am”_am
—————
n factores
:g.a ...aj‘a.a.a...@...g.a.a...@:am'n

-a
—
factores m factores m factores

~~

N

m-n factores
En general, para a # 0y m,n € Z,

Ejemplo 17.6
(76)3 — 763 _ 718

4. |(ab)" = a™b",n € N.

Ejemplo 17.7
(5-8)" =58,

n

5. (%)n: Z—n, con b=#0,n€N.

Ejemplo 17.8
9\> 92
0

6. (%)w: (9> , con ay bno nulos y n € Z.
a

Ejemplo 17.9

5 -G

= —, conay bnonulosym,n € Z.
a

a

b—m
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Ejemplo 17.10
4—3 75
7 43

En los siguientes ejemplos haremos uso combinado de todas estas propiedades.

Ejemplo 17.11

Escriba las siguientes expresiones con exponentes enteros positivos:
(a) 2328 = 23+6 = 19,

(b) 27325 = 27315 = 2% 2 £,

(d) ()" =22 =16,

0 (2) -2 0

Ejemplo 17.12
Simplifique las siguientes expresiones, dando la respuesta sélo con exponentes positivos:

(a) (4a*b®)? (5a%0%)

32 \? /2222
(b) (2 gigf 2> (222 ), donde z, y y z son distintos de cero.
xr -z Yy

Solucién

(a)
(1a"57)* (5a20°) = (42 (')* (v")") (50%")

(16a°0°) (5a°0")
= (16)(5)a®a®b’b® = 80a'%b'".
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Ejemplo 17.13

—22—5

-3
Simplifique la expresion ) y escriba el resultado con exponentes positivos, donde

7293 24
x,yy z son distintos de cero.

Solucion

Definiciéon

Un namero z esta escrito en notacion cientifica si esta expresado en la forma

xr=ax 10",
donde 1 < |a|] <10y n € Z.
Ejemplo 17.14
e El ntimero 325.32 escrito en notaciéon cientifica es 3.2532 x 102,

e 0.000354 = 3.54 x 1074

2 8 x 1072
° —— — — ,
25

Nota

Invitamos al lector a consultar como se suman, restan, multiplican y dividen ntimeros escritos
usando notacién cientifica.

Ejercicios

1. Simplifique las siguientes expresiones y elimine todos los exponentes negativos. Suponga
que todas las letras representan cantidades distintas de cero.

(b) <M>_3 (d) (3ab%c) (2a—§b> -

x2yBz—4 c

2. Escriba en notacién cientifica las siguientes cantidades:

(a) La distancia de la Tierra al Sol es de aproximadamente 150 millones de kilometros.
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(b) La masa de una molécula de oxigeno es de casi 0.000000000000000000000053 g.

(c¢) La velocidad de la luz es de casi 300000 km/s. Utilice la informacion de la parte
(a) para determinar cuanto tarda un rayo de luz en llegar desde el Sol a la Tierra.

3. Simplifique la siguiente expresion y escriba su respuesta soélo con exponentes positivos:

1073 . 6% - 472
152 -14-3.25°
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Leccion 18

Radicacion

Exponentes racionales

. . P P .
Vamos a considerar ahora las expresiones de la forma as, con a € Ry = € Q, es decir,

expresiones exponenciales en las cuales el exponente es un niimero racional.

. . 1
I. Expresiones exponenciales de la forma a», n € N.

e Sea a > 0, la raiz cuadrada de a, que denotamos por /a o pory/a, es el tnico b > 0
tal que b? = a. Es decir:

&a = b significa que b* =a y b > 0.

e Sean a > 0 y n un ntumero natural par. La raiz n-ésima de a, que denotamos por /a,
es el tnico b > 0 tal que " = a. Es decir:

{/a = b significa que " =a y b > 0.

e Sean a € R arbitrario y n un nimero natural impar. La raiz n-ésima de a, que
denotamos por {/a, es el tnico b tal que b" = a.

. 1 . L1l .,
e Paran € Ny a € R definimos a» como {/a, siempre que esta tltima expresion tenga
sentido.

Ejemplo 18.1

a) v/625 =5 ya que 5* = 625,

b) /=27 = —3 ya que (—3)® = —27,

¢) v/—81 no esté definida puesto que 4 es par, y —81 < 0.
Importante: Sia € R, Va2 = |a|.
Ejemplo 18.2

V32 = 3, pero /(—3)% # —3, porque —3 < 0, de hecho /(—3)2 = 3 = |-3].

Propiedades
Sean a, b 'y ¢ numeros reales y n € N. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
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1. | Vab = {V&\"/E,conaZOybEOsinespar.
Ejemplo 18.3
/=27 64 = /2764 = (=3)(4) = —12.

2. "g:—z, b# 0|, cona>0yb>0sinespar.

b~

Ejemplo 18.4
\/Z_ Vi o2
9 V9 3

3. | V/Va= "{a| con my n impares cuando a < 0.

Ejemplo 18.5

VAV/T29 = /729 = 3.

4. | V/en = |c| sin es par.

Ejemplo 18.6
V3t =3y {/(=5)" =|-5| = 5.

5. | V¢ = c¢sin es impar.

Ejemplo 18.7
/(—2)" = —2.
Ejemplo 18.8

Simplifique las siguientes expresiones:
a) va2bs,
b) /x?y?,
c) V48 — /3.
Solucién
a) Va2bb = Va2V1b = |a| /(b3)? = |a] |B7].
b) /23y% = Va3 (y3)? = P,
) V48— V3 =v16-3 - V3= VI16V3—V3=2V3-V3=13.

100



m
n

II. Expresiones exponenciales de la forma a», m,n€Z y n >0

Sean a € R, m € Z y n € N. Definimos a» por

1 . m 1\™
= (a™)" 6 de forma equivalente por an = (an) ,

m
n

a

siempre que las expresiones del lado derecho del igual estén definidas.

Es importante observar que las leyes de los exponentes también son véalidas para exponentes
racionales, siempre y cuando las expresiones involucradas estén definidas.

Ejemplo 18.9

Evalte las siguientes expresiones:

()
) ().
Solucién
(-0 44

b) (—%7) _t Iy

Ejemplo 18.10

Simplifique las siguientes expresiones, dando la respuesta s6lo con exponentes positivos.
Suponga que todas las letras representan nimeros distintos de cero.

a) (20ty71) (892)}

1
by W227)
—.
(y=223)3
Solucién
3
a) (20ty71) (8977 = (8o %) (V8)" o
32 12
— 3222375 = 3212y 18 = i
yl5
b (y027)F  yRed g2t g2d i
(y72z3)§ N yfgz% B 7%2 N ZZ N 22



Ejercicios

1. Simplifique las expresiones y elimine todos los exponentes negativos.

letras representan niimeros positivos:
72y —-1/2 23y 2
@ ( z2y ) <W) ’
x7 27!
(fc‘ly) (a3/2y1/3>’
2331/3
<yl/2zl/6) ’

Y0z )1/5
(y—z 23)1/3
2. Simplifique cada una de las siguientes expresiones:
(a) V75 + /48,
(b) v/96 + V/3.

3. Simplifique y exprese su respuesta con exponentes positivos:

(@ !

1273/4 x 154/3
102 x 455/6

Suponga que las

4. Simplifique y exprese su respuesta con exponentes positivos. Suponga que todas las

letras representan nimeros distintos de cero.

Va0 r 5w? \
2w_171y4
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Leccion 19

Expresiones algebraicas 1

e Una expresidn algebraica es una combinacion de constantes (nimeros) y variables
(elementos genéricos de un conjunto numeérico, representados por letras), mediante
suma, resta, multiplicacion, divisién y potenciacion con exponentes enteros o racionales.

Por lo general las variables se representan con las ultimas letras del alfabeto. Por
ejemplo u, v, w, x,...

Las expresiones

T+ z VY — 4z

322 + 42 — 5, ,
Y+ Z+y

9

son expresiones algebraicas.

e Un polinomio en la variable x es una expresion algebraica de la forma

—1
A" + a1 4 - 4+ a1x + ag,

donde ag, ay, - - - ,a, son nameros reales, llamados coeficientes del polinomio y n es
un entero no negativo. Si a, # 0, se dice que el polinomio es de grado n, es decir, el
grado de un polinomio corresponde al mayor exponente de la variable que aparece en
el polinomio. Si ademas tenemos que a,, = 1 decimos que el polinomio es ménico.

Ejemplo 19.1

72° — 32* + 222 + 2 + 1 es un polinomio en la variable = de grado 5. El término en z° no se
escribe porque su coeficiente es 0.

Suma y resta de polinomios

Para sumar (o restar) polinomios, utilizamos las propiedades de la suma (o resta) de nimeros
reales.

Ejemplo 19.2

1
Sume los polinomios 322 4+ 72 — 9y —5a% — —2? + 2 — 5.
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Solucién
1 1
(32% + 72 — 9) + (=ba® — g:cQ +x—5)= (3952 — ng) + (T2 + ) + (=9 + (=5)) + (=52")
1
— (3 — 5) ® + (7T+ 1)z + (=9 —5) + (—5z?)
_ s M g
= —bz” + 53: + 8x — 14.

Ejemplo 19.3
1. Efecttie la suma de los polinomios 322 + x + 1 y 22 — 3z — 5.

2. Del polinomio 322 4+ z + 1 reste el polinomio 22?2 — 3z — 5.

Solucién

1. Tenemos que

(32° + v+ 1) + (22% — 3z — 5) = (32 + 22°) + (z — 3z) + (1 — b)
= ba® — 2z — 4.

2. Vemos que

Bz +2+1)— (22> -3z —5) =32 +2+1—-22° + 32 +5
= 2% + 4z + 6.

Producto o multiplicacién de polinomios

Para multiplicar polinomios usamos las propiedades de la suma y el producto de nimeros
reales y las leyes de los exponentes. Factorizar un polinomio significa expresarlos como
el producto de por lo menos dos polinomios llamados factores, cada uno de grado mayor o
igual a uno.

Ejemplo 19.4

3z —4) (2® + x) = 3x(x® + ) + (—4)(z* + z) = 32% + 32? — 42? — 4o = 32 — 2* — 4x.
Ejemplo 19.5

Considere los polinomios

3
P(z) =42* -1, Q(z) = * — 32> + 6z — 2, R(i’f'):6$2+w+1yT(:c):§x2+5,

Calcule los siguientes polinomios
1. P(z) +2Q(z) — R(x),
2. T(x)Q(z).
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Solucién
1. Vemos que
P(x) +2Q(x) — R(z) = 42° — 1 + 2(2° — 32% 4+ 62 — 2) — (62 + = + 1)

=20+ 42 — 622 —62° + 120 —x—1—-4—1
=23 — 822 + 11z — 6.

2. Tenemos que

3
T(x)Q(x) (2x2+5) 2% — 32% + 6z — 2)
3 9
_53;5 37 z? 2 22 — 322 + 5% — 1522 + 30z — 10
3 5

9
= 25 §m + 1423 — 1822 + 30z — 10.

Ejercicios
1. Considere los polinomios
P(x) =52% + 2z + 3, Q(r) = —2* — 4z — 1.
Calcule P(z) + Q(x), P(x) — Q(x).
2. Considere los polinomios
P(x) =42% — 1, Q(z) = 2 — 32% + 62 — 2,
1 3
R(z) =62+ xz+1, S(z) = §x2 +4yT(x)=-2?+5.

2
Calcule los siguientes polinomios

Q(z) + 5(x), P(x) = B(x), T(x)S(x) y S(2)5(x) = 3Q(x).

3. Verifique que una factorizacion del polinomio 6z — 2522 — 24z — 5 es

(Bx+1)(x —5)(2z +1).
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Leccion 20

Expresiones algebraicas 11

Divisiéon de polinomios

Si P(z) y D (x) son polinomios tales que el grado de P(z) es mayor o igual que el grado de
D (x) ysi D (x) # 0, entonces existen polinomios @ (z) y R (z) tales que

con el grado de R (x) menor que el grado de D (x).

Los polinomios P (z) y D (x) se llaman dividendo y divisor, respectivamante, @ () es el
cociente y R (x) es el residuo.

Si en la ecuaciéon anterior, multiplicamos en ambos lados por D (z) obtenemos la ecuacion
equivalente

P(z) = D(z)Q(x) + R(x).

Divisién larga

Veamos, en el siguiente ejemplo, como hallar @ (z) y R (z) dados P (z) y D (z).

Ejemplo 20.1

Divida 52% — 2z + 1 entre z + 1.
Solucion
En este caso, P(z) = 52® — 2z + 1 es el dividendo y D(x) =z + 1 es el divisor. Para hallar

el cociente Q(x) y el residuo R(z) se procede asi:

e Se ordenan ambos polinomios con respecto a las potencias de z y si falta alguna potencia
se agrega con coeficiente 0. En este caso, solo falta agregar 0x? al dividendo y la division
se indica asf:

5x°+0x% —2x+1 | x+1
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e Para obtener el primer término del cociente, se divide el primer término del dividendo
3

entre el primer término del divisor. En este caso, — = 5x? (Este sera el primer
x

término del cociente).

56 +0xF —2x+1 | x+1
5x?

e Se multiplica el divisor por el primer término del cociente: (x + 1)52? = 52° + 522 y
este resultado se resta del dividendo:
522 +0x" —2x+1 x+1
—5x° =5x* 5x°

—5x* —2x+1

e Se repite el procedimiento anterior, considerando el polinomio del ultimo renglon,
—52% — 22 + 1, como dividendo:

5%° + 0x? = 2x+1 x+1

—5x° —5x° Sx*—5x+43
—5x* —2x+1
5x% +5x
3x+1
—3x-3
-2

e El proceso termina cuando el polinomio que se obtiene en el tltimo rengléon es de menor
grado que el divisor. En este caso, como el divisor es un polinomio de grado 1 y el
polinomio del tltimo renglén es de grado 0, el proceso de division terminé y ecribimos
el resultado asi:

53 — 2 1 —2
50201 goa 2
r+1 r+1
donde Q(z) = 5z* — 5z + 3 es el cociente y R(x) = —2 es el residuo de la division.

Este resultado también se puede escribir, después de multiplicar ambos lados de la
ecuacién anterior por x + 1, como

50% —2r + 1= (v + 1)(52% — 5z + 3) — 2.

Ejemplo 20.2
Divida z¢ + z* + 222 + 2 entre 22 + 1.

Solucién

N0+ + 07+ 20+ 0x+ 2 +1

—x° —x' 42
2x° +0x42
-2x" -2
0
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Luego,

28 + 2t + 222 + 2 494 0
=X —_—
2+ 1 241’
28 + 2t + 227 4 2 4
=7 42,

2+ 1

o equivalentemente,
2+t + 202 + 2 = (22 + 1)(2* + 2).

En este caso el residuo de la division es igual a 0 y en la tltima ecuacion el divisor 2% + 1 es
un factor del dividendo 2% + z* + 222 + 2.

Ejercicios

En cada literal determine el cociente y el residuo si se divide f(z) entre p(x).

_ 3.5 1,.4 37,.3 2,..2 19 4

_ 9.3 _ 1
plr) =22° — 32+ 2.
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Leccion 21

Expresiones algebraicas 111

Divisiéon sintética

La division sintética es un método rapido para dividir polinomios cuando el divisor es de la
forma z — ¢, con ¢ un namero real.

Ejemplo 21.1

Divida z* — 322 + 22 — 5 entre x + 2, usando divisién sintética.

Solucion

e Solo se escriben los coeficientes del dividendo y el valor de ¢ (en este caso ¢ = —2). Si
falta alguna potencia de x se escribe 0 como coeficiente.

1 0 -3 2 -5)|-=2

e Se traza una linea horizontal debajo de los coeficientes del polinomio, dejando un espa-
cio, se escribe el primer coeficiente 1 debajo de la linea, se multiplica por ¢ (1x —2 = —2)
y el resultado se escribe en el espacio intermedio, debajo del segundo coeficiente y se
suman estos dos nimeros (0+(—2) = —2). El resultado se multiplica por ¢ y se suma al
tercer coeficiente. Se repite este proceso hasta terminar los coeficientes del dividendo.

1 0 -3 2 -5 | =2
-2 4 -2 0
1 -2 1 0 -5
h ~- ~
Coeficientes Residuo
del cociente

e El residuo es el ultimo nimero del dltimo renglon (R (z) = —5) y el cociente es el
polinomio de un grado menor que el dividendo y cuyos coeficientes son los nimeros del
tltimo renglon, excepto el tltimo (En este caso, Q (z) = 23 — 222 + x + 0).

Escribimos:

xt =322 +2x -5 5 —
=3’ =22+ 1+ ——,
T+ 2 T+ 2

o equivalentemente,

ot — 322 + 20— 5 = (v +2)(2® — 222 + x) — 5.
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Ejemplo 21.2

1
Divida P(x) = 3z — 1622 + 23z — 6 entre x — 3 utilizando division sintética.
Solucién

Como en el ejemplo anterior tomamos los coeficientes de P(z) y seguimos el procedimiento
descrito, asi

3 -16 23 —6 | 1/3
1 -5 6
3 -15 18 0

Luego,

323 — 1622 + 23z — 6

T
T =3

= 322 — 15z + 18.

Observaciones

Si el divisor es de la forma x — ¢, ¢ € R, como = — ¢ es un polinomio de grado 1 entonces el

P
residuo de la division (z) es un polinomio de grado 0, esto es, el residuo es una constante,
x—c
R(z) =d,d € Ry asi:
P(z) d
= Q(z) + :
r—c x—c

o equivalentemente,

P(z) = (x — ¢)Q(x) + d.

Ademas, si evaluamos el polinomio P(x) en ¢ tenemos

P(c)=(c—c)Q(c) +d =d,
que es el residuo en esta division.
Ejercicios
Use division sintética para dividir P(z) entre D(z). Exprese su respuesta como
P(x) = (z — c)Q(z) + d.
1. P(x) =523 -2z + 1 entre D(x) =z + 1

2. P(x) =2* -2z + 3 entre D(z) =z — 1.
3. P(x) =2® —32* + 2z — 2 entre D(z) =x + 1.
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4. P(z) =2* — 23 + 5 entre D(x) = x — 2.
5. P(x) = 2° — 22° + 2z — 4 entre D(z) = x — 5.
6. P(x) = —32'" + 2% — 2° 4+ 2z entre D(z) =z — 1.
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Leccion 22

Ceros reales de polinomios 1

Teorema del residuo

Si un polinomio P (z) se divide entre x — ¢, el residuo de la division es P (c).

Ejemplo 22.1

Sin realizar la division, halle el residuo al dividir —3z2 4 22 — 1 entre x — 4.
Solucién

Sea P(z) = —3z%+2x —1. Como el divisor es de la forma x — ¢ con ¢ = 4, por el teorema del

P(le es P(4) = =3 (4)*+2(4)—1 = —48+8—1 = —41.

residuo, el residuo de la division

Comprobémoslo mediante division sintética:

32 1|4

—-12 —40
-3 -10 -41
——
Residuo
Observacion
P
. Qué sucede si el residuo de la division (z) es cero?
x—c
) L P(x) d ) .
Al realizar la divisién obtenemos =Q(z)+ . i el residuo d = 0, el resultado de
T —c T —c
la divisiéon es Pa)
x
= Q(z),
T —c

o equivalentemente,

Px) = (z — c)Q(z).

Esto es, si el residuo es cero, x — ¢ es un factor del polinomio P(z). El polinomio P(z) queda
factorizado como el producto de los polinomios = — ¢y Q(x).
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Teorema del factor
Sic € Ry P(z) es un polinomio, z — ¢ es un factor de P(x) si y solo si P(c) = 0.

Ejemplo 22.2

Pruebe que z 4 3 es un factor del polinomio 2% 4 22 — 2z + 12.
Solucién

Sea P(x) = 2% + 2? — 22 + 12. Como P(—3) = (=3)® + (=3)*> — 2(—3) + 12 = 0, por el
teorema del factor concluimos que x — (—3) = x + 3 es un factor de P(x).

.Como hallar el otro factor?

Ceros reales de polinomios

Los ceros reales de un polinomio P(z) = a,a2" + Ap12" ' +a1x + ag 6 las raices de
la ecuacion polinémica P(x) = 0 son los valores ¢ € R tales que P(c) = 0.

Ejemplo 22.3
Los ceros del polinomio P(x) = x? — 5z + 6 son 2 y 3, pues

P(2)=(2)>=5(2)+6=0y P(3) = (3)2—5(3) + 6 = 0.

Por el teorema del factor sabemos entonces que x — 2 y x — 3 son factores de P(z) y asi, ya
que P(x), x — 2 y x — 3 son polnomios moénicos, tenemos que

P(x) =252 +6=(z —2)(z — 3).

En la grafica de la funcion cuadratica y = P(z) = 2? — 5z + 6,

Figura 22.1

vemos que (2,0) y (3,0) son los puntos de interseccion de la grafica con el eje z.
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Estas nociones de funciéon y grafica de una funcién seran tratadas con mayor detalle en una
leccion posterior.

Observaciones

1. Si P(z) es un polinomio en x y ¢ es un ndamero real, los siguientes enunciados son
equivalentes:

e ces un cero de P(x).
e o = c es una raiz o una solucion de la ecuacion P (z) = 0.
e r — c es un factor de P (x).
e El punto (¢,0) es un punto de interseccion de la grafica de y = P(x) con el eje z.
2. Si un polinomio P(z) puede factorizarse como
P(z) = (z = )"Q(x),

donde ¢ no es cero de Q(x) y m es un entero mayor o igual que 1, decimos que ¢ es un
cero de P(x) de multiplicidad m.

Ejemplo 22.4

Si P(z) = (x — 4)(z + 2)*(z + 1), entonces 4 es un cero de P(x) de multiplicidad 1, —2 es
un cero de P(x) de multiplicidad 2 y —1 es un cero de P(x) de multiplicidad 4.

Nota

El teorema del factor es muy ttil en la factorizacion de polinomios. Decimos que un polinomio
es irreducible si es de grado mayor o igual a uno y no puede factorizarse méas.

Ejemplo 22.5

Factorice el polinomio P (z) = 32 — 2z — 20.
Solucién

Al evaluar P (x) en 2 tenemos P (2) = 3(2)° —2(2) — 20 = 24 — 4 — 20 = 0, luego 2 es un
cero de P (x) y, por el teorema del factor, x — 2 es un factor de P(z).

Para hallar el otro factor de P (z), dividimos P (x) entre z — 2, utilizando divisién sin-

tética.
3 0 -2 =20 2
6 12 20
3 6 10 0
33 — 22 — 20
Luego, % = 32? + 6z + 10 + 5 o equivalentemente
T — T —

32° — 2z — 20 = (z — 2) (32% + 6z + 10) .

'Hablamos de factorizacién sobre los ntimeros reales y no sobre los niimeros complejos.
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El polinomio cuadrético 3z% + 62 + 10 es irreducible ya que su discriminante > — 4ac =
62 —4-3-10 = —84 es negativo. El estudio detallado de las ecuaciones cuadraticas y sus
discriminantes lo haremos en una lecciéon posterior.

Ejemplo 22.6

Halle un polinomio P(x) de grado 3 que tenga como ceros a —1, 0 y 3.
Soluciéon

Por el teorema del factor, z — (—1), x — 0 y & — 3 son factores del polinomio P(z). Luego un
polinomio con estas caracteristicas puede ser:

Px)=(@x+1)(x—0)(x—3)=x(z+1)(z —3)
= (2 +12) (z—3) =2 — 22° — 3z.

Cualquier otro polinomio que sea un multiplo constante de P(x), es una soluciéon del pro-
blema. También puede tomarse P(x) = ca"(z + 1)™(x — 3)!, con n,m,l € Ny c € R.

Ejercicios

1. Halle, sin efectuar la division, el residuo de dividir
(a) x? — 2z + 3 entre x — 1,
(b) 23 — 32?4+ 2z — 2 entre z + 1,
(c) z* — 2% + 5 entre x — 2,
(d) 2° — 223 + 2z — 4 entre z — 5,
(e) =32 + 2% — 25 + 27 entre z — 1.

2. Utilice la division sintética y el teorema del residuo (no realice directamente una di-
vision), para comprobar que (z — 2)2 es un factor de 3z* — 102% — 22 + 28z — 20.

3. Use el teorema del factor para determinar si z — ¢ es un factor de P(z).
(a) P(x) =42® — 32> —8x +4, x—2,
1

(b) P(x) =2x* — 2% + 22 — 1, T3

(c) P(z) =225 —182* +2? -9, x+3.
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Leccion 23

Ceros reales de polinomios 11

Supongamos ahora que queremos factorizar un polinomio empleando los teoremas del residuo
y del factor y no conocemos sus ceros. El siguiente teorema nos muestra una forma de
hallarlos:

Teorema de ceros racionales

Si el polinomio P (x) = a,z" +a,_ 12" '+ ...+ a1z + ag tiene coeficientes enteros, entonces,
todo cero racional de P tiene la forma 1—9, donde:
q
p es un factor del coeficiente (constante) ay.
q es un factor del coeficiente a,,.
Ejemplo 23.1

Factorice completamente el polinomio P (z) = z* — 52% — 522 + 23z + 10.
Solucién

Por el teorema de los ceros racionales, los posibles ceros racionales de P son de la forma 2—9,
q
donde p es un factor de 10 y ¢ es un factor de 1.

Factores de 10 : +1, £2, +£5, +10.
Factores de 1 : £1.
Posibles ceros racionales : +1, +£2, £5, +10.

Para aplicar el teorema del factor, debemos encontrar un cero de P, es decir, un ¢ € R tal
que P (c) =0.

Evaluemos P (x) en los posibles ceros racionales:

P(1)=1"—5(1)"=5(1)*+23(1) 4+ 10
=1-5-5+23+10=24.

Luego 1 no es cero de P.
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P(-1)=(-1)"=5(=1)*=5(=1)>+23(~=1) + 10
—145-5-23+10=—12.

Luego —1 no es cero de P.

P((2)=2"-5(2°-5(2)>+23(2) + 10
=16 — 40 — 20 + 46 + 10 = 12.

Luego 2 no es cero de P.

P(—2)=(-2)"=5(=2)°=5(-2)"+23(-2) + 10
=16 + 40 — 20 — 46 + 10 = 0.

Luego —2 es cero de P.

Como —2 es un cero de P (z), al dividir P (z) entre z — (—2), el residuo es cero. Usando
division sintética:
1 -5 -5 23 10| -2
-5 14 -18 -10
1 -7 9 5 0

Luego, z* — 523 — 522 + 232 + 10 = (z + 2) (2* — 7T2? + 9z + 5).
Factoricemos ahora 3 — 722 + 9z + 5:

Factores de 5 : +£1, +5.

Factores de 1 : £1.

Posibles ceros racionales de 22 — 722 + 9z + 5 : +1, +5.

Sin embargo, como %1 no son ceros de P, tampoco son ceros de z® — 722 + 9z + 5. Solo resta
evaluar el nuevo polinomio en 45:

(5)° —7(5)°+9()+5=125—-175+45+5=0.
Luego, 5 es cero de x® — 72% + 9z + 5.

1-795@

5 -10 -5

Mediante divisién sintéticas:

Luego 23— 72+ 92 +5 = (v —5) (2 =2z — 1)y P(2) = (x + 2) (z — 5) (2? — 22 — 1).

Ahora, factoricemos el polinomio cuadrético z? — 2z — 1.
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Encontrar los ceros de este polinomio es sencillo empleando la féormula cuadratical:

24++/44+4 8 2v2
—2+ :1i£:11—\2/_:11\/§.

2?2 —2r—1=0siysolosiz= 5

Por lo tanto, los ceros del polinomio cuadrético son 1++/2 y 1 —+/2. Luego, por el teorema
del factor, 22 — 2z — 1 = [x — (1 + \/5)] [x — (1 — \/5)] Asi

P()=(e+2)(x-5)[e- (1+V2)] [ - (1-v2)].

IE] estudio detallado de la férmula cuadratica se hara en una leccién posterior.
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Leccion 24

Ceros reales de polinomios 111

En esta leccion veremos otro ejemplo de como factorizar un polinomio usando el teorema de
los ceros racionales.

Ejemplo 24.1

Factorice completamente el polinomio P(x) = 3x° — 10x* — 623 + 2422 + 11z — 6.

Solucion
Busquemos los posibles ceros racionales de P(z).

Como ay = —6 y as = 3, los valores de p son: £1,+2, 43,46, y los de ¢: +1, 3.

1 2
Entonces los posibles ceros racionales de P(z) son de la forma ]—?, y son: +1, j:g, +2, +—,
q

3
+3, +6.
Evaluemos P(x) en estos valores:

P(1) = 3(1)° — 10(1)* — 6(1)* + 24(1)* + 11(1) — 6
=3—-10—6+24+11—6 =22,

Luego 1 no es cero de P(z).

P(—=1) = 3(—=1)° = 10(=1)* = 6(—1) + 24(—1)?
+11(-1)—-6=-3-104+6+24—-11-6
=0,

Luego —1 es cero de P(z).

Al hacer la divisién sintética tenemos:

3 10 -6 24 11 -6 | -1

-3 13 -7 -17 6
3 -13 7 17 -6 0

Por lo tanto P(z) = (3z* — 132% + 722 + 172 — 6)(z + 1).
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Los posibles ceros racionales de 3z* — 1323 + 72? + 172 — 6 son los mismos que los de P(z),
ya que el primero y el altimo coeficiente son los mismos.

Como 1 no es cero de P(z), tampoco lo es del nuevo polinomio.

Evaluemos el nuevo polinomio en —1 :

3(=1)*' = 13(=1)* + 7(=1)* +17(-1) — 6
=3+1347-17-6=0,

entonces —1 es un cero del nuevo polinomio.
Hagamos de nuevo division sintética:
3 213 7 17 -6 | -1

-3 16 -23 o
3 -16 23 -6 0

Por lo tanto
3ot — 1323 + 72% + 172 — 6 = (32 — 162 + 232 — 6)(x + 1).
Los posibles ceros del polinomio 3z® — 162% + 23z — 6 son los mismos de P(x) {Por qué?
Evaluemos el nuevo polinomio en —1 :
3(=1)° —16(—1)* +23(—1) =6 = —3 — 16 — 6 = —25,
entonces —1 no es cero de este nuevo polinomio.

Evaluemos este polinomio en 3

1\? 1\? 1 1 16 23
3(2) —16( = 2(-)—6=--—"4+2_6=0
(5) ~10(3) +(5) o=5-5+% =0

luego 3 es cero del polinomio, usando nuevamente la divisién sintética tenemos:

3 -16 23 -6 173

1 5 6
3 -15 18 0

1
Entonces 323 — 1622 4 23z — 6 = (32* — 15z + 18) (a: — §> .

Ahora 3z% — 15z + 18 = 3(2* — bz + 6) = 3(x — 3)(z — 2).
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Entonces

P(z) = 32° — 102* — 62° + 242% + 112 — 6
= (32* — 132° + 72° + 170 — 6)(x + 1)
= (32° — 162> + 237 — 6)(z + 1)(z + 1)

= (32% — 15z + 18) (:c — %) (x4 1)(z+1)
~3(e- (-2 (2= 3 ) @+ D+

— 3(z —3)(z —2) <x - %) ( + 12

1
P(x) tiene 3 ceros (3,2 y g) de multiplicidad 1 y uno (—1) de multiplicidad 2.
Ejercicios

1. Halle todas las raices reales de cada polinomio.
(a) Q(x) = z* — 23 + 222 — 4w — 8.
(b) R(z) = 2® + 322 + 3z — 2.
(c) P(z) =22 — 2? + 2z — 3.
2. Encuentre el valor de k tal que f(z) = 23 — kx? + kx + 2 tiene como un factor a x — 2.
3. Factorice completamente los siguientes polinomios.
(a) 223 + 32?2 — 32z + 15.
(b) 62% — 112% — 4z + 4.
(c) 323 — 222 — o — 2.
(d) 323+ 22% + 14z — 5.
)
)
)

e) 223 + 522 + 5z + 6.

(
(f

xt —6x2 —Txr —6.

(g) 52" + 1523 — 4922 + 3z — 10.
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Lecciéon 2D

Factorizacion 1

Productos notables

Algunos productos se usan frecuentemente y por ello es facil memorizar el resultado. Sean a
y b ntimeros reales o expresiones algebraicas. Tenemos las siguientes identidades:

1. (a+b)(a—10b)=a*— b
2
3
4.
)
6
7

Estos resultados pueden verificarse realizando los productos. Verifiquemos por ejemplo las
formulas 1, 3 y 5:

1. (a+b)(a—0b)=aa+a(=b)+ba—0bb=a*—ab+ ab—b*=a®— b’
a—0b)? = (a—b)(a—b) = aata(—=b)+(=b)a+(—b)(=b) = a?—ab—ba+b? = a2—2ab+1b?.

3. (
5. (a—0)* = (a—b)(a—0)*= (a—b)(a* — 2ab+ V*) = aa® + a(—2ab) + ab?® + (—b)a* +
(=b)(—2ab) + (—=b)v?

= a® — 2a%b + ab® — a®b + 2ab?> — b® = a® — 3a®b + 3ab? — V2.

Las demas identidades se prueban de manera similar.

Interpretacion geométrica

Una manera muy interesante de visualizar las identidades 2 y 4, es mediante el uso de las
nociones de 4rea y volumen. La expresion (a + b)? se puede interpretar como el drea de un
cuadrado de lado a + b. Este cuadrado se puede descomponer en un cuadrado de area a2,
un cuadrado de drea b? y dos rectangulos de drea ab. Anidlogamente, la expresion (a + b)3 se
puede interpretar como el volumen de un cubo de lado a + b (véase la figura 25.1).
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a2 ab a a’b l% = ba
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ab | v?| b A |t
a_lb = %»

a = /%‘“

7 a’b
3 —
a a

(a+0)° = a® + 3a%b + 3ab® + b

(a+b)* = a® 4 2ab + b?

Figura 25.1

Ejemplo 25.1

Utilice los productos notables para obtener los siguientes productos

a) (c—l—%) , c#0.

) (-1 (v Dsazoroso
¢) (1—2y)*.

Solucién

a) Aplicando la identidad 2, tenemos:

1\* 1 nN° , ¢ 1 1
c+—-| =c+2|(-|+|-) =c+2-+5=c"+2+ .
c c c c 2 c?

b) Aplicando la identidad 1, tenemos:

(=) ()oY b

¢) Aplicando la identidad 5, con a = 1 y b = 2y, obtenemos:

(1-2y)° =1 =3(1)"(2y) +3(1) (29)" — (29)" = 1 — 6y + 12¢° — 8y".

Ejercicios

Utilice los productos notables para obtener los siguientes productos
a 2
1. (E—b) b4 0,
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—~~

z—y) (@ +9?) (z +y).

a® +0®) (a® — a0 + 09),

V3z —V2z) (V3z + V2z), 2 > 0,

aawz) (Va? = Vab+ V22).

Vo +h— ) ({'/(x+h)2+§/x(x+h)+\3/ﬁ>.
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Leccion 20

Factorizacion 11

Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica es expresarla como un producto de expresiones mas
simples. En los ejemplos anteriores desarrollamos productos de expresiones algebraicas uti-
lizando reiteradamente la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma. Si
“reversamos’ este proceso hasta tener las expresiones algebraicas en términos de productos,
decimos que hemos factorizado dichas expresiones.

Ejemplo 26.1

Factorice la expresion a? + 2ab+ b? es escribirla como un producto de factores, es decir,
a®+2ab+b* = (a+b)(a+b) = (a+b)*.

Utilizando los productos notables podemos factorizar algunas expresiones alge-

braicas

a>—b* = (a+b)(a—Db) (Diferencia de cuadrados),

a®+ b = (a+b) (a® — ab+ b?) (Suma de cubos),

a® — b3 = (a —0b) (a® + ab + b?) (Diferencia de cubos),

a’ £ 2ab+0? = (a £ b)? (Trinomio cuadrado perfecto),

a® 4 3a2b + 3ab? 4+ 1* = (a + b)°

a® — 3a®b + 3ab? — b = (a — b)°.
Ejemplo 26.2
Factorice las siguientes expresiones.
1. 1622 — 921 = (42)? — (32%)? = (4o + 32%)(4x — 32?).
2. 272 + % = (3 +y) [(32)* — 3vy + ¢?]
= 3z +y) (92% — 3zy + %) .
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3. 64 — 12568 = (4 — 5t2) [(4)% + 4 (52) + (512)?]
= (4 — 5t%) (16 + 20¢* + 25t*)
= (2 —V/5t) (2+V/5t) (16 + 20 + 251*) .

Ejemplo 26.3
Factorice las siguientes expresiones.
1. o* + 1022 + 25,
2. 81c* — d*,
3. X% —16Y*", donde m,n € N.
Soluciéon

1. Hacemos el cambio de variable X = 22 y obtenemos

241022425 = X2+ 10X +25
= (X +5)(X+5)
= (2* +5)(2* + 5)
= (2> +5)%

2. Usamos la formula para una diferencia de cuadrados dos veces:
81c* — d* = (9¢% — d*)(9¢* + d?)

= (3¢ — d)(3c + d)(9c* + d?).

3. Usamos la formula para una diferencia de cuadrados dos veces:

X8m _ 16y4n — (X4m _ 4y2n)(X4m + 4y2n)

Consideremos ahora algunos casos especiales de expresiones algebraicas, cuya factorizacion
no es consecuencia directa de los productos notables.

Caso 1. Factor comun

Todos los términos de la expresion algebraica tienen un factor comun.

Ejemplo 26.4

Factorice las expresiones
a) —2x3 + 16z,
b) —7xty? + 1day3 + 21xy?,
¢) (z+2)°=5(2+2).
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Solucion

a) Como 16 = 2 -8, tanto 2 como z “estan” en los dos términos.
propiedades de la suma y del producto, tenemos:

—2z% + 162 =22 (—2* + 8)
=—2z (1:2 — 8)

:—2x(m+\/§> (:c—\/g)
:_2x<x+2\/§) (m—2\/§>.

b) —7, x y y* son factores de todos los términos, entonces

Entonces, usando

— 72y + 1day® + 21ay* = —Tay? (x3 — 2y — 3y2) .

c) z+ 2 es factor de los dos sumandos, entonces:
(2427 =5(2+2)=(2+2)[(2+2) — 5]
=(z+2)(z—3).

Ejemplo 26.5
Factorice las expresiones

a) y'(y +27° +1°(y +2)%,

b) ab*c® + a®bc® — a?b?c?,

c) xy? — b’z + xy + bu.
Solucién

a) Tomemos factor comin y simplifiquemos

vy +2)°(1+y(y +2))
v (y +2)°(1+ 4% + 2y)
y'(y+2)°(y +1)°

Yy +2° +y°(y+2)*

b) Tomando factor comun,

ab'c® + a*bc® + a*b?c® = abc*(b* + a’c® — ab).

¢) Tomando factor comun y factorizando la diferencia de cuadrados

xy? — b*r + oy +br = x(y* — > +y +b)
z((y —0)(y +b) + (y + b))
=z(y+b)(y—b+1).
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Ejercicios

Factorice completamente las expresiones
1. 2a® + a* + a2,
2. A +2+ 5,
3. 20253 — 60ty + 45225,
4. 64u'? — v'8,
5. 3w? — 5,
6. 25a*b® — 40ab° + 16a%b”,
7. 22— 1,
8. 64X6" — ybn
9. 23(x — 6)® + z*(z — 6),

10. y*'(y +2)* + 5 (y + 2)~.
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Leccion 27

Factorizacion 111

Caso 2. Trinomio de la forma z2 + bx + ¢

En este caso la expresion es un trinomio (suma o resta de tres términos) de la forma
22 +br+c. Como (z + 1) (x4 s) = x*+ (r + s) z + s, para factorizar el trinomio 2% + bz + ¢
debemos hallar r y s tales que b=r+ sy c=rs.

Ejemplo 27.1

Factorice 22 — 6x + 5.
Solucion

2?2 —6r+5=(x+r)(r+s),conrystalesquer+s=—6yrs=>5 Comob=(-5)(-1)
y =6 = (=5)+ (—1), entonces r = =5y s = —1, y asi:

2 —6r+5= (-5 (z—1).
Ejemplo 27.2
Factorice (3z +2)° + 8 (3z + 2) + 12.
Soluciéon

La expresion dada tiene la forma (-)* + 8(-) 4 12, donde (-) representa a (3z 4+ 2). Como
() +8(:)+12=((-)+6) ((-) + 2), entonces:

(Bx+2)°+8Bx+2)+12= (32 4+2+46) 3z +2+2)
=3z +8)(3x+4).

Ejemplo 27.3
Factorice las siguientes expresiones:
1. 23 — 2% — 56z

2. (a® +2a)® — 2 (a2 + 2a) — 3
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Solucién

1. Sacamos factor comin y factorizamos el trinomio para obtener

2® — 2* — 56z = x(2* — v — 56)
=z(x—8)(x+7).

2. Hacemos el cambio de variable z = a® + 2a y obtenemos

(a2—|—2a)2—2(a2+2a)—3:3:2—23:—3
=(r—-3)(x+1)
= ((a® +2a) — 3) ((a* + 2a) +1)
=(a+3)(a—1)(a+1)%

Caso 3. Trinomio de la forma az? + bx + ¢

En este caso la expresién es un trinomio de la forma az? + bxr +ccon a # 1y a # 0.
Observemos que

az® + bz + ¢ = —(a*2* + b(azx) + ac)

QIR

((ax)? + b(ax) + ac).

La expresion entre paréntesis es de la forma y? + By + C, donde y = ax. Asi, podemos
factorizar esta expresion usando el caso anterior.

Ejemplo 27.4
Factorice 6y + 11y — 21.

Solucion

Podemos escribir .
6y* 4 11y — 21 = 6((6y)2 + 11(6y) — 126).

Con el fin de factorizar la expresion entre paréntesis debemos hallar dos niimeros cuya suma
sea 11 y cuyo producto sea —126. Para esto, notemos que la descomposicion de 126 en
factores primos es 126 = 2 x 32 x 7. Por tanteo se obtiene que los nimeros requeridos son 18
y —7. Asi,

1
6y> + 11z — 21 = 6((6y)2 + 11(6y) — 126)

= é(Gy +18)(6y — 7)
= (y+3)(6y — 7).
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Ejemplo 27.5

Factorice 222 + = — 1.

Solucién
1
208 +r — 1= 5((233)2 + (2z) — 2)
1
= 5(21 —1)(2x + 2)
=2z —1)(z+1).
Ejercicios

Factorice completamente:

1.

© N G W W

512 — 18z — 8,

5219 — 18218 — 8217,
u? — 4u — 77,

922 — 36 — 45,

2(a+b)>+5(a+b)—3,
(a® + 2a)* — 2 (a2 + 2a) — 3,
x? + Tz — 260,

452 + 17z — 88.
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Leccion 28

Factorizaciéon 1V

Caso 4. Exponentes racionales

Algunas expresiones poseen exponentes racionales:

Ejemplo 28.1
Factorice la expresion x=3/2 + 221/ 4 21/2.
Solucién

-3/2

Sacamos factor comun z¢ con ¢ el menor exponente. En este caso x es factor de los tres

términos, entonces

w2 492712 4 g2 2 02 (1 4 9 4 4?)
=32 (x4 1)%.

Caso 5. Factorizacion por agrupaciéon
Algunos polinomios con al menos 4 términos se pueden factorizar por agrupacion, buscando
que cada agrupacion se pueda factorizar usando los casos ya descritos.
Ejemplo 28.2
Factorice la expresion 32% — 22 + 6z — 2.
Solucién
32° — 2% + 62 — 2 = (32° — 2%) + (62 — 2)
=22 (Br—1)+2(3x—1)
=Bz —1) (2> +2).
Ejemplo 28.3
Factorice las siguientes expresiones:
1. a®+ 270 + a + 3b,
2. xy — vy + xz + wy + wz — vz,
3. 227123 + 4)V? — 221/2(3x + 4) 712,
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Solucién

1. Factorizamos por agrupacion

a® +270° + a + 3b = (a® + 27b°) + (a + 3b)
= (a + 3b)(a*® — 3ab + 9b*) + (a + 3b)
= (a+ 3b)(a* — 3ab+ 9* + 1).

2. Factorizamos por agrupacion

xy — vy + 2z +wy +wz —vz = (xy — oy +wy) + (wz — vz + x2)
=@z—-v+wy+(w—v+2x)z
=(z—v+w)(y+2).

3. Sacamos factor comun y simplificamos

%x_l/Q(Sx +4)Y2 gxl/2(3x +4)7Y2 = %x_l/z(?)x +4)72 ((3z + 4)! — 321)
3r+4—3x
~ 22123z + 4)1/2
B 4
- 221/2(3x + 4)1/2
B 2
T 2Bz 4)2

Caso 6. Diferencia de potencias n-ésimas

La diferencia de cuadrados y la diferencia de cubos son casos particulares de expresiones de
la forma a™ — b", donde n > 2 es un ntmero natural. Observemos que

(a _ b)(an—l + an—2b+ an—3b2 et CL2bn—3 + abn—? + bn—l)
=a"+a" b+ a" 2% + cdots + a3 + a*0 2 4 ab™ !
—a" ' — a7 + a3 — cdots — a*0" 2 — ab" Tt — B

=a" —b".
Asi, a™ — b" se puede factorizar como
(a—0b)(a" ' H+a" b+ a" 0+ .+ aPh T Fab™ b,

Ejemplo 28.4

Factorice la expresion a® — 1.
Solucién
2’ —1l=(x—-D@*+2> +22 +2+1).
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El siguiente ejemplo nos muestra que una suma de potencias impares también se puede
factorizar escribiéndola como una diferencia de potencias adecuada.

Ejemplo 28.5

Factorice la expresion z° + 1.

Solucién
2> +1=2"—(-1)°
=(@—(-D))@*+ 22 (-1 +22(=1)* + 2(-1)* + (-1
=@+ 1D(a* -2+ 2% -z +1).
Ejercicios

Factorice completamente las siguientes expresiones:

1. a¥ — %,

2. (x4 1)y3% — (. +1)3y~ V2,

3. a*h® —2ab® +0* + (a — 1)*b + ab — b,

4. (2% + 2)5/2 + 2x (22 + 2)3/2 + 2222 + 2,
5. 9a® — 16b% — 3a — 4b,

6. 223 — 522 — 62 + 15,

7. 1622 — y? — 4a + v,

8. y° + 1024,

9. 10ax — 14bx + 15ay — 21by.
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Leccion 29

Factorizacion V

Miscelanea

En esta leccion y en la proxima presentamos variados ejemplos sobre los distintos casos de
factorizacion que hemos estudiado. El lector debe entender que, en la practica, los problemas
de factorizacion no vienen acompanados con un rétulo que diga a qué caso corresponden. Por
lo tanto, se requiere resolver muchos ejercicios para poder adquirir la experiencia necesaria y
asi lograr identificar ante qué caso de factorizacion se esta enfrentado en cada problema.

Ejemplo 29.1

Factorice la expresion x%/2y'/2 — x1/25/2,

Solucion

25/21/2 _ x1/2y5/2 _ x1/2y1/2(1:2 B yz)

()
=2y (z —y)(x +y).
Ejemplo 29.2

Factorice la expresion y* + 7y? — 30.
Solucién

Si hacemos el cambio de variable = y? obtenemos una expresion cuadratica que se puede
factorizar como
yt + Ty? =30 = 2 + T2 — 30 = (z — 3)(x + 10).

Al “deshacer” la sustitucién obtenemos

yt+ 7y =30 = 2® + 7w — 30
= (z — 3)(z + 10)
= (y* = 3)(y* + 10)
= (y— V3)(y+ V3)(y* + 10).
Ejemplo 29.3

Factorice la expresion 625 — a®.
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Solucién

Observemos que 625 = 5* y que a® = (a?)*. Asi

625 — a® = (5 — a®)(5* + 5%a® + 5a* + a°)
= (V5 — a) (V5 + a)(125 + 25a% + 5a* + a).

Ejemplo 29.4
Factorice la expresion (z + 4)3(y + 6)* + (x + 4)*(y + 6)°.

Solucion

(x+4)3y+6)'+ (x+D y+6)>=(x+4)3y+6>y+6+x+4)
= (x+4)*(y +6)*(x +y + 10).

Ejemplo 29.5

Factorice la expresion 22% — 3z + 822 — 12.
Solucién

Podemos escribir la expresiéon como
223 + 82% — 3z — 12,

y escrita en esta forma observamos que podemos factorizar agrupando términos, es de-
cir,
20 + 827 — 3z — 12 =22 (x +4) — 3(z + 4)
= (v +4)(22° — 3)
= (z +4)(V2zr — V3)(V2z + V3).

Ejemplo 29.6

La expresion cuadratica
a®>+2a+1+6(a+1)+8,

se puede factorizar de dos formas. Una forma consiste en caracterizar la primera parte de la
expresion como un trinomio cuadrado perfecto (en este caso (a+ 1)?) y a continuacién hacer
el cambio de variable z = a 4+ 1. De esta manera

a>+2a+1+6(a+1)+8=



Otra forma consiste en simplificar primero la expresion y luego factorizar:

a?+2a+1+6(a+1)+8=a*>+8a+15
=(a+5)(a+3).

Ejemplo 29.7

Si deseamos escribir la expresion a* 4+ 4b* en términos de factores cuadraticos de a y b,
observamos que a* = (a?)? y 4b* = (2b%)2. A continuacién podemos sumar y restar un

término adecuado:
at + 4v* = ot + 40" + 4a*? — 4a%b.

En el lado derecho de esta igualdad observamos que los primeros tres términos forman un
trinomio cuadrado perfecto. Por lo tanto

at 4+ 4b" = a* + 4b* + 4a”b* — 4ab* = (a® + 2b%)* — 4a’b*.
Finalmente, la ultima expresion es una diferencia de cuadrados. Luego,
a* +4b* = [(a® + 2b°) — 2ab] [(a® + 2b%) + 2ab] .

La técnica de sumar y restar un término adecuado para “armar” un trinomio cuadrado
perfecto se conoce como completaciéon de cuadrados.
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Leccion 30

Factorizacion VI

Miscelanea (continuacion)

Ejemplo 30.1

Factorice la expresion 222 + 9z — 11.

Solucion

2% + 9z — 11 = %((4552) +9(27) —2-11)
= %((2:,:)2 +9(2z) — 22)

_ %(2;5 +11)(22 —2)
=2z +11)(z —1).
Ejemplo 30.2
Podemos factorizar y? + 2y — 3 en la forma
v +2y—3=(y+3)(y—1).
Alternativamente, se puede emplear la técnica de completacion de cuadrados asi:
Y +2y—3=9y*+2y+1-1-3
= (y2+2y+1)—4

=(y+1)° -
=((y+1)— 2)((y+ 1) +2)
=y +3)(y—1).

Ejemplo 30.3
Factorice la expresion 4a®/? + 124 + 12a°/? + 4a.

Solucién
4a°% 4+ 12d® + 12632 + 4a = 4a(a®? + 3a + 3a"/* 4+ 1)
— 4&((@1/2)3+3(6L1/2)2 _|_3a1/2 + 1)
= 4a(a? +1)°.
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Ejemplo 30.4

Factorice la expresion a2 + 75xy? + 1522y + 125y3.
Soluciéon

Notemos que 125¢y% = (5y)3, Thzy?* = 3z(5y)? y 152 = 32?(5y). Luego
o3 + Thay? 4 152%y + 125y° = 23 + 1522y + THay? + 125y
= 2° 4 32%(5y) + 3z(5y)* + (5y)°
= (z +5y)°.

Ejemplo 30.5

Factorice la expresion z° + 2% — 23 + 2% + 2 — 1.

Solucion

P4t -+t -1=2 - D)+t —1
4 1)x +z—1)
(2 —z+ D) (2* +2—1)

+1)
+1)(2? — 2+ 1) (z+2)(z—1).

Ejemplo 30.6

Factorice la expresion z° + z* + 2% — 22 — 2 — 1.

Solucién
P4t -2 —r—1=2% e+ 1) - @+ +1)
= (2 = 1)(2* + 2 +1)
=@-D@*+zx+1)(2*+z+1)
( 1

=(z—-1)(2*+2+ 1)
Ejemplo 30.7
Factorice la expresion a'? 4+ a'® —a® — a* — a® + 1.
Solucién
a?+a® —ad®—a' —a*+1=ad*a*+a*—1)— (a*+a* - 1)
8

a (a* +a*—1)
(a* +1)(a* +a* - 1)

= (a® —1)
= (a" = 1)
= (a = D(a+1)(a® +1)(a" + 1)(a® + 2)(a® — 1)
= ( )(
= ( )?

a —

a+1)(a®>+1)(a* +1)(a®> +2)(a—1)(a+1)

a—1
a—1)*a+1)?*(a®+1)(a* + 1)(a® + 2).
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Ejercicios
Factorice completamente las siguientes expresiones:

1. 9% — byt + 4,

2. a1 — 3% + 223,

3. y* +1 (ayuda: complete cuadrados),
4. 2% + 9y,

5. 28 — 20z* + 64,

6. 6322 — 31z — 10,

7.2 —2zy+yP—a+y—12,

8. a®+ b —a®+ab— b

9. a® — 3a%b + 3ab®> — b® —a + b,

10 2 + 445,
11. 2% — 22 4+ w? — y? — 20w — 2z,

12. ax — ay + bx — by — x + v,
2 3

13. 22+ Zx — —
5+ 2 = o,
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Leccién 31

Definicién de n-factorial

Definicién
Definimos
1'=1
N=92.1=2
y, en general, si n es cualquier nimero natural, el nimero n - (n—1)----3-2-1 se llama

factorial de n y se denota como n!, esto es
nl=n-(n—1)-----3-2-1.

El ntmero n! es util para expresar algunas féormulas como veremos a continuacién. Por
conveniencia, se define 0! = 1. Esté definicién quedara justificada un poco mas adelante.

Teorema

El namero total de formas diferentes de ordenar n objetos distintos (llamadas permuta-
ciones) es n!.

En efecto, si se dispone de n objetos distintos, cualquiera de ellos se puede seleccionar como
“el primero”, es decir, hay n posibilidades para el “primer objeto”. Una vez escogido éste,
cualquiera de los objetos restantes se puede seleccionar como el “segundo”. Es decir, hay
n — 1 posibilidades para el “segundo objeto”. Sucesivamente, habra n — 2 posibilidades para
el “tercero”, n — 3 posibilidades para el “cuarto”...y finalmente s6lo habra una posibilidad
para el “n-ésimo” objeto. Asi, en total hay n-(n —1)-(n —2)---2 -1 posibles érdenes o
permutaciones.

Combinaciones

Si queremos formar todos los posibles subconjuntos de tamano r de un conjunto de n ele-
mentos, r < n, sin importar el orden, diremos que estamos haciendo combinaciones de los
elementos.
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Por ejemplo, como el orden de los elementos en un conjunto carece de importancia, las
combinaciones {A, B, C}y{A, C, B} son iguales (es decir, cuentan como una combinacion
solamente).

El namero de combinaciones de n objetos tomados en grupos de r a la vez (esto es, el ntimero
n

de subconjuntos de tamano r, dado un conjunto de tamano n) se denota < )
r

Ejemplo 31.1

En un club, cuyos miembros son

{Andrés, Bernardo, Catalina, David, Estela}
= {A7 B’ C? 'D7 E} )

se quiere formar comités de 3 miembros. Se pueden formar los siguientes:

{A, B, C}, {A, B, D}, {A, B, E}, {A, C, D},
{A, C, E}, {A, D, E}, {B, C, D}, {B, C, E},
{B, D, E}, {C, D,E}.

Es decir, hay 10 posibles comités. Como en las permutaciones, no se permiten repeticiones,
en este caso {B, B, E} no es un subconjunto o comité valido.

Teorema

El niimero de combinaciones o subconjuntos, de n objetos distintos tomados en grupos de r
a la vez, donde r < n, esta dado por

n\ n!

r)  rl(n—r)

., n . . . .
La expresion se lee n tomados en grupos de r y se denomina coeficiente binomial.
r

(. Cuando aplicar combinaciones?

Las combinaciones se aplican cuando
(1) no se permiten las repeticiones, y
(2) el orden no es importante.

Ejemplo 31.2

Esteban quiere comprar 10 libros diferentes pero soélo tiene dinero para comprar 4. ;De
cuadntas maneras puede hacer su seleccion?
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Solucion

Los cuatro libros elegidos deben ser distintos (no se permiten las repeticiones), y ademaés el
orden no es importante en este caso, entonces usamos combinaciones:

10 10!
( 4 ) 1 (10 — 4>! 0 maneras

Luego, Esteban puede seleccionar los 4 libros de 210 maneras distintas.

Ejemplo 31.3

Todos los miembros de una comunidad desean ir a un evento, pero s6lo hay cupo para 12
de ellos. ;De cuantas maneras podria elegirse los 12 participantes si hay un total de 24
miembros?

Solucion

En este caso, se requieren 12 personas distintas (no se permiten las repeticiones) y el orden
de la seleccién no importa, entonces usamos combinaciones. Asi,

24 24! 2,704, 156
= = maneras.
12) T 1202a 12 aneras

Luego, la seleccion de las 12 personas que participaran en el evento puede hacerse de 2, 704, 156
maneras diferentes.

Ejercicios

1. Anita acaba de terminar el bachillerato y desea archivar sus seis libros de matematicas.
Para ello dispone de 6 (seis) casillas en su biblioteca. (En cuéntos posibles érdenes
puede Anita guardar sus libros de matematicas?

2. Una reconocida empresa de raquetas de tenis de mesa desea donar veinte raquetas a un
“semillero” de practicantes que cuenta con cien jugadores. Si ningtn beneficiario puede
recibir mas de una raqueta, jde cudntas formas se pueden seleccionar los beneficiarios
de la donacion?

3. Carlitos tiene cinco pares de zapatos y donara dos pares. ;Cuantas posibles elecciones
de dos pares puede hacer Carlitos? Desarrolle el procedimiento usando la teoria de esta
sesion y desarrollelo directamente, nombrando los pares de zapatos como A, B, C, D,
y E. Compare sus respuestas.
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Lecciéon 32

Coeficiente binomial y teorema del binomio

El teorema del binomio

Realizando multiplicaciones se pueden encontrar desarrollos de la primera, segunda, tercera,
cuarta y quinta potencia de un binomio. Veamos

(x+y) =z+y

(z+y)" = 2"+ 22y + ¢

(x+y)’ = 2® + 32y + 3zy® + ¢/

(x4 1y)* = 2 + 423y + 62%y? + 4xy® +

(x+y)° = 2° + 5xty + 102°y% + 102%y° + 5y’ + 1.

Los resultados anteriores se pueden generalizar de la siguiente forma:
Teorema

Sin € Z*, entonces

n __ n n n n—1 n n—2, 2 n n—3,,3 n n—1 n n
(x+y)" = (O>m —i—(l)x y—l—(Q)m Y +(3)x Y —i—...—l—(n_l)xy —i—(n)y ,

o lo que es equivalente

1 nn=1) , 5 nn=1(n-2) , 5,

(:E+y)”:x”+n$"_y+Tx y° + a0 "y
nn—1)Mmn—-2)(n—3
+ ( )( 0 )( )mn—4y4+”‘_’_nxyn—l_’_yn‘

Los coeficientes < ), para r = 0,1, ...,n, se denominan coeficientes binomiales.
r
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Ejemplo 32.1
Desarrolle la expresion (2a + b)°.

Solucién

Aqui x = 2a, y = by n = 6, entonces

(20 +b)° — (g) (20)° + @ (20)° b+ (S) (20)" 1% + (g) (20)°* + @ (24) b
+ (g) (2a) b° + (2) vs

6 x5 6x5x4 6x5x4x3
:(2a)6+6(2a)5b+%(2@)462+X3—|X(2a)3b3+X:—'x(2a)2b4
GX5X4X3X2(2a)b5+6X5X4X3X2X1b6
51 6!

= 64a’ + 192a°b + 240a*b? + 160a>b> + 60a%b* + 12ab° + bS.

Ejemplo 32.2

Desarrolle la expresion (22 — 5y)*.

Solucién

Observemos que 2z es el primer término y (—5y) el segundo, luego

(22 — 5y)" = (22)" + 4 (22)® (—5y) + 1 ; 3 (22)% (=5y)? +

= 162" — 1602y + 600z%y* — 1000xy> + 625y

4 x3x2

=55 (20) (—5y)" + (=5y)°

Término general del desarrollo binomial

Del teorema anterior es facil deducir que el término que contiene a” en el desarrollo de (a+b)"

es
n _
a"bv"
n—r

Ejemplo 32.3

2\ 32
Encuentre el coeficiente del término z'y* en el desarrollo de (\/E + %) :
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Solucion

Usando la expresion definida mas arriba, tomando r = 30 (pues (1/z)*° = 21%)y n = 32,
tenemos que
32 2 (12’ y?
(2) (V) <§> =16 - 31 xl5z = 124 2"y,

Por lo tanto, el coeficiente pedido es 124.

Ejercicios

1. Encuentre el coeficiente del término con y'® en el desarrollo de (7 — y)"™.

2. La expresion (z + 1)* — 1 se puede desarrollar usando dos procedimientos: primero,
caracterizandola como una diferencia de cuadrados; y, segundo, desarrollando el término
(z + 1)* usando el teorema del binomio y luego restando uno. Verifique que ambos
caminos conducen al mismo resultado.

3. Desarrolle la expresion (z? — 2y)5.

9

4. Encuentre el coeficiente del término con z° en el desarrollo de (3% — 2y)°.
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Lecciéon 33

El triAngulo de Pascal

Una forma alternativa para expandir (x+y)" consiste en “leer” los coeficientes de los términos
de la forma 2" *y* del denominado triAngulo de Pascal:

n =0: 1

n=1: 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1

Esta figura se construye de la siguiente forma: en cada fila (lista horizontal) se escribe una
coleccion ordenada de ntimeros. En la fila “cero” se escribe un 1, en la “primera” fila se escribe
dos veces el nimero 1. En adelante, en la fila “k-ésima" se escriben k + 1 ntimeros, el primero
y el ultimo de los cuales es el 1. En una fila dada, después del primer ntmero (que es 1) se
escribe la suma de los dos niimeros ubicados en la fila anterior y en las columnas “vecinas".
Asi, por ejemplo, en la segunda fila se escriben tres nimeros. El primero y el tercero son el 1,
en tanto que el segundo es la suma de los dos ntumeros de la fila anterior, es decir 2 =1+ 1.
Anéalogamente, en la tercera fila se escriben cuatro nimeros. El primero y el cuarto son el 1,
en tanto que el segundo es la suma de los dos numeros en la segunda fila que son “vecinos”, es
decir, 3 = 1+ 2. El tercer niimero de la tercera fila es 3 =24 1. Y asi sucesivamente...

Se puede probar que los coeficientes binomiales de la expansion de (x 4+ y)" son los nimeros
de la “n-ésima” fila del tridangulo de Pascal. Asi, por ejemplo, los coeficientes de (z + y)?
son

1 2 1,

con lo cual
(x+y)?=1-22+2 -2y +1-9°

Los coeficientes de (z + y)* son
13 3 1,

con lo cual
(z+y?P=1-2°+3 2%y +3 -29°+1-9°

Anélogamente, los coeficientes de (x + y)* son

1 4 6 4 1,
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con lo cual
(x+y)t=1-2"+4- 2% +6- 27> +4-2° + 19~

Tlustremos el uso de esta técnica.

Ejemplo 33.1
Desarrolle la expresion (z + y)°.
Solucién

Debemos hallar los coeficientes de la sexta fila del tridngulo de Pascal. Para esto, usando los
coeficientes de la cuarta fila, observamos que los coeficientes de la quinta fila son

15 10 10 5 1.
Asi, los coeficientes que buscamos son
1 6 15 20 15 6 1.
En consecuencia,
(z +y)® = 2° 4 62°y + 152%y? + 202> + 152%y* 4 621° + o5
Ejemplo 33.2

Desarrollemos nuevamente la expresion (2a + b)6 del ejemplo 1 de la sesién 32. Usando la
expansion obtenida en el ejemplo 1,

(2a + b)° = (2a)° + 6(2a)°b + 15(2a)*b? + 20(2a)3b?
+ 15(2a)*b* + 6(2a)b° + b°
= 64a° + 6 - 32a°b + 15 - 16a*V? + 20 - 8a3b® + 15 - 4a®b* + 6 - 2ab® + 1°
= 64a% 4 192a°b + 240a*b* + 160a3b® + 60a>b" + 12ab° + b°.

Observacién

La técnica de hallar los coeficientes binomiales mediante el triangulo de Pascal es mas sencilla
de aplicar que el teorema del binoimio cuando n, la potencia, es pequena. El teorema del
binomio se aplica més facilmente cuando la potencia n es un nimero relativamente grande.
Para convencerse de esto, intente desarrollar el ejemplo 3 de la sesiéon 32 usando el tridngulo
de Pascal.
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Ejercicios

1. Encuentre la expansiéon binomial de
2\ 7
(%)
2
usando el triangulo de Pascal para hallar los coeficientes.

2. Desarrolle la expresion (a* + b2)5 usando el tridangulo de Pascal para hallar los coefi-
cientes.

3. Desarrolle la expresion (x? — 2y)® usando el tridngulo de Pascal.
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Leccion 34

Expresiones fraccionarias 1

Expresiones racionales

Se llama expresion fraccionaria o fraccién al cociente de dos expresiones algebraicas. Por
ejemplo,
422 VI —2 3r+1
-1 P15 Y oA

son expresiones fraccionarias.

Si en una expresion fraccionaria el numerador y el denominador son polinomios, la expresion
se llama expresiéon racional. Por ejemplo,

5x? T3+ 222 —x+1
T+ 2 Y 4ot + 222+ 1

son expresiones racionales.

Operaciones con fracciones

1. Simplificaciéon

AC

Factorizamos el numerador y el denominador, y luego aplicamos la propiedad 5 - B

cuando sea posible.
Ejemplo 34.1
Simplifique

22—z —2
x2—1
1 — 22
3 =1

a)

b)
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Solucién

a)

b) Factorizamos la diferencia de cuadrados y la diferencia de cubos, as:
1—a? (1—2)(1+a2)
P—1 (z-1)(@2+z+1)
—(x—1)(1+2)
- (x—=1)(x24+2+1)
—(1+2)
?4+ax+1

?—z—-2 (z-2)(xz+1) -2
2—1  (z—-1)(z+1) 2z-1

2. Las operaciones de multiplicaciéon y division entre fracciones se definen y cumplen las
mismas propiedades que las respectivas operaciones con niimeros racionales.

Ejemplo 34.2

Realice las operaciones indicadas y simplifique

?—r—12 3+x

a)

x2—9 4 —x

b) 492 — 9 ;2y2+y—3
22 +9y — 18 ~ 32+ 5y —6
2x2 — 3x — 2

) £C2—1
202 + 5+ 2°
224 —2

Solucién

a) Factorizamos y simplificamos
?—r—12 3+x  (v—4)(

2 -9 4—x  (z-3)(

)

(=) (o +3) (5 +3)
—(x=3)(z+3)(x —4)

B r+3

T3

b) Factorizamos y simplificamos
4492 -9 2 +y-3 49 y? + 5y — 6
20249y — 18 " 2 4+5y—6 242 +9y—18 2024y —3
_y-3)2y+3) (y+6)(y—1)
(2y—3)(y+6) (2y+3)(y—1)
=1.
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c¢) Factorizamos y simplificamos

222 — 3z — 2

21 (222 =3 —-2) (2’ +2-2)
202 +5r+2 (22 —1) (222 + 5x +2)
22+ —2

_ 2r+1)(z—2)(x+2)(z—1)
(x+1D)(x—1)2z+1)(x+2)
T —2

r+1

Ejemplo 34.3

Simplifique las siguientes expresiones
y? — 3y — 18

292 +5y +3

> +2r—-3 3—u

12 -2 -3 3+x

1.

Soluciéon
y’—3y—18  (y—6)(y+3)
T 224543 (y+3)(y+1)

2. Factorizamos y simplificamos

?4+2x—-3 3—z (v+3)(z—1) (=1)-(z—3)
22—20—-3 3+x (z-3)(z+1) r+3
C()--1)
r+1
l-x
o+

Ejercicio
Realice las operaciones indicadas y simplifique

a’®—4
a2 —4da+4

a’+a*b+ab®  (a® —b*)(a —b)?
a’® — 3a*b + 3ab? — b3 a? + ab + b?

2

3. ;x - é.

22 — 62 +9

or — 15

1.
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3+ b

Coxt 423

2% 4+ 622 + 122 + 8
3+ 4a? + 4o
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Lecciéon 3D

Expresiones fraccionarias 11

3. Las operaciones de suma y resta entre fracciones se definen y cumplen las mismas
propiedades que las respectivas operaciones con nimeros racionales.

Nota: Para obtener el minimo comin denominador (MCD), se puede factorizar los de-
nominadores y el MCD es el producto de los factores comunes y no comunes con el mayor
exponente.

Ejemplo 35.1

Realice las operaciones indicadas y simplifique

1 1
Ca2 24
2 1
Cr+3 224 Tr+12
Solucién
1 l —1 ZiJr—l
Ca? o 2?4 2 x(x+1)
_rx+l+z
22 (z+ 1)
2z +1
a2 (x4 1)
2 1 2 1 2(x+4) -1 20+ 7

2 i3 PiTri12 143 @it @43t @iy (@il

Ejemplo 35.2

Realice las operaciones indicadas y simplifique

1 2 3+4
a2 ab b2
1 2 3

' x+1_(x—|—1)2+x2—1'
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Solucién

1. Sacando denominador comun obtenemos

2 3 4 _2-3a 4
a2 ab b2 a2 b2
20% — 3ab + 4a>

a2b?

2. Sacando denominador comiin obtenemos

I 2 N 3 1 2 N 3
e+l (z+1)7° 22-1 z4+1 (z2+1)° (z—-1)(z+1)
(x+1D)(z—1)—2x—-1)+3(x+1)
(x+1)%(x—1)
22 —1—-22+2+3x+3
(et D2z — 1)
2444
(x+1)%(x—1)

Nota

Es muy importante tener en cuenta que:
o (a+b)?#a®+1?
o Va+b#a+ Vb
o Va?+b2#a+b

1 1 1
*atv T are
.a+b7éb

a

o (a+b) " Aat+b.

Fracciones compuestas

Si en una fraccion, el numerador o el denominador son también fracciones, la expresion
se llama fraccion compuesta. En el siguiente ejemplo veremos como simplificar algunas
fracciones compuestas.

Ejemplo 35.3

Simplifique las siguientes fracciones compuestas
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a—b_a+b

1 a b
“a—b a+b
+
b a
, eyt
(x+y) "
5 (1— x2)1/2 + 22 (1 — xz)_I/Q
' 1 — 22 '
Soluciéon
a—=b a+b bla-b)—a(a+b) ab-V-d’—ab —(*+d%
1 _a b _ ab _ ab _ ab
' a—b+a+b ala—b)+b(a+b)  a®>—ab+ ab+ b a® + b?
b a ab ab ab
14_1 y+
5 Ccfl—l—y*l::c y __ay :x—l—y.x—l—y:(ﬂ&—f—y)Q
(z+y)" 1 xy 1 Ty
r+y r+vy

3. Factorizando el numerador,

(1-2)" 4221 -2 (1

—2?) 77 [(1 — 2?) + 27

Ejercicios

1 — 22

1 — 22

T 1-—a2
B 1
- (1 x2)3/2'

Simplifique las siguientes fracciones compuestas

22 4y
(zy) 2

ab a—>b
a+b  ab
ab+a—0b
a?b + ab?

z+3

1.

20+ 3

T+ 2 T+ 2
T 3

4.
x2—4+w+2

r+ 10

T+ 4

72— 4 a2 +dr+4
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6 1 xr— 2 r—1
Crx+2 244 +4 3+622+122+8
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Leccion 30

Expresiones fraccionarias 111

Ejemplo 36.1

Simplifique las siguientes fracciones compuestas

T 1 2

1. — — .
2—-—x—-6 z+2 x-—3

Solucion

1. Sacando denominador comun

T 1 2 x 1 2
2—12-6 z+2 2-3 (z—-3)(x+2) z+2 z-3
:x—(x—3)—2(35+2)
(x —3)(x+2)
r—r+3—-2z—-4
(x —3)(x+2)
—2r —1
(x —3)(x+2)
—(2z+1)
(x —3)(x+2)
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2. Usando propiedades de exponentes
1\ 1\" 1\ ™ 1\ "
(“%) ( b) 3| (73
m n 1 1
eyl
a a a a

ab+1\™ /ab—1\"

b
ab+1 ab—1

3. Expandiendo el cuadrado del binomio

\/1+ (9:3 —~ 4%3)2 =, |1+ ((x3)2 — (2x3 : 4—13) + (4%3)2>

I
$
+
RN
&o
+ )
|
—| N
—+
>
—_
&Cﬁ
N————

Racionalizacion

Dada una expresion fraccionaria con radicales en el denominador, racionalizar el denomi-
nador en tal expresion consiste en multiplicarla y dividirla por un factor adecuado (llamado
factor racionalizante), de manera que se eliminen los radicales en el denominador.

e Si el denominador es de la forma /a, para racionalizar el denominador multiplicamos
numerador y denominador por y/a. Asi

1 1

Vi~ Vi

Vi _\a

va _ _
va  (Va)  a
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e Siel denominador es de la forma +/a™, m < ny a > 0, para racionalizar el denominador
multiplicamos numerador y denominador por va» ™. Asi

1 B 1 ,”/an—m B \"/an—m B \”/an—m

Jam  fam Yanm Yan a
e Si el denominador es de la forma a + by/c, para racionalizar el denominador multipli-
camos numerador y denominador por a — by/c, llamado el conjugado de a + by/c. De

esta forma
I | a—by/c
a+by/e a+bye a—bye
B a—by/c
 (a+by/e) (a—by/e)
_a—Dbyc
a— b2

. Como se procede en el caso en que el denominador sea de la forma a — b/c?

e Si el denominador es de la forma /a — /b, para racionalizar el denominador multipli-
camos numerador y denominador por va2 + v/ab 4+ v/b2. Resulta que

R S i A
Va—Vb  Ya—-b Va4 Vab+ VB
_ Va2 + Vab+ V2
(Va)’ - (V)

_ Va2 + Vab+ Vp?

a—1b '

. Como se procede en el caso en que el denominador sea de la forma /a + Vb7

Ejercicios

Simplifique las expresiones

£E+2+ 3
] 22=1 x+41
’ 20 — 5
22 4+2x—3
T+ 2
222 — 3x — 2
2.—4
2¢ + 1
1
3, —
2 -3

-y

W,
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Leccion 37

Expresiones fraccionarias 1V

Racionalizacién (continuacion)

De manera similar, en fracciones cuyo numerador contiene radicales, racionalizar el nu-
merador es eliminar los radicales del numerador. Para ello se procede en la misma forma

como en la racionalizacion del denominador.
Ejemplo 37.1

1. Racionalice el denominador

©) =7

2(x—y)
(d) ——=.
Vi—i
2. Racionalice el numerador
Vr—+z+h

N N

T2
(b) (i)
Solucion

(e Lo L VIO VIO VIO

VIO VIO VIO (vioy 10

e}

o

(b) 2 2 Va2 2Va?  2Va?
Voo Voo Var Vas o w]
© 2 _ B3+vE_2(3+VE) 2(83+VE) 2(3+V5) 3+V5

3-v6 3-v5 3+V5 9-(v5)
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(@) 2@—y)  2@—y Vet+yy 20—y Vet )

2(z —y) (VT + /)

Ei VR IEVER (= (V)
2 (VT +./9).

VE-VTTR i iTh JitViih

2O VT Vit VErvarh
B hﬁﬁ&?M)
- hﬁm(_jm\/m)
T Vavath <_¢1E+x/fv+_h)'

Ve +V2 a2 V- Vx4 V22

b — .
(b) T+ 2 T+2 - x4 22

_ (Va)* + (V2)°
(x +2) (Va2 — V2 + V/2?)
T +2

(v + 2)(Va? — 2z + V/22)
1

Yt — o+ 2

Ejemplo 37.2

Racionalice el denominador en las siguientes expresiones
Y
V3+ Yy
5 1
=
1
3. =
Va— b

1.

Solucion

1. Racionalizando obtenemos

y oy V3
3+ V3EVT V33—
_ oy (V3-W)
(V3) ~ (vo)’
_y(V3-v)
3=y
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2. Racionalizando obtenemos

1 _ 1 Vm+Vn
vm—</n  m—<n ym+n
_ L (m )
(Vm)* = (v/n)’
_Vm+
m—n
_Vm+Vn o m+n
m—+/n  m+n
_ (Wmt /) (m+ )
(m)* = (vVn)”
_ (Ym+ ) (m+ Vi)

m?—n

3. Racionalizando obtenemos
11 Ve Vab+ P
Va—Vb  Ya— Vb Ve +Vab+ VP
1 (Va? + Vab+ V)
Ve
_ Va2 +Vab+ V0
a—b

Ejemplo 37.3

Racionalice el numerador en la siguiente expresion

V2(@+h)+1—v2z+1

h
Solucién
V2@+h)+1-vV2o+T  V2@+h)+1-vV2o+T1 2(@+h)+1+v20+1
h h V2@+h)+1+22+1

| 2(x+h)+1>2 (V2r +1)°
e (VEEE R T VEE D)

2(x+h)+1)—(2z+1)
Y <\/2 @I +1+v2r 11

20 +2h+1—-2x—1
V2(x+h) +1+\/23:+1>

h
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2h

Ch(VaE D V)
2

V2@ +h)+1+22+1

Ejercicio
1. Racionalice el denominador en la siguiente expresion

a-+b
Va2 — ab+ Vb2

2. Racionalice el numerador en la siguiente expresion

Ja— s
(@=bp
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Leccion 38

Ecuaciones lineales

Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebréicas en las que aparecen valores
conocidos o datos, y desconocidos, llamados incoéginitas o variables, relacionados mediante
operaciones matematicas.

Los siguientes son ejemplos de ecuaciones:

2% + 4 = 16,

3r+5=—1,
y—3=4,

i xi1:4’

2y — bx + 4y = 0.

Si en una ecuacién

se reemplazan las variables por ntimeros que convierten la ecuacion

en una proposicion verdadera, decimos que dichos niimeros son soluciones o raices de

la ecuacion.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuaciéon se llama conjunto solucién de la

ecuacion.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

Resolver una ecuacién es encontrar todas las soluciones de la ecuacion, y para ello trans-
formamos la ecuacion inicial en una ecuacion equivalente mas simple, usando las siguientes
propiedades de la igualdad entre expresiones algebraicas:

Si A, By C representan expresiones algebraicas:

1. Sialaigualdad A = B le sumamos a ambos lados la expresion algebraica C, la igualdad
se mantiene, es decir A+ C =B+ C
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2. Si a la igualdad A = B la multiplicamos a ambos lados por C' (C' # 0), la igualdad se
mantiene, es decir CA = CB.

Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal o de primer grado en x es una ecuaciéon de la forma
ar+b=0

con a y b constantes (ntmeros reales) y a # 0. En esta ecuacion x es la variable o incog-
nita.

Ejemplo 38.1
2x + 3 = 23 es una ecuacion lineal o de primer grado en la variable x.

Las siguientes ecuaciones no son lineales:

2 +3r =2 Jr+1=2z, — =2z
La ecuacion lineal ax + b = 0 tiene una tunica soluciéon dada por x = —— ya que como
axr + b =0 al sumar —b a ambos lados obtenemos ax + b — b =0 — b de donde ax = —b, asi

que al multiplicar a ambos lados por é llegamos a la igualdad — - ax = — - (—b) que se puede
a a

b
simplificar para obtener el resultado final z = ——.
a

Ejemplo 38.2

Resuelva las siguientes ecuaciones lineales:

1. bx —3=171,
y y+1
2. 2y — =+ >—— = 6y.
Solucién

1. Debemos transformar la ecuacién original en una equivalente, que sblo involucre la
variable y su valor, es decir, debemos “despejar la variable™

br —3 =1, (Ecuacion original)
br—3+3=7+3, (Sesuma 3 a cada lado)

5z = 10, (Se realizan las operaciones)

1 1 1

- Sr = . 10, (Se multiplica por R cada lado)
r=2. (Se realizan las operaciones).
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Entonces que x = 2 es la solucion de la ecuacion.

Para verificar que z = 2 es la solucion reemplazamos x por 2 en la ecuacién original,
asi:

5(2) —3 =10 — 3 y obtenemos 7 = 7 que es una proposicion verdadera. Luego x = 2
si es la solucion de la ecuacion bxr — 3 = 7.

2. Simplificamos la ecuaciéon original, realizando las operaciones indicadas en cada lado
de la igualdad:

1 8y — 2 1
2y — % + % = 6y, es decir yoytyrl 6y 6 Ty + 1 = 24y, donde podemos
sumar a ambos lados —24y para obtener Ty + 1 — 24y = 24y — 24y 6 —1Ty +1 = 0,
1
que es una ecuacion lineal que sabemos tiene una tnica solucién dada por y = T2 que

puede ser obtenida como se mostro antes.

Invitamos al lector a realizar la verificacién de la solucién.

Las ecuaciones lineales también se pueden usar para modelar situaciones de la vida diaria.
Algunos ejemplos de estas situaciones son:

Ejemplo 38.3

Una compania colombiana de alquiler de vehiculos cobra 100.000 pesos por cada dia mas
1.000 pesos por cada kilémetro recorrido. Si un visitante extranjero renta un vehiculo en esta
compania por tres dias y su cuenta es de 438.000 pesos, jcuantos kilometros recorrié?

Solucién

Para determinar la cantidad de kilémetros que el extranjero recorri6, llamemos
x = Cantidad de kilometros recorridos

y planteamos el modelo

costo total = costo diario + costo kilémetros.

De donde

438000 = 100000(3) + 1000z
438000 — 300000 = 1000z
138000

1000
138 = z.

Asi que el extranjero recorri6 138 kilémetros en el auto alquilado.
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Ejemplo 38.4
Encuentre tres ntimeros consecutivos cuya suma sea 156.
Soluciéon

Para resolver este ejercicio llamemos: x = El menor ntimero de los tres buscados. FEn-
tonces
T+ (x+1)+ (x +2) = 156,

de donde 3z + 3 = 156, que es una ecuacion lineal para la cual tenemos que

1563

_ 51.
v 3

Asi que los tres ntimeros buscados son: 51, 52 y 53.
Ejemplo 38.5

Una mujer gana 10% mas que su esposo. Entre los dos ganan 42 millones de pesos al ano.
.Cuél es el salario de cada uno al ano?

Solucién

En este caso llamemos
x = Salario del hombre al ano, en millones de pesos,
entonces el salario de la mujer seria 1.1x. De donde podemos plantear la ecuacion lineal
T+ 1.1x = 42,

es decir que 2.1x = 42 6 x = 20 millones de pesos. Asi que el hombre gana 20 millones de
pesos y su esposa 20(1.1)=22 millones de pesos al ano.

Ejercicios

1. Resuelva las ecuaciones lineales

(a) 2z +7 =31,
(b) §2%2+7,

(c) 2(1 —z) =3(1 +2z) + 5.
2. Encuentre cuatro ntimeros impares consecutivos cuya suma sea 416.

3. Un trabajador gana 10000 pesos por hora de trabajo, pero si trabaja més de 35 horas
a la semana se le paga 50 por ciento mas por cada hora extra trabajada. Una semana
obtiene un salario total de 425000. ;Cuéantas horas de tiempo extra trabajé dicha
semana? (Tenga en cuenta que una semana laboral contiene 5 dias).
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Leccion 39

Ecuaciones cuadraticas 1

Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién cuadratica o de segundo grado en z, es una ecuacion de la forma
az? +bx +c=0,

con a, b y ¢ constantes (ntmeros reales) y a # 0. En esta ecuacion, z es la variable o
incognita. Por ejemplo, 322 +2x—1=0 y 42?+2 =0 son ecuaciones cuadraticas.

Las ecuaciones cuadraticas en una variable pueden tener una raiz de multiplicidad 2, es decir
dos soluciones iguales, dos soluciones distintas (cada una de miltiplicidad 1), o no tener
solucion real.

e Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse usando factorizacion y la siguiente propiedad:

AB=0siystlosi A=006 B =0,

con A y B expresiones algebraicas.

Para utilizar esta propiedad agrupamos todos los términos a un lado de la igualdad, de
tal forma que el otro lado de la igualdad sea cero (= 0).

Estas ideas también se pueden usar para resolver ecuaciones polinémicas de cualquier
grado.

e Si la ecuacion cuadratica es de la forma 22 = ¢, ¢ > 0, es decir, es una ecuaciéon
cuadratica que no tiene término lineal, se dice que es una ecuacién cuadratica simple
y siempre se puede resolver factorizando y aplicando la propiedad.

En efecto, 2? = ¢ se puede escribir como x

(2 + /@) (x — /@) = 0.

Luego, las soluciones de 22 = ¢ son z = \/cy & = —/c (6 x = £,/¢) (verificarlo).

2 — ¢ = 0 que se puede factorizar como

Ejemplo 39.1

Resuelva las ecuaciones:

1. 22 +3x—4=0,
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2. 2y + Ty = -3,

3. 2% =171,

4. (x+2)7 =09,

5. % + 5% + 62 = 0.
Solucién

1. Factorizamos el lado izquierdo de la ecuacion y obtenemos (z +4) (x — 1) = 0.
Luego, r+4=006x—1=0, por lo tanto z = —4 6 x = 1. Asi, las soluciones
de la ecuaciéon son r = -4y v = 1.

Verificamos que éstas son soluciones reemplazando los valores de z en la ecuacion
original:

(=42 +3(-4)—4=16—-12—-4=0,
(1)243(1) —4=1+3—-4=0.

Como —4 y 1 satisfacen la ecuacion original, son efectivamente las soluciones de
la ecuacion

22 +3x—4=0.

2. Agrupamos todos los términos al lado izquierdo de la ecuacion, factorizamos y
aplicamos la propiedad:

29% 4+ Ty = —3 se puede escribir como 2y? + 7y + 3 = 0 que se puede factorizar
como (2y+1) (y+3) = 0.

1
Entonces, 2y+1=006y+3 =0, es decir, y = —5 6 y = —3. Luego, las soluciones

1
de la ecuacion son y = —5ey= —3 (verificarlo).
3. 1% = 7 es equivalente a 22 —7 = 0, que se puede factorizar como (z++/7)(z—+/7) =
0. Entonces x = ++/7 y el conjunto solucién de la ecuacion 2 = 7 es {\/7, —\/7}

(verificarlo).

4. (x+2)* =9, es decir, (z +2)° — 9 = 0 que al factorizar se convierte en (z + 2 +
3)(x+2—3) =0, es decir, (x +5)(x — 1) = 0. Luego, z = =5y = 1 son las
raices de la ecuacion original (verificarlo).

5. x°+5x?+6x = 0 puede factorizarse por factor comtin para obtener x (x* + 5z + 6) =
0 y posteriormente el trinomio entre paréntesis puede ser factorizado de tal manera
que z(x + 3)(z 4+ 2) = 0. Luego las soluciones de esta ecuacion son x = 0, z = —3
yr=—2.

e En algunos casos la ecuacion cuadratica puede llevarse a la forma del ejemplo b) ante-
rior, escribiendo a un lado de la ecuacion los términos que involucran la variable y en

el otro los términos independientes, para luego convertir la expresion que involucra la
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variable en un cuadrado perfecto, sumando o restando un ntimero adecuado, que tam-
bién debe sumarse o restarse al otro lado de la ecuacién, para conservar la igualdad.
Este procedimiento se conoce como completaciéon del cuadrado. Es decir,

224+br+c=0

es equivalente a
2 4 b = —c.

Para completar un cuadrado perfecto a la izquierda, debemos sumar a ambos lados de

2
(D :
la ecuacion 5) e decir,

2 2
2% + bx + (g) =—c+ (g)

b
y asi el lado izquierdo de la ecuacién es | x + §> . Si el lado derecho es una cantidad

positiva, podemos continuar transformando la ecuacion para obtener una diferencia de
cuadrados igual a 0, y luego procedemos como en el ejemplo anterior.

Si el lado derecho es una cantidad negativa, la ecuacion no tiene solucion real ;Por qué?

En forma similar se trabajan las ecuaciones de la forma 22 — bz + ¢ = 0.
Ejemplo 39.2

Resuelva la ecuacion 2 — 4z + 2 = 0.

Solucién
2 —4dx +2 =0, (Ecuacion original)
r? — 4y = -2, (Ecuacion equivalente)

4\* 4\*

r? — 4o + (—5) = -2+ (—§> : (Completamos cuadrado)
2} —dr+4=-2+4, (Realizamos operaciones)
(z—2)7=2, (Factorizamos)
(x—2)?-2=0, (Igualamos a 0)
[(x —-2)+ \/§] [(x —2)— \/5] =0, (Factorizamos)
T=2+2. (Obtenemos las raices)

Luego, las soluciones de la ecuaciéon son: x = 2 + V2 yr=2-— V2.
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Ejercicios

1. Resuelva por factorizacion:
(a) 22 +2—12=0.
(b) 4z* — 4z — 15 = 0.
2. Resuelva la ecuacion 22 + 22 — 5 = 0, completando el cuadrado.

3. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas tanto por factorizacién como comple-
tando el cuadrado.

(a) x* — 6z — 27.
(b) z*+ 13z — 30.
(c) (2z)? — 12z — 27.
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Leccion 40

Ecuaciones cuadraticas 11

Ecuaciones cuadraticas con a # 1

Cuando el coeficiente del término en z? es diferente de 1, se factorizan los términos que con-
tienen la variable tomando como factor comtn el coeficiente del término en 22, es decir,

b
am2+bx+c:a<x2+—x)+c, a#1,
a

y luego se completa el cuadrado de la expresion que esté dentro del paréntesis.

Es importante tener en cuenta que al sumar una cantidad dentro del paréntesis, al otro lado
debe sumarse la misma expresiéon multiplicada por el coeficiente de z2.

Ejemplo 40.1
Resuelva la ecuacion 322 — 6z — 1 = 0.
Solucion

Tenemos que 322 — 6x — 1 = 0, asi que después de sumar 1 a ambos lados podemos obtener
32?2 — 6z = 1 o lo que es lo mismo 3 (2? — 2x) = 1. Para completar el cuadrado dentro del
paréntesis debemos sumar 1 alli y por lo tanto 3 al lado derecho, es decir 3 (22 — 2z + 1) =
14 (3)(1).

En este paso ya podemos factorizar para obtener 3 (z — 1)* = 4, es decir 3(z — 1)> —4 = 0
que puede ser factorizado nuevamente como (v/3(z — 1) + 2)(v/3(z — 1) — 2) = 0.

Asi, las soluciones de la ecuacion son:

2v/3 2v/3

=14+ — =1-—.
x + 3 yT 3

e Usando la técnica de completar el cuadrado, puede probarse que las raices de cualquier
ecuacion cuadratica de la forma ax? + bz + ¢ = 0 con a # 0, son:

b= Vb? — 4dac
N 2a )

X
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Esta ultima se conoce como la férmula cuadratica.

En este caso la factorizacion de la ecuacion original es

2a 2a

e Se llama discriminante de la ecuacion cuadratica, y se denota por D, a la expresion
b? — 4ac, es decir,
D = b* — 4ac.

Con base en la formula cuadratica, las siguientes proposiciones son verdaderas:

1. Si D > 0 la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
2. Si D = 0 la ecuaciéon tiene una solucion real de multiplicidad 2.

3. Si D < 0 la ecuacion no tiene soluciones reales. (Las soluciones son ntimeros complejos)

Ejemplo 40.2

Encuentre las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones:
e 224+ 52+3=0,
o 912 — 122 +4=0,
o 522 —Tx +5=0.

Solucién

e Enestecaso,a=1,b=5yc=3,asi que D =0*—4dac=5>—-4(1)(3) =13 >0,y
tenemos dos raices reales distintas. Reemplazando en la formula cuadratica tenemos:

_ 5/ —4(1)(3) -5+ V13

z

2(1) 2
. -5+ v13 -5 —v13
Luego, las soluciones son z = —s Y z= —

e En este caso, a =9, b= —12y ¢ =4, de donde D = 144 — 144 = 0 y concluimos que
debemos encontrar una raiz real de multiplicidad 2. Usando la férmula cuadratica,
o 1244/122-4(9)(4)  12+£/144-144 12 2

Tr = - -.

2(9) 18 18 3

2
Luego, la ecuacion tiene una raiz de multiplicidad 2, x = 3

e Ahora, como a =5, b= -7y c =25, entonces D = —51 < 0 y la ecuacién no tiene
raices reales. Veamoslo:

TP —4(B)(5) _ T4Vl

2 (5) 10

X
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Como v/—51 no es un nimero real, la ecuaciéon no tiene solucion en el conjunto de los
nimeros reales.

En la fisica se presentan problemas que involucran ecuaciones cuadraticas, entre ellos los de
caida de cuerpos.

Ejemplo 40.3

Si dejamos caer un objeto desde una altura hy por encima del suelo, su altura, después de ¢
segundos, esta dada por la ecuacion h = —16t% + hg, donde h se mide en pies.

En particular, si se deja caer una pelota desde una altura de 288 pies, jcuanto tiempo se
demora la pelota para tocar el piso?

Solucion

La pelota llega al suelo cuando h = 0 (pies) y, como hy = 288 (pies), reemplazando en la
ecuacion que modela este fenomeno tenemos

0= —16t> + 288.

Para calcular el tiempo debemos resolver esta ecuacion cuadrética en la variable t.

En la ecuacion 0 = —16¢24-288, el lado derecho se puede factorizar como 0 = —16 (2 — 18)
de donde t* —18 =0 6 (t — V/18) (¢t + v/18) = 0.

Luego, t = V18 6t = —+/18 pero como ¢ no puede ser negativo (;por qué?), entonces,

t = V18 = 3v2 (segundos).

Luego la pelota llegara al suelo 3v/2 segundos después de dejarse caer.
Ejemplo 40.4

Un avién vuela de Bogota a Medellin, una distancia de 420 kilémetros. La velocidad para
el viaje de regreso fue de 100 km/h mas rapido que la velociad del viaje de ida. Si el viaje
total dura 3 horas, ;cuél es la velocidad del avion desde Bogota a Medellin?

Solucion

Llamemos
s = Velocidad del avion entre Bogota y Medellin

entonces s+ 100 es la velocidad entre Medellin y Bogota y teniendo en cuenta que tiempo =

distancia
velocidad’ entonces

420 420

3
S +s+100’
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de donde

420(s + 100) + 420s = 3s(s + 100)
840s + 42000 = 3s% + 300s
0 = 3s% — 540s — 42000

que es una ecuacion cuadratica que puede ser resuelta con la formula

,_ b0+ /5402 — 4 (3) (—42000) 180 % /88400
B 2(3) B 2 ’

a partir de lo cual obtenemos
s~ 238.66 6 s~ —58.66.

Pero como la velocidad debe ser positiva, concluimos que el avion entre Bogota y Medellin
viajaba a 238.66 kilometros por hora.

Ejercicios

1. Resuelva completando el cuadrado:
(a) 3z? —6x —9 = 0.
(b) —22% +6x+3=0.

2. Halle el discriminante de las siguientes ecuaciones, determine cuantas soluciones reales
tiene y encuéntrelas:

(a) 2> +3x+1=0.
(b) 32% — 62+ 1 =0.
(c) 5z®> —Tx +5=0.
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Leccion 41

Otros tipos de ecuaciones

Algunas ecuaciones se presentan en otras formas, las cuales, mediante operaciones algebraicas,
se transforman en ecuaciones lineales, cuadraticas o polinémicas.

Ecuaciones en las que la variable o variables hacen parte del deno-
minador de expresiones fraccionarias

Si en una ecuacion las variables aparecen en los denominadores de expresiones fraccionarias,
realizamos las operaciones indicadas, y analizamos la expresion simplificada para determinar
qué ecuacion debe resolverse.

Ejemplo 41.1

10 12
Resuelva la ecuacion — — +4=0.

T r—3

Solucién
Primero realizamos las operaciones indicadas al lado izquierdo de la ecuacion, asi:

10 12 10 (z —3) — 12z + 4x(xz — 3)

+4 =0 puede ser sumado como

= 0 para obtener

roor—3 x(z —3)
10x — 30 — 127 + 422 — 12
- ( : g) & - 0, que después de simplificar el numerador se convierte en
x(x —
4x? — 14z — 30 2(22% — Tz — 15
x x _06 (2x x ) o
z(z —3) x(r — 3)

Como z(x — 3) no puede ser cero porque la division por cero no esté definida, entonces, para
que el cociente sea igual a cero, el numerador tiene que ser igual a cero, y como 2 # 0, la
tinica posibilidad es que 222 — 7o — 15 = 0. Es decir, nuestro problema se reduce a resolver
la ecuacién cuadratica

227 — Tz — 15 = 0, es decir, (22 + 3)(x — 5) = 0.

3
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién original son z = —pyT= —5 (verificarlo).
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Ecuaciones en las que la variable o variables son parte de cantidades
subradicales

Si en la ecuacion solo aparece un radical, la escribimos de tal forma que a un lado de la
igualdad so6lo aparezca el radical, luego elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion.
Con este procedimiento la ecuacion resultante puede tener raices que no lo sean de la ecuacién
original, por lo que debemos determinar mediante verificacion cuales de las raices de la
ecuacion resultante son raices de la ecuacion original.

Ejemplo 41.2
Resuelva la ecuacion o —z+1 =2 — 2.

Solucién

Vi—2+1=u1x—2 esdecir, VG—z=1x—3, dedonde (vVG—2)2=(z—3)°65—x =

x? — 62 + 9, por lo tanto 22 — 5z + 4 = 0 que al factorizarse produce

(x—4)(x—1) =0.

Luego, x = 4 y o = 1 son las soluciones de la ecuaciéon 2 — 5z + 4 = 0.
Veamos si son raices de la ecuacién original /5 —z +1 =12 — 2.
Al reemplazar x por 4 en esta ecuacion tenemos:

VE—4+1=4-2,

ya que 2 = 2. Luego x = 4, que es solucién de 2% — 5z +4 = 0, lo es también de la ecuacién
original /b —z+1 =2 — 2.

Al reemplazar x = 1 en la ecuacién original, tenemos
VH—1+1#1-2,

ya que 3 # —1. Luego, = 1 que es solucién de 22 — 5z + 4 = 0, no lo es de la ecuacién
original.

Entonces, la tnica solucion de la ecuacion original es x = 4.

Si en la ecuacion aparece mas de un radical con variables en su interior, se escribe uno de
éstos a un lado y los demés al otro lado de la igualdad, se elevan ambos lados al cuadrado
y se realizan las operaciones. El procedimiento se repite hasta que desaparezcan todos los
radicales.
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Ecuaciones de la forma 22" + bx" +c =0

Estas ecuaciones se pueden transformar en ecuaciones cuadraticas utilizando otra variable en
reemplazo de 2. Siy = z", la ecuacion original se escribe como y? &= by + ¢ = 0, que es una
ecuacion cuadratica en la variable y, la cual sabemos resolver. Conociendo los valores de y que
satisfacen esta nueva ecuacion, los reemplazamos en y = x™, y hallamos los correspondientes
valores de x que son las soluciones de la ecuaciéon original. El procedimiento anteriormente
descrito se llama solucién de ecuaciones usando cambio de variable.

Ejemplo 41.3

Encuentre todas las soluciones de la ecuacion o* — 522 +4 = 0.

Solucién

Como la ecuacion 2! — 522 +4 = 0 puede escribirse como (22)> — 5 (22) + 4 = 0, hacemos
y = 22 y entonces la ecuacion original puede escribirse como y? — 5y +4 = 0, la cual sabemos
resolver.

En efecto, factorizando el lado derecho de y? — 5y + 4 = 0 obtenemos (y —4) (y —1) = 0

entonces y = 4 y y = 1 son las soluciones de la nueva ecuacién. Como y = 22, para y = 4,
r=F2yparay =1, ==+£l.

Luego, las soluciones de la ecuaciéon z* — 522 +4 = 0 son o = £2, v = +1.

Observemos que la ecuacion tiene 4 raices y el grado del polinomio en el miembro de la
izquierda de la ecuacion z* — 522 +4 =0 es 4.

Ecuaciones con potencias racionales

Se resuelven como en la situacién anterior, haciendo cambio de variable, de tal manera que
la nueva variable sea la variable original elevada a la menor potencia.

Ejemplo 41.4

Determine todas las soluciones de la ecuacién

Solucién

Agrupamos todos los términos a la izquierda de la igualdad, de manera que el lado derecho
. . 1 1 1 ;

sea cero y hacemos el cambio de variable w = 5. Entonces w? = 235 y w® = x2, y asi

23 — 375 — 326 + 9 = 0 es equivalente a w® — 3w? — 3w +9 = 0.
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. Cuantas raices reales tendra esta ecuacion?
En esta ultima ecuacion factorizamos el lado izquierdo de la igualdad, asi:

El lado izquierdo de la ecuacion w® — 3w? — 3w + 9 = 0 puede factorizarse por agrupacion
como w? (w —3) — 3 (w—3) =0,

de donde (w? — 3) (w — 3) = 0.

Es decir (w — 3) (w — \/3) (w+ \/§) = (0 y las soluciones de la nueva ecuacion son: w = 3,
w=+3yw=—3.

Para hallar las raices de la ecuacion original, reemplazamos estos valores en la ecuacion

w=x6. Paraw = 3,2 =35 =720 y para w = +/3, 2 = (j:\/§)6 = 27.
Nuevamente, debemos verificar estas soluciones en la ecuaciéon original:
1 1 1
(3%)2 —3(3%) —3(3%)° +9=3"-3.32-3.3+9=0.

Luego z = 35 es solucion de la ecuacion original.

NI
ol

(27)7 — 3(27)5 —3(27) +9 =335 — 3.3 = 0.

Luego x = 27 es solucién de la ecuacion original.

Ecuaciones con valor absoluto

Para resolver ecuaciones que involucran valor absoluto, recordemos que |a| =a 6 |a| = —a
segin se tenga a > 0 6 a < 0, respectivamente.

Ejemplo 41.5
Resuelva la ecuacion |3z + 5| = 1.
Solucién

De acuerdo con la definiciéon de valor absoluto,

3r+5=1 6 —(3Bz+5)=1

4
eSi 3x+ 5 =1 entonces 3z = —4, es decir z = —3
eSi — (3z+5) =1 entonces 3z + 5 = —1, es decir 3z = —6 lo cual implica z = —2.
4
Luego, las soluciones de la ecuacion |3z + 5| =1sonz = -2y z = —3

Verifiquemos que estos dos valores de x satisfacen la ecuacion original.
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Siz=-2 |3(-2)+5|=|-6+5|=|-1] = 1.

4
3(—5) + 5' =|-4+5| =1

1.

4
Six=—=,

3

Nota: En muchas aplicaciones se tiene ecuaciones que relacionan dos 6 mas variables, y es
importante expresar una de éstas en términos de las otras.

Ejemplo 41.6

Escriba la variable indicada en términos de las otras:
GmM

a) F = >

, variable m (F' es fuerza gravitacional de la tierra)

b) P = 2]+ 2w, variable w (P es el perimetro de un rectangulo de lados [ y w.)

Solucién
GmM

a) F = 2

puede escribirse como

r?F B r2  GmM
MG MG 2’

r’F
de dond = —.
e donde m = -~
o P -2 .
b) P = 2l + 2w puede escribirse como P — 2] = 2w, de donde = w, es decir
P
w=——1.
2
Ejercicios

Resuelva las siguientes ecuaciones:
1 2
Cr+1 22

2 VoWt —t—1=1+/5
3. 2% —223-3=0
4. 2 —5/x+6=0
5. Bx -7 =242
6. |z —4| =z —2|
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Leccion 42

Modelado mediante ecuaciones I

Tanto en matemaéticas como en otras ciencias, y aun en situaciones de la vida real, en-
contramos problemas que involucran dos o més cantidades relacionadas entre si y entonces
debemos plantear y resolver un modelo matematico, que puede ser una ecuacién, para
relacionar y encontrar estas cantidades.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente proceder de acuerdo con las siguientes
instrucciones:

1. Leer cuidadosamente el problema resaltando la informaciéon més importante y, de ser
posible, hacer un dibujo que ilustre la situaciéon planteada indicando las cantidades
conocidas en el problema.

2. Identificar claramente la cantidad o cantidades desconocidas (variables o incognitas)
que debemos encontrar y asignarles una letra. Por lo general éstas aparecen en la
pregunta que plantea el problema. Si es posible se deben identificar en el dibujo hecho
en el paso 1.

3. Encontrar, en el enunciado del problema o en el dibujo, la informacién que permita
relacionar las cantidades y las variables definidas en 1. y 2.

4. Plantear un modelo matemaético o ecuaciéon que permita expresar esta relacion.

5. Resolver la ecuacién, verificar la respuesta y responder en palabras las preguntas
planteadas.

Ejemplo 42.1

Exprese el area A de un tridangulo equilatero en términos de su altura h.

Solucion

Realizamos un dibujo que representa la situacion planteada en el problema (ver figura
42.1).
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Figura 42.1

Sea b la base del tridangulo y h la altura sobre la base b.

El area A del tridangulo es
1
A = =bh.
2

Queremos expresar A en términos de h, entonces debemos relacionar a b con A y hallar una
expresion para b en términos de h .

Como todo tridngulo equilatero es isosceles, la altura h sobre la base b es también mediana
y, aplicando el Teorema de Pitagoras, tenemos:

b2
b =h®+ (=
“(z)

bQ
b2 e :h2
4 )
3.9 2
0 =0,
b2 _Z_‘LhQ
3 Y
2
b=—=h.
V3
Luego,
bh 1 2h h* V3 V3R

2 2 3 V3 3 3
Y entonces, el area A de un tridngulo equilatero, en términos de su altura h, es

2
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Ejemplo 42.2

Carlos invirtio $ 120,000 en dos fondos de inversion diferentes. En uno de ellos a un in-
terés simple de 4.5% por afno y en el otro a una tasa de 4% anual. Después de un ano, el

dinero obtenido por intereses en las inversiones es de $5, 250 ;Cuanto dinero invirti6 en cada
fondo?

Solucion
Debemos determinar la cantidad de dinero invertida en cada fondo.

Sea z : cantidad de dinero, en pesos, invertida en el fondo al 4.5%.

Entonces:

120000 — z : cantidad de dinero, en pesos, invertida en el otro fondo al 4%.

0.045x : cantidad de dinero, en pesos, obtenida por intereses al invertir en el fondo al
4.5%.

0.04 (120000 — z) : cantidad de dinero, en pesos, obtenida por intereses al invertir en el fondo
que produce el 4%.

Ahora, como el dinero obtenido por intereses en las dos inversiones es de $5250, entonces:

0.045z + 0.04 (120000 — z) = 5250.

Resolviendo para x la ecuacion planteada obtenemos:

0.045z + 0.04 (120000 — =) = 5250,
0.0452 + 4800 — 0.04z = 5250,

0.0052 = 450,
450

* 70,005

z = 90000.

Por lo tanto, Carlos invirtio $90, 000 al 4.5% y $30, 000 al 4%.

Ejemplo 42.3

Un hombre se aleja caminando de un poste cuya lampara estd 6 m por arriba del suelo. El
hombre tiene una estatura de 2 m. ;Cuénto mide la sombra del hombre cuando esta a 10 m
del poste?

Solucién

La figura 42.2 ilustra la situacién planteada en el problema:
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A 2 ‘

10m

Figura 42.2

Como DE | AB, aplicando el Teorema de Thales, obtenemos que A ABC ~ A DEC.
Sabiendo que los lados correspondientes de tridangulos semejantes son proporcionales tenemos
que

6 —
04+z 2
Luego,
6 2
0+z x
6x —2(10 + ) B
r(10+z)
6x — 20 — 2z
ey
(10 + )
4x — 20 =0,
4x =20,
T =5.

Y entonces, la longitud de la sombra del hombre, cuando éste dista a 10m del poste, es de
oM.

Ejercicios

1. La suma de dos ntimeros positivos es 60. Encuentre una funciéon que modele su producto
en términos de uno de los nimeros.

2. Un alambre de 10cm de largo se corta en dos trozos, uno de ellos de longitud z. Cada
trozo se dobla en la forma de un cuadrado. Halle una funciéon que modele el area total
encerrada por los dos cuadrados, en términos de x.

3. Un tridngulo is6sceles tiene un perimetro de 8 cm. Exprese el area del tridngulo como
una funcion de la longitud de la base.
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Leccion 43

Modelado mediante ecuaciones 11

Ejemplo 43.1

Se tienen 1287 ¢m? de hojalata para fabricar un envase cerrado en forma de cilindro circular
recto.

1. Disene un modelo matematico para expresar el volumen V' del envase en términos del
radio r de la base.

2. ;Para cuéles valores de r el volumen V' del envase es igual a cero?
Solucién

La figura 43.1 ilustra la situacion planteada en el problema.

Figura 43.1

1. Sean:
r : radio, en cm, de la base del envase.
h : altura, en cm, del envase.
V : volumen , en em?, del envase.

Como V = 7r?h y debemos expresar a V' en términos de r tnicamente, hallemos una
expresion para h en términos de 7.

La cantidad de material necesaria para construir el envase es igual al area superficial
del envase, es decir el area de la tapa, del fondo y el area lateral de cilindro. Luego

1287 = 27r? + 27rh.
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Despejemos h :

1287 =27r% + 27rh,
1287 — 2mr® =27rh,
1287 — 2712

2mr

64 — r?

="
T

h

Y

Sustituyendo h en V' obtenemos:

4 — 2
V = mr? <6 L > = 7r(64 — 1?).

r

Luego, el volumen V' del envase en términos de 7 es V = 7r(64 — r?).

2. Si reemplazamos V' = 0 en la expresion hallada en el numeral anterior obtenemos:

(64 — r?) =0,
mr(8 —r)(8+r) =0.

Por lo tanto r =0, r = 8 6 r = —8. Sin embargo, como r es una distancia, no tomamos
el valor de r = —8.

Entonces, el volumen es cero cuando el radio es 0 ¢m, o cuando el radio es de 8 cm.
Observemos que si el radio es 0 no hay cilindro, y si el radio es 8 em, la cantidad de
hojalata solo alcanza para hacer las dos tapas, es decir, tampoco hay cilindro.

Ejemplo 43.2

Maria emprende un viaje desde Manizales hasta Cali, ciudades que estan a una distancia de
300 km. Viaja un tramo en bus, y éste llega a la estacion de tren justo a tiempo para que
Maria contintie su viaje por tren. El bus viaja a una velocidad promedio de 40 km/h y el
tren se mueve a 60 km/h. Si el viaje completo dura 5.5 horas jcuanto tiempo pasara Maria
en el tren?

Solucién

Sea t : tiempo, en horas, que Maria viaja en tren.
Entonces,

5.5 — t : tiempo, en horas, que Maria viaja en bus.

Como
distancia = velocidad X tiempo,
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tenemos que la distancia recorrida en tren es 60t y la distancia recorrida en bus es 40(5.5—1).

Ahora, como la distancia total es 300 km, entonces

60t + 40(5.5 — ¢) =300,
60t + 220 — 40t =300,
20t =80,
t =4,

Luego, Maria viajaré 4 horas en el tren.
Ejemplo 43.3

Un cono circular recto de radio de la base r y altura h se circunscribe a una esfera de 4 cm
de radio. Exprese el volumen V' del cono circular recto en términos de h.

Solucion

La figura 43.2 ilustra la situacion planteada en el problema.

Figura 43.2

Sean
r : radio, en cm, de la base del cono circular recto
h : altura, en cm, del cono circular recto

V : Volumen , en cm?, del cono.

1 . .
Sabemos que V' = §7T7’2h. Para expresar a V' en términos de h , debemos relacionar r con h.

Si consideramos la seccion tranversal del s6lido mostrada en la figura 43.3, ADBC ~ AEOB
por el criterio de semejanza AA, ya que en toda circunferencia, el radio es perpendicular a
la recta tangente a la circunferencia, en el punto de tangencia.

203



E h
o

A DL_r__‘C

Figura 43.3

Como los lados correspondientes de triangulos semejantes son proporcionales, tenemos que

P VTR
4 h—4
Despejemos 7 :

T
4 h—4 '’
#:errh?.

Elevando al cuadrado en ambos lados obtenemos:

r?(h — 4)?
16
r?(h — 4)? =16r* + 16h?,
r*(h —4)* — 16r* =16h%,
r* [(h —4)* — 16] =16h7,
) 16h?
rt =
(h—4)? — 16

:7"2 4 h27

Sustituyendo r% en V obtenemos

1 16h2 1 16h3
V=="m|l—-r-—|h=-7|—"-75-7—]|.

3 [(h—4)2—-16 3 [(h—4)2—-16

Esta ultima ecuacion nos da V' en términos de h.

Ejercicios

1. La altura de un cilindro circular recto es cuatro veces su radio. Encuentre una funcién
que modele el volumen del cilindro en términos de su radio.

2. Un envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es de 60 pul?, tiene la forma de un cilindro
circular recto. Suponga que el costo del material para las tapas, por unidad de area, es
dos veces el costo del material para los lados. Si se sabe que el material para las tapas
tiene un costo de 200 pesos por pul?, encuentre un modelo que exprese el costo total
del material como una funcién del radio de la base del envase.

3. El volumen de un cono es 100 pulg®. Encuentre una funcién que modele la altura del
cono en términos de su radio.
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Leccion 44

Modelado mediante ecuaciones 111

Ejemplo 44.1

Fontibon queda a 10 km al norte de una carretera abandonada, que va de este a oeste y sale
de Guatavita, como se muestra en la figura 44.1. El punto de la carretera abandonada mas
cercano a Fontibon estd a 40 km de Guatavita. Los alcaldes quieren construir una nueva
carretera que una los dos pueblos. Calcularon que restaurar la carretera vieja costaria $1
millon por km, y que la construcciéon de una nueva costaria $2 millones por km. Si pretenden
invertir exactamente 68 millones de pesos, ;cuantos km de la carretera abandonada se podrian
aprovechar? ;Costaria menos que esta cantidad construir una carretera que una en forma
directa los pueblos?

F
O
A
& 10k
Qo m
G
40 km
Figura 44.1

Solucién

La figura 44.2 ilustra la situacién planteada en el problema.

¢
&x\“@
X 10

Figura 44.2

Sea x : nimero de km de carretera vieja que se podrian aprovechar.
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Entonces:

1000000z : costo, en pesos, para reconstruir el tramo de carretera abandonada.

2000000\/100 + (40 — x)2 : costo, en pesos, del tramo de carretera nueva.

Asi entonces como el dinero total a invertir es la suma de los costos de cada uno de los dos
tramos de carretera, tenemos que

(68000000) = 1000000z + 2000000\/100 + (40 — x)Q.

Resolvamos esta ecuacion para x :

(68)(1000000) =1000000 (a: + 2\/ 100 + (40 — :1:)2)

68 =z + 2v/1700 — 80z + 22
(68 — x)* =4(1700 — 80z + )
4624 — 1362 + x> =6800 — 320z + 42
3% — 184z + 2176 =0
(32 — 136) (z — 16) =0.

3r—136=0 ¢ z—16=0.
. . 3
Luego , las soluciones de la ecuacion son x = KR ~ 45.33 y x = 16.

136
r = — = 45.33 no tiene sentido para el problema ya que la distancia de G a D es de 40

km. Luego, la solucion que tiene sentido para el problema es x = 16.

Por lo tanto, se pueden aprovechar 16 km de la carretera abandonada.

Para responder a la segunda pregunta, observemos que la carretera que une directamente
los pueblos mediria, usando el Teorema de Pitagoras, v/40? + 102 ~ 41.2 km. Su costo, a
2,000,000 por km, seria de 82.5 millones de pesos, aproximadamente. Luego, costaria mas
que la cantidad de dinero disponible para la construccion de la carretera.

Nota: Una variable x se dice conjuntamente proporcional a dos variables y y z si existe una
constante k, tal que
x = kyz.

La constante k£ se denomina constante de proporcionalidad.
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Ejemplo 44.2

En una comunidad de 8000 personas, la velocidad con la que se difunde un rumor es conjun-
tamente proporcional al nimero de personas que lo han escuchado y al ntimero de personas
que no lo han escuchado. Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste circula con una
velocidad de 200 personas por hora. Encuentre un modelo que exprese la velocidad a la que
se esparce el rumor en términos del niimero de personas que lo han escuchado.

Solucion
Definicién de variables

Sean

v: Velocidad con la que se difunde el rumor.

x: Nimero de personas que han escuchado el rumor.

Como en la comunidad hay 8000 personas, entonces el niimero de personas que no han
escuchado el rumor puede expresarse como: 8000 — .

Segiin el enunciado:
v = kx(8000 — z)

Donde k: constante de proporcionalidad.

Hallemos el valor de k:

Cuando x = 20 personas tenemos que la velocidad con la que se esparce el rumor es v = 200
personas/hora. Por lo tanto
200 = 20k(8000 — 20).

Podemos entonces despejar k:

L 200 200 _ 1
©20(7980) 159600 798

Luego, el modelo que expresa la velocidad del rumor en funcién del nimero, x, de personas
que lo han escuchado es

1
v =——x(8000 — z).

798
O equivalentemente
8000 1
YT 08 T o8
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Ejemplo 44.3

Una caja abierta (sin tapa) tiene una base cuadrada y un volumen de 4000 pul®. Encuentre
un modelo que exprese el area superficial de la caja como funcion de la longitud del lado de
la base cuadrada.

Solucion

Sean:

a: Longitud del lado de la base cuadrada.
b: Altura de la caja.

V': Volumen de la caja.

A,: Area superficial de la caja.

Ay: Area de la base cuadrada de la caja.

Ay Area de los lados de la caja.

La figura 44.3 ilustra la situacién planteada en el problema.

T—a —

Figura 44.3

Para encontrar el area superficial de la caja, debemos encontrar primero el area de la base y
el area de los lados.

Ab = a2.
A; = 4ab (Cuatro rectangulos)
Asi, el area superficial de la caja abierta es

A, = a® + 4ab.

Para encontrar un modelo del area superficial en funciéon del lado de la base, es necesario
encontrar una expresion para la altura de la caja. Esto podemos hacerlo utilizando el volumen
de la caja.

V = a*b = 4000.
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Despejando b obtenemos
4000

a?

b:

Reemplazando el anterior resultado en la expresion obtenida anteriormente para A, obtene-
mos el area superficial de la caja en funcion de la longitud del lado de la base.
4000 5 16000

=a" + .
a? a

A, =a®+4a

Ejercicios

1. Una caja rectangular tiene una base cuadrada. Su altura es la mitad del ancho de la
base. Encuentre una funcién que modele su volumen en términos de su ancho.

2. Considere una esfera de radio 5 cm. Para una constante positiva 7 en el intervalo (0, 5],
considere el cono inscrito en la esfera que tiene una base de radio r y una altura h (h
depende de ), h > 5. Exprese el volumen del cono como funciéon de 7.
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Leccion 4D

Desigualdades 1

Definiciéon

Una desigualdad es una relacion de orden que se da entre dos cantidades empleando los
simbolos <, <, > y >. Cuando en una o en las dos cantidades aparece una variable decimos
que la desigualdad es en una variable.

Ejemplo 45.1

Las siguientes son desigualdades en una variable:

20 + 7 < 3,

dy +7 > 2y — 3,

(4z —1)"1 >0,

2?2 =5 +6<0.

Resolver una desigualdad en una variable es encontrar todos los valores de la variable
que hacen verdadera la desigualdad.

Al conjunto de todas las soluciones de una desigualdad se le llama conjunto solucién de
la desigualdad.

Dos desigualdades son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

Para resolver una desigualdad la transformamos en una desigualdad equivalente, en la que
la solucién es obvia, y para ello usamos las propiedades de orden de los niimeros reales, las
cuales son también validas para expresiones algebraicas:

Si A, B, C'y D son expresiones algebraicas, entonces:

1. Si a los dos lados de una desigualdad sumamos (o restamos) la misma expresion, el
simbolo de la desigualdad se conserva. Es decir, si A < B entonces A+ C < B+Cy
A-C<B-C.
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2. Al multiplicar los dos lados de una desigualdad por una expresién positiva, el simbolo
de la desigualdad se conserva. Es decir, si C' > 0y A < B entonces CA < CB.

3. Al multiplicar los dos lados de una desigualdad por una expresion negativa, la desigual-
dad “cambia de sentido". Es decir, si C' < 0y A < B entonces CA > CB.

4. Los reciprocos o inversos multiplicativos de dos expresiones positivas cambian el sentido

de la desigualdad de las respectivas expresiones. Es decir, si A >0, B>0y A< B

1
entonces — > —.
1=

B

5. Si se suman dos desigualdades del mismo sentido, el simbolo de la desigualdad se
conserva. Es decir, si A< By C < D entonces A+C < B+ D.

Estas propiedades son también validas si en vez de < tenemos los simbolos >, < 6 > .
Ejemplo 45.2

Halle los valores de z que satisfacen la desigualdad 2z +1 > 7.

Solucién
20+ 1 2>7,
2+ 1+ (=1) >7+(-1),
2x >0,
1 <2z >1 0
2 -2 7
T >3.

Luego, el conjunto solucion de la desigualdad es {r € R: 2 > 3}. Es decir, el intervalo
[3,00).

Nota:

En general una desigualdad tiene infinitas soluciones, como puede verse en el ejemplo ante-
rior.

Desigualdades lineales

Una desigualdad en una variable se dice lineal si el exponente de la variable es 1 y no lineal
cuando el exponente de la variable es diferente de 1.

Ejemplo 45.3

Resuelva las siguientes desigualdades lineales.
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1. 6 —2 <22 +09.

2. =3<5 -2z <T.

5 1 < 4 — 3z - 1
2~ 5 4’
Solucion

1. En este caso,

6 —z+x<2xr+9+ux,

6 <3z +9,
6—9<30+9—09,
—3 <3z,
1 1
)1 (=< [ =
(3)co=(5) e,
—1 <x.

Luego, el conjunto solucion es {x € R : 2 > —1}, es decir, el intervalo [—1, c0) .

2. Primera desigualdad: —3 < 5 — 2.

-3 <5 — 2z,
2x <5+ 3,
2x <8,

x <4.

Segunda desigualdad: 5 — 2x < 7.

5—2x <7,
5— T <2x,
—2 L2z,

-1 <x.

Asi, el conjunto solucion es
{reRiz<dy —1l<z}={zeR:-1<z<4}.

Es decir, el intervalo

(—1,4).
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3. Tenemos que,

1 4 — 3z 1
(D) < (=
5 5)

_t < 4 e
5 < 3z <4,
—g—4§4—3x—4 <§—4,
13 11
_" <« _ -
;S T 1
13 1 1 11
13> >11
6 = 12’
es decir
11< <
2 "=

Luego, el conjunto solucién es el intervalo
11 13| R 11 ez < 13
AN R G R

Ejercicios
Resuelva las siguientes desigualdades

1. 2<3—-x<2

5 2 1 >1+
- T > =+
3 2 76
3. 1 <3z +4<16.

1 2xr—13 2
4. - < < -.
6 12 3
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Leccion 40

Desigualdades 11

Desigualdades no lineales

Para resolver este tipo de desigualdades procedemos en forma similar a como lo hacemos en
ecuaciones, es decir, aplicamos propiedades y realizamos operaciones hasta tener 0 a un lado
de la desigualdad, y el otro lado factorizado, y resolvemos la desigualdad teniendo en cuenta
las “leyes de signos”. Sean a,b y ¢ nimeros reales:

e Si(a<0yb<0),0(a>0yb>0)entoncesab>0y —>0sib#0.

e ole

e Si (a>0yb<0)o(a<0yb>0)entoncesab<0y - <0sib#D0.

e abc > 0 si los tres factores son positivos, o si uno de ellos es positivo y los otros dos son
negativos.

e abc < 0 si los tres factores son negativos, o si uno de ellos es negativo y los otros dos
positivos.

Ejemplo 46.1
Halle el conjunto solucion de la desigualdad 22 < x + 2.

Solucién
1. Realizamos operaciones hasta tener 0 a un lado de la desigualdad:

2—r—-2<0

2. Factorizamos el lado izquierdo:
(x—2)(x+1) <0

3. Debemos hallar los valores para los cuales el producto de x —2 y z + 1 es menor que 0.

Para ello primero ubicamos sobre la recta real los niimeros para los cuales uno de los
factores es 0, en este caso: © =2y x = —1 (ver figura 46.1), que definen los intervalos
<_OO7 _1>7 (_]—7 2) y (27 OO)
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-1 2

Figura 46.1

Y

Luego analizamos sobre la recta real los signos de cada factor en cada uno de estos
intervalos y con base en ellos determinamos el signo del producto y el intervalo donde
dicho producto es negativo, como se muestra en la figura 46.2.

1 2 .
Signo de (x-2) - - +
Signode (x +1) - + +
Figura 46.2

4. Finalmente analizamos si los extremos del intervalo satisfacen la desigualdad.
En este caso x = 2 y x = —1 no satisfacen la desigualdad ya que hacen cero el producto.
Luego, el conjunto solucién de la desigualdad 2? <z +2es {r e R: -1 <z < 2}, que
es el intervalo (—1,2).

Ejemplo 46.2

Resuelva la desigualdad
3+ S

3—x —

Solucién

1. Realizamos operaciones hasta tener 0 a un lado de la desigualdad.

3—|—a:>1’
3—x —
3+x
—1>0
3—=x -
2x
>0.
3—x —

2. Ubicamos sobre la recta real los niimeros que hacen 0 el numerador o el denominador,
es decir x = 0 y & = 3, que definen los intervalos (—o0,0), (0,3), (3,00). Analizamos
sobre la recta real el signo del numerador y del denominador en cada uno de estos
intervalos y con base en ellos determinamos el signo del cociente y el intervalo donde
el cociente es positivo. Como se muestra en la figura 46.3
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Y

Signo de 2x - + +
Signo de3-x + + Po-
) X : :
Signo de E ; + ;
Figura 46.3

3. Analizamos si los extremos satisfacen la desigualdad.
Si x = 3 el cociente no esta definido por lo tanto 3 no hace parte del conjunto solucion.
Ahora, si z = 0,

2-0
——=02>0
3—0 -

o sea que x = 0 satisface la desigualdad.

Luego, el conjunto solucion de la desigualdad es
{reR:0<2<3}.

Es decir, el intervalo

[0,3).

Sobre la recta, la solucién se representa como se muestra en la figura 46.4

ST -
0 3
Figura 46.4

Ejemplo 46.3

Encuentre los valores de = que satisfacen la desigualdad:

Y
oy

| R

r+1
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Solucién
T 5

2 z+1
r(r+1)—10—-8(z + 1)
2(x +1)
x2+x—10—8m—8>0’

2(x+1) -
x? —Tr — 18

2 +1) —7

(x —9)(z +2) 0.
2x+1) —

—4 >0,

>0,

xr =9y x = —2 hacen cero el numerador y x = —1 hace cero el denominador. Estos tres
nimeros determinan los intervalos

(—00,—2),(—2,-1),(=1,9) vy (9, 00).

Con ayuda de la figura 46.5, analizamos sobre la recta real los signos de los factores del
numerador y del denominador, y con base en ellos determinamos déonde el cociente es posi-
tivo.

-2 -1 9 o
Signodex-9 - — — +
Signo de x +2 - + + +
Signodex +1 - — + +
E L= R
Figura 46.5

Luego, el cociente es positivo si —2 <z < —1 osix > 9.

Veamos si los extremos de los intervalos satisfacen la desigualdad:

Si x = —2 el numerador es igual a 0 y el denominador es diferente de 0 entonces © = —2 si
satisface la desigualdad.

Similarmente comprobamos que z = 9 satisface la desigualdad.

Si z = —1 el numerador es diferente de 0, pero el denominador es 0, es decir, para x = —1
el lado izquierdo de la desigualdad no tendria sentido, luego, este valor de x no satisface la
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desigualdad.

Entonces x satisface la desigualdad si
r € ([-2,-1)U[9,0)),
es decir,
{reR:2<z<-16x>9}=[-2,-1)U[9,00)

es el conjunto solucion de la desigualdad.

Ejercicios

Resuelva las siguientes desigualdades.
1. 22452 +6 > 0.

2. 2% —4dx > 0.
2x+6<0‘
r—2 =

4. z* > 22,

3.
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Leccion 47

Desigualdades II1

Ejemplo 47.1

Encuentre la solucion de la desigualdad

202 + 2+ 10 > 0.

Solucién

Calculemos el discriminante de la expresion cuadratica del lado izquierdo de la desigual-
dad.
b —dac=1*—-4-2-10=-79 < 0.

Luego 222 4+ x + 10 nunca es cero, lo cual implica que 222 4+ x + 10 siempre tiene el mismo
signo para cualquier valor de x € R. En particular, para = 0 vemos que

2(0)* + (0) + 10 > 0.

Por lo tanto, 222 + z + 10 > 0 para todo x € R, y asf el conjunto solucién de la desigualdad
dada es R.

Ejemplo 47.2
Resuelva la siguiente desigualdad.

52° + 3z > 327 + 2.
Soluciéon

Simplifiquemos la expresion de tal forma que en el lado derecho quede solamente 0 y luego
factoricemos.

522 — 32% + 3z — 2 >0,
222 + 3z — 2 >0,
(22 — 1) (z +2) >0.

1
El lado izquierdo de la desigualdad es cero si x = 3° si x = —2. Tales valores determinan

nn () (4)
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Analizamos sobre la recta real (ver figura 47.1) los signos de los factores 2z — 1y x+2 y con
base en ello determinamos el signo de la expresion.

2x=1 =—=-====|------- +H++++
< >
X+2 memaaa- +H+++H+ |+
b - - - -
-2 1
2
Figura 47.1

Luego, la expresion es positiva si x < —2 6 > %

Veamos si los extremos de los intervalos satisfacen la desigualdad.
Si x = —2, entonces (2x — 1)(z +2) = 0.

Si z = 1, entonces (2z — 1)(z 4 2) = 0.

Entonces x satisface la desigualdad si

Asi, el conjunto solucién es (oo, —2] U [%, oo).

Ejemplo 47.3

Resuelva la desigualdad

ac—|—2<a:—1
x+3 -2

Solucién

Simplifiquemos la expresion de modo que en el lado derecho quede solamente 0.
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r+2 x-—1

— <0
r+3 -2

(x+2)(x—2) — (x —1)(x + 3)
<0,

(x 4+ 3)(x —2)

22 —4—2> -3z +x+3

<0,
(x4 3)(x —2)
—2x —1

<0,

(x+3)(x—2)
20 +1 -0
(x+3)(x—2)

En la expresion anterior z = —%, xr = —3y x = 2 hacen cero al numerador o al denominador

y determinan los intervalos

(=00, —3), (-3, —%) | (_%,2) (2, 00).

Analizamos sobre la recta real los signos de los factores del numerador y del denominador y
con base en ellos determinamos donde el cociente es positivo, como se muestra en la figura
47.2.

2x+1 ==------|-=--==--- +t+++++ [ ++H++++
x+3 ------- +4+++++ [+ [+
X—2 c--ccce|em e e e e m e m - ++++++
= + = +
-3 1 2
2
Figura 47.2

Luego, la expresion es positiva si —3 < x < —% osix>2.
Veamos si los extremos de los intervalos satisfacen la desigualdad.

Si x = —3, el numerador es distinto de 0, pero el denominador es 0, es decir, si x = —3 el lado
izquierdo de la desigualdad no tendria sentido; luego este valor no satisface la desigualdad.

Similarmente se muestra que x = 2 no satisface la desigualdad.

Sixz= —%, el numerador es 0 y el denominador es diferente de 0, de modo que este valor no
satisface la desigualdad.
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Entonces x satisface la desigualdad si

T € (—3,—%) U (2, 00).

Asi, el conjunto solucion es (-3, —1) U (2,00).

Ejemplo 47.4

Resuelva la desigualdad

1+1<O
x+1 x+2 7

Solucién

Simplifiquemos la expresion.

1
<0,
x+1+x+2_

(z+2)+ (x+1)
GrDat2 =V
20+ 3
GrDr2) =

En la expresion anterior x = —%, xr = —1yx = —2 hacen cero al numerador o al denominador
y determinan los intervalos

() (G

Analizamos sobre la recta real los signos de los factores del numerador y del denominador y
con base en ellos determinamos doénde el cociente es negativo, como se muestra en la figura

47.3.

2+3 mmmmmm o] mm e e o Fht |
B i I +H+++++
X+2 —meao- R AR SR S S (R NS A [P PAAp
- + - +
-2 3 -1
2
Figura 47.3

Luego, la expresion es negativa siz < —2o0si —2 <z < —1.
go, p g B

Veamos si los extremos de los intervalos satisfacen la desigualdad.
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Six = —2, el numerador es distinto de 0 pero el denominador es 0. Es decir, si x = —2 el lado
izquierdo de la desigualdad no tendria sentido; luego este valor no satisface la desigualdad.

Similarmente se muestra que x = —1 no satisface la desigualdad.

Siz = —% el numerador es 0 y el denominador es diferente de 0, de modo que este valor

satisface la desigualdad.

Entonces x satisface la desigualdad si

T € (—00,—2) U {—5 —1>.

2’

Asi, el conjunto solucién es (—oo0, —2) U [—3, —1).

Ejercicios

Resuelva las siguientes desigualdades.

z+1

1. -2< .
r—3
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Leccion 48

Desigualdades que involucran valor absoluto

Con base en la definiciéon de valor absoluto, para a € R, a > 0, podemos concluir lo siguiente.

1. El conjunto solucién de la desigualdad |z| < a es el conjunto de todos los valores de x

tales que la distancia entre z y cero, en la recta numeérica, sea menor que a (ver figura
48.1).

Figura 48.1

Tal conjunto es el conjunto de los x tales que
—a<z<a.

De esta forma, |z| < a es equivalente a —a < z < a.
2. En forma similar al numeral anterior, |z| < a es equivalente a —a < z < a.

3. El conjunto solucion de |z| > a es el conjunto de todos los valores de x tales que la
distancia entre x y cero, en la recta numérica, sea mayor que a (ver figura 48.2).

-a 0 a x

Figura 48.2

Tal conjunto es el conjunto de los x tales que
r>a o x<—a.

De esta forma, |z| > a es equivalente a x > a 0 z < —a.

4. En forma similar al numeral anterior |z| > a es equivalente a z > a 6 ¢ < —a.
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Interpretacion geométrica

Sean a,c € R, con a > 0. Si ubicamos a c en la recta real v tomamos a unidades a la derecha
b )
y a la izquierda de ¢, entonces:

|z — ¢| < a es el conjunto de todos los ntimeros reales cuya distancia a ¢ es a lo sumo a, como
se ilustra en la figura 48.3

| a a |

|x-cl|

R

c-a c x cta

Figura 48.3

|z — ¢| > a es el conjunto de los ntimeros reales cuya distancia a ¢ es al menos a, como se
muestra en la figura 48.4.

jx-c] |
—* i
e | o —
c-a c cta X
Figura 48.4
Ejemplo 48.1
Resuelva las desigualdades:
1 2
Llz—5<3 2 |22 >4 3 |22 o
2 r—3

Solucién

e Los valores de x que satisfacen |x — 5| < 3, son todos los ntumeros cuya distancia a 5
es a lo sumo 3.

Si ubicamos 5 en la recta real y luego tomamos 3 unidades tanto a la derecha como a la
izquierda de 5, vemos que todos los puntos en el intervalo [2, 8] satisfacen la desigualdad
(ver figura 48.5).

I 3 | 3 |
| | |
. , . -
2 5 8
Figura 48.5
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Observemos que |z — 5| < 3 es equivalente a
—3<r-5<3
y al solucionar esta desigualdad obtenemos
2<z<8.

Lo cual concuerda con la interpretacion geométrica.

r+1] |z +1
2 | 2
De esta forma debemos solucionar la desigualdad

e Como

|z + 1]
— >4
2
la cual, a su vez, es equivalente a
|z + 1| > 8.

Los valores de x que satisfacen esta desigualdad son aquellos cuya distancia a —1 es
mayor que 8.

Si ubicamos —1 en la recta real y tomamos 8 unidades a la derecha y a la izquierda de
—1, vemos que todos los © > 7 o los x < —9 satisfacen la desigualdad, como se muestra
en la figura 48.6.

| [x - (-1)| )
[ [
e —
-9 -1 7 x
Figura 48.6

Observemos que también podriamos haber concluido esto teniendo en cuenta que |z +
1| > 8 es equivalente a
r+1<-8 o z+1>8,

que tiene por solucion x < —9 o x > 7. Por lo tanto el conjunto solucion de la
desigualdad es

Su representacion grafica puede verse en la figura 48.7.

LU 1 (IR —
IEARRRRRRRARERRRRAR] T ARRRRRRRRRRRARARRAR R

-9 0 7

Figura 48.7

e Sabemos que
T+ 2

r—3

<
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es equivalente a
T+ 2

z—3
Por lo tanto se deben satisfacer simultaneamente las desigualdades

-5 < < 5.

:c—|—2> 5 T+ 2
z—3 S r—3

< b.

Resolvamos la primera desigualdad.

T+ 2

r—3

T+ 2

z—3

r+2+bxr—15
z—3

6x — 13

r—3

> — 5,

+5>.0

>0,

>0

Los valores que hacen cero el numerador o el denominador del lado izquierdo de la

desigualdad son z = 5 y z = 3. Estos valores determinan los intervalos

(=2 (2) o

Analizamos sobre la recta real el signo del numerador y del denominador en estos

intervalos, y con base en ellos determinamos en cuéles intervalos el cociente es positivo
(ver figura 48.8).

6 3 .
Signo de (6v-13) - + 0+
Signo de (x-3) - - +
. bx-13
Signo de 3 + +
Figura 48.8

Luego, el cociente es positivo si x >3 6 x < 5

Analizamos los extremos de los intervalos: * = — hace 0 el numerador, entonces no es

solucion de la desigualdad, y = 3 hace cero el denominador y en ese caso la expresion
6z — 13

xr —

no tendria sentido, luego no es soluciéon de la desigualdad.
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Entonces el conjunto solucion de la desigualdad es

(—oo, %) U (3, 00).

Resolvamos ahora la segunda desigualdad.

T+ 2
z—3
T+ 2

—5<0
x—3 ’
r+2—5x+15

r—3
—4x + 17
r—3

Los valores que hacen cero el numerador o el denominador del lado izquierdo de la

<H,

<0,

<0.

desigualdad son t =3y x = T Estos valores determinan los intervalos

(1) ().

Analizamos sobre la recta real el signo del numerador y del denominador en estos
intervalos, y con base en ellos determinamos en cuales intervalos el cociente es negativo.

; T
Signo de (-4x +17) + + _
Signo de (x- 3) - | + | +
B
Figura 48.9

. o ) 17
Luego, el cociente es negativo si x < 3 6 x > R

Puede verse facilmente que r =3 y x = — Do son soluciones de la desigualdad.

Entonces el conjunto soluciéon de esta desigualdad es

(—00,3) U (%oo) |

Debemos ahora analizar cuales valores de x satisfacen simultaneamente las dos desigual-
dades, es decir, debemos hallar

(=)o ()]
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Como se muestra en la figura 48.10

13 17

6 3 4 o

: ; ; 13
 Em— ; —(-oo,7)U(3,oo)
- (0,3 U (G, )

: - - 13
Y : Wﬁ%ﬁ»(—w,T)U(%,w}

Figura 48.10

Entonces los valores de x que satisfacen simultaneamente estan en

13 U 17
—00, — —, 00
Y 6 4 Y
que es entonces el conjunto solucion de la desigualdad inicial.

Ejercicios

Resuelva las siguientes desigualdades.
1. |2—-5z| < 7.

1
9 x +

B

3. 34 |22 + 4] <6.
x ‘ 3
<

2w+ 1|~ 4
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Leccion 49

Funciones 1

Definiciéon

Sean A y B conjuntos. Una funciéon f de A en B es una regla que asigna a cada elemento
r € A exactamante un elemento y € B. El elemento y € B, se denota por f (x), y decimos
que f(x) es la imagen de x bajo f, o que f(x) es el valor de f en z. La variable x se
llama variable independiente y la variable y se llama variable dependiente (puesto
que su valor depende de z).

Notacion: Si f es una funciéon de A en B, también escribimos f: A — Bo A EN B, o0 mas
explicitamente

f:A—B
Ejemplo 49.1

Consideremos los siguientes conjuntos:
A=H{0,1,2,3,4}, B = {10,20,30},
C ={5,6,7,8}, D ={40,50,60}.

Figura 49.1

Si f vy g son las reglas definidas mediante los diagramas de la figura 49.1, tenemos que: f
asigna a cada valor del conjunto A un sélo valor del conjunto B, luego f es una funcion de
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A en B, pero como g asigna al nimero 5 dos valores distintos 40 y 50 del conjunto D, g no
es una funcién de C' en D.

Dominio y rango de una funcién

Si Ay B son conjuntos y f es una funcién de A en B, el conjunto A se llama dominio de
la funcién y se denota por Dy. El rango de f , denotado por Ry, es el conjunto de todos los
valores posibles de f (z) cuando x toma todos los valores en el dominio, es decir,

Ry ={f(x)/ =€ Dy} .
Cuando no se especifica el dominio de una funcién f, éste se toma como el subconjunto mas

grande de R para el cual la expresion f(z) existe (o tiene sentido).

Una funcién como una maquina

Podemos interpretar una funciéon f de A en B como una maquina f que recibe elementos x
de A y los transforma en elementos f(x) de B, como se ve en la figura 49.2

[ 7 1
entrada @ SJ;(;; a
Figura 49.2

Ejemplo 49.2

Sea f la funciéon definida por f (z) = 2z. Si entra x = 5, la maquina f lo multiplica por 2
y arroja y = f(5) = 10, como lo ilustra la figura 49.3.

x=5 f(5)=10

Figura 49.3

x =5 es un elemento del dominio de f y f(5) = 10 es un elemento del rango, ya que 10 es
la imagen de 5 mediante f. Claramente, la “maquina”’ f acepta cualquier nimero real como
entrada, por lo tanto, el dominio de f es R.

Un ntmero es elemento del rango si es el doble de un nimero real, es decir, si es imagen de
su mitad. Luego, el rango de f es R.

Si f es una funcién de A en B, y tanto A como B son subconjuntos de R, decimos que f es
una funcién real de variable real.

En adelante trabajaremos con funciones reales de variable real.

234



Evaluacion de una funciéon

Evaluar una funciéon en un nimero es hallar el valor de la funciéon en ese nimero. Para
ello se reemplaza la variable independiente por ese punto y se calcula el valor de la variable
dependiente, es decir, se encuentra el valor de f en dicho punto.

Ejemplo 49.3

Sea f (z) =5z + 1.
Para evaluar f en 3 escribimos f(3) =5-3+ 1 = 16.
Y entonces f de 3 es igual a 16, es decir, 16 es la imagen de 3 bajo la funciéon f.

Claramente el dominio de f es R ya que la expresion 5z + 1 esta definida para cualquier
nimero real.

Ejemplo 49.4

Sea f (z) = 42 + 5. Calcule

, si a y h son nimeros reales y h # 0.

fla+h)—f(a)
h

Solucién
Primero, evaluemos f en a y en a + h, es decir, hallemos f (a) y f(a+h):
f (a) = 4a* + 5a ;
fla+h)=4(a+h)’+5(a+h)

=4 (a® 4 2ah + h?) + 5a + 5h
= 4a® + 8ah + 4h* + 5a + 5h .

Luego, realizamos las operaciones indicadas:

fla+h)—f(a) 4a®+8ah+4h® + 5a + 5h — (4a® + 5a)

h h
_ 4a* + 8ah + 4h* + 5a + 5h — 4a* — 5a
N h
_ 8ah +4h* 4 5h
N h
_ h(8a+4h +5)
B h
= 8a + 4h + 5.
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Determinacion del dominio de una funcién

En los ejemplos anteriores fue facil determinar el dominio de la funcion, ya que las reglas que
definfan las funciones tenfan sentido para todos los ntimeros reales, pero hay otras funciones
como las que involucran radicales o cocientes, que no estan definidas para todo = € R.

Recordemos que las expresiones fraccionarias no estan definidas para los valores que hacen
0 el denominador, y las expresiones que involucran raices pares soélo tienen sentido para los
valores que hacen positiva 6 0 la cantidad subradical.

Ejemplo 49.5

Halle el dominio de la funciéon f definida por

Solucién
Para que la expresion tenga sentido, el denominador debe ser diferente de 0. Entonces el
dominio de f es
Dy={x€eR/92°—4+#0}.
Los valores x para los cuales 922 — 4 = 0 estan excluidos del dominio:

0=922—4=(32z+2)(3z — 2)

d3x+2=0 6 3x—-2=0

Por lo tanto, el dominio de f es

Df:{xeR/x%—gyx%g}

(= -5 6~)
R-{-221
U]
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Ejemplo 49.6

Halle el dominio de f (z) = V16 — 422

Solucion

Dy ={zeR/16—4z* > 0}.

Y estos valores los hallamos resolviendo la desigualdad

Como se ilustra en la figura 49.4,

-2 2 o
Signo de (2 +x) - + +
Signo de 2 - x) + + —_
Signo de (2 +)(2 - ) - A
Figura 49.4
Luego,

Di={reR/ —-2<z<2}=[-2, 2|.

Ejercicios

flat+h) = f(@)

1. Para cada una de las siguientes funciones, calcule el valor de Y

@) (@)= .

(b) f(z) = va?+1.

2. Encuentre el dominio de las siguientes funciones.
r—1

(a) f(x) = FTE——

(b) g(z) = \/m-
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Leccion 90

Funciones 11

Plano cartesiano

Un sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas, llamado también plano cartesiano
o plano xy, esta formado por dos rectas coordenadas perpendiculares (rectas reales,
usualmente una horizontal y la otra vertical), llamadas ejes coordenados, que se interceptan
en un punto llamado origen.

La recta horizontal se llama eje x y la recta vertical eje y. Generalmente se escoge la direccion
positiva del eje x hacia la derecha y la direcciéon positiva del eje y hacia arriba.

Los ejes con sus direcciones dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes (ver
figura 50.1).

CUADRANTE CUADRANTE
I I

CUADRANTE CUADRANTE
mr v

Figura 50.1

A cada punto P del plano le corresponde una pareja de numeros reales (a,b), donde a es
el punto de corte sobre el eje x de la recta perpendicular a este eje, que pasa por el punto
(a,b), y b es el punto sobre el eje y del corte de la perpendicular a este eje, que pasa por
(a,b). Los ntimeros a y b se llaman componentes o coordenadas de (a,b) en z y en y
respectivamente.
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Reciprocamente, todo par ordenado (a,b) se representa mediante un punto P que es la
interseccion de las rectas perpendiculares a los ejes coordenados que pasan, por a en el eje
x,y por ben el eje y, respectivamente.

Es decir, los elementos de

R*={(z,y) |z €R, y R}
estan en correspondencia biunivoca con los puntos del plano cartesiano, y por ello escribimos
P = (a,b), en vez de “P es el punto cuyo par de coordenadas es (a,b)”.

Ejemplo 50.1

Ubique los puntos P = (=3,4), @ = (—1,-2), R = (2,5) y S = (3,—3) en el plano
cartesiano.

Solucién

Para representar el punto P en el plano debemos movernos tres unidades a la izquierda con
respecto al origen y cuatro unidades hacia arriba en forma paralela al eje y. Notemos que el
punto P pertenece al segundo cuadrante.

Para representar el punto () nos movemos una unidad a la izquierda con respecto al ori-
gen y dos unidades hacia abajo en forma paralela al eje y; el punto () pertenece al tercer
cuadrante.

Para representar el punto R nos movemos dos unidades a la derecha con respecto al origen
y cinco unidades hacia arriba en forma paralela al eje y; el punto R pertenece al primer
cuadrante.

Finalmente, para representar el punto S nos movemos tres unidades a la derecha con respecto
al origen y tres unidades hacia abajo en forma paralela al eje y; el punto S pertenece al cuarto
cuadrante.

La figura 50.2 nos muestra la ubicacién de estos puntos en el plano cartesiano.

Figura 50.2
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Grafica de una funcién

Definiciéon
Si f es una funcién con dominio A, la grafica de f es el conjunto de pares ordenados

{(z, f(2))/xeA}.

Se puede interpretar el valor de f(z) (cuando éste es positivo), en la grafica, como la altura
de ésta arriba del punto x, como se ve en la figura 50.3

fo) | T
f@| o fafan

Y
R

a b

Grdfica de una funcién f

Figura 50.3

Observamos que la grafica de f es un subconjunto del plano cartesiano R2

Prueba de la recta vertical

Una curva en el plano zy es la grafica de una funcion si y soélo si ninguna recta vertical corta
la curva més de una vez.

Ejemplo 50.2

Consideremos las siguientes curvas de la figura 50.4, en el plano xy y veamos si corresponden
a graficas de funciones.
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Y

AR N o
N

el

(a) No corresponde a la gra- (b) No corresponde a la grafica de (c) Si corresponde a la gra-

fica de una funcién ya que una funcién ya que existen rec- fica de una funcién ya
existen rectas verticales que tas verticales que cortan la curva que cualquier recta vertical
cortan la curva en dos pun- en tres puntos distintos. corta la grafica a lo sumo
tos distintos en un punto.
Figura 50.4
Distancia

La distancia entre dos puntos P = (x1,71) y @ = (x2,y2) del plano, denotada por d(P, @),
es la longitud del segmento de recta que los une, y estéd dada por

d(P.Q) = /(2 = 21)* + (2 — 1)

Ejemplo 50.3
. Cual de los puntos A = (—6,3) 6 B = (3,0) estd més cercano al punto C' = (—2,1)?
Solucién

Calculamos la distancia de los puntos A y B al punto C

d(A,C) = \/(—6 — (=2 +(3-1)2 =16+ 4 = V20,
d(B,C) =+/(3—(-2))2+ (0—1)2 =25+ 1 = V26.

Luego, d(A,C) < d(B, (), entonces el punto A estd méas cercano al punto C.

Ejercicios

3 1
1. Ubique los puntos P = (2,—-3), Q = (—g, 6) y S = (\/5, 5) en el plano cartesiano.

2. Dados los puntos en el plano cartesiano, de la figura 50.5, encuentre sus coordenadas.
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Figura 50.5

3. i Cuales de las curvas de la figura 50.6 representan la grafica de una funcién?

y
2
a/\
rzasa

|

(a) (b) (c)
Figura 50.6

4. Demuestre que el tridangulo cuyos vértices son P = (—2,1), @ = (1,5) y S = (4,1) es
un triangulo isosceles.
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Leccion D1

Funciones 111

Funciones lineales

Una funcioén lineal es una funcion de la forma f (z) = mx + b, donde m y b son constantes.
Se llama lineal porque su grafica es una linea recta, en el plano R2.

La constante m se llama pendiente de la recta, y es la tangente del angulo de inclinacién de
la recta (dngulo que forma la recta con el semieje x positivo, medido en sentido antihorario,
desde el semieje x positivo hasta encontrar por primera vez la recta). La constante b es la
coordenada del punto donde la recta intercepta el eje y, que corresponde al punto de la recta
para el cual x es 0.

Usualmente, lo anterior se simplifica diciendo que y = f (x) = mz + b es una ecuacion de
una linea recta con pendiente m, que intercepta al eje y en el punto (0,b). Esta ecuacion se
conoce con el nombre de ecuaciéon de la recta en la forma pendiente intercepto.

Sabemos que en el plano una linea recta estd completamente determinada por dos puntos
distintos.

Si una recta pasa por los puntos P = (z1,y1) y @ = (%2,¥2), 1 # x2, podemos demostrar
que la pendiente m de dicha recta esté dada por

Y2 — Y1
m = )
To — X7

La pendiente es la razon entre el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal,
cuando pasamos de un punto a otro sobre la recta.

desplazamiento vertical

B desplazamiento horizontal
La figura 51.1 ilustra estos conceptos.
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Desplazamiento
vertical

0b)

Desplazamiento
horizontal

Figura 51.1

Recta y =mx +b

Y2 — W

_ T2 — X1

Angulo de inclinacion: a  (m = tan«)
Interseccion con el eje y: (0,b)

Pendiente: m =

Si una recta pasa por los puntos P = (z1,y1) vy @ = (22,92), donde x; # x5, una ecuacion
para dicha recta es

Y2—U
y—mn= ($_x1>7
T2 — X1
que es equivalente a y = mx + b, con m = yQ—yl’yb:yl_ 92—3/1%.
Tz — 21 To — I

Siempre podemos escribir la ecuacién de una linea recta en el plano en la forma

ar + by + ¢ = 0,con a,b y c constantes.

Esta tltima ecuacion se conoce con el nombre de forma general de la ecuacion de la recta en
el plano.

Notemos que el dominio de la funciéon lineal es el conjunto de los ntimeros reales, y su rango
serd R 6 un namero.

Ejemplo 51.1
Consideremos la recta L : f(x) = 3z — 2.
La grafica es el conjunto de puntos (z,y) € R? tales que y = f(z) = 3z — 2, para todo x € R,

o sea, el conjunto de todos los puntos de la forma (z,3z — 2) para todo = € R. Esta grafica
(ver 51.2) corresponde a una linea recta que tiene pendiente m = 3y corta el eje y en (0, —2).
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Como sabemos que la recta pasa por el punto (0, —2), para graficarla necesitamos otro punto
que podemos obtener hallando el valor de y para un valorde x # 0. Sizx =1,y =3(1)—2=1
y entonces el punto (1,1) esta sobre la recta y la grafica es la linea recta que pasa por los
puntos (0,—2) y (1,1).

Figura 51.2

Como la pendiente de la recta es 3, si consideramos dos puntos diferentes sobre la grafica y
medimos el desplazamiento vertical entre ellos, éste es el triple del desplazamiento horizontal.

Ejemplo 51.2
Halle la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0,—1) y (1,1).
Solucion

Primero calculamos la pendiente m de la recta y = ma + b empleando los puntos (x1,y;) =
(07 _1) y (37273/2) = (17 1)

To — X1 1-0 .

m

Para obtener b basta con reemplazar cualquiera de los puntos en la ecuacién, es decir, reem-
plazando (por ejemplo) el punto (z1,y;) = (0, —1) en la ecuacion y = 2x + b, obtenemos que
—1=2(0) + b, b = —1. Concluimos que la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos
es y = 2z — 1. Su grafica se puede apreciar en la figura 51.3.
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Figura 51.3

Notas

1. La pendiente no esté definida para rectas verticales, ya que dos puntos cualesquiera sobre
una de estas rectas tienen la misma componente en x. La ecuaciéon de una recta vertical es
de la forma x = b, donde b es una constante.

2. La pendiente de una recta horizontal es siempre igual a 0. ;Por qué?
Ejemplo 51.3

La ecuacion y = f (z) = 2 corresponde a una recta con pendiente m = 0 y corta el eje y en
el punto (0,2). Su gréfica (ver figura 51.4) es el conjunto de puntos (z,y) € R?, tales que
y = 2, que es una recta horizontal, ya que para cualquier valor de z, y = 2.

Claramente, el dominio de la funcién definida por la ecuacion y = 2 es R, pero el rango se
reduce al conjunto cuyo tnico elemento es 2.

y

-1

Figura 51.4

Rectas paralelas y perpendiculares

Sean L y Ly dos rectas distintas no verticales, con pendientes m; y ms, respectivamente.

Decimos que Lj y Ly son paralelas y escribimos L; || Lo, si tienen el mismo angulo de
inclinacién, o, equivalentemente, si tienen la misma pendiente.

Ll || L2 si y s6lo si mip = Maoy.
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Decimos que L; y Lo son perpendiculares, y escribimos L; L L, , si se cortan formando
cuatro angulos rectos, o equivalentemente, si el producto de sus pendientes es igual a —1.

L1 1L Ly siyso6losi my-my=—1.

Para las rectas verticales, el paralelismo y la perpendicularidad, se definen sblo con las rela-
ciones entre angulos.

Ejemplo 51.4

Halle la ecuacion de la recta que pasa por (2, —12) y es perpendicular a la recta que pasa por
(L1)y (5,-1).

Solucién

Notaremos por m; y b; la pendiente y el intercepto con el eje y de la recta que queremos
hallar, respectivamente; es decir, L; : my; = + b;. Ahora, calculamos la pendiente msy de la
recta Ly : y = mg x + by empleando los puntos (z1,y1) = (1,1) y (22, y2) = (5, —1):

o —-1-1 1
ETETT Ty
Sabemos que L; L Lo si my-mg = —1, esto es
1 1
_——:——:2
mi - _1
2

Asi Ly : y =2 x+ b;. El valor de intercepto b; se obtiene al reemplazar el punto (2, —12)
en la recta, es decir —12 = 2(2) 4 b;. Por lo tanto, la ecuacion de la recta es y = 2 = — 16.

Ejercicios

Calcule la ecuacion de la recta que cumpla las condiciones dadas.
1. Pasa por (—2,4) y tiene pendiente —1.
2. Pasa por (—1,—-2) y (4,3).

3. Cruza el eje y en y = 6 y es paralela a la recta 2x + 3y +4 = 0.

1 2
4. Pasa por (5, _5) y es perpendicular a la recta 4z — 8y = 1.
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Lecciéon D2

Sistemas de ecuaciones lineales 2x2

Definciéon

Un sistema de ecuaciones lineales en dos variables es un sistema de la forma

{alx +by=c, (52.1)

asx + bay + co

donde a1 by, 1. ag, by y o son constantes (cantidades conocidas) y = y y son las variables o
incognitas (cantidades desconocidas).

En este caso, las graficas de las ecuaciones del sistema son lineas rectas, llamémoslas L y
L. El conjunto solucién del sistema es la interseccion de Ly y L.

Para dichas rectas L; y Ly se da una y s6lo una de las tres posibilidades siguientes (ilustradas
en la figura 52.1):

1. Ly y Ly se cortan en un dnico punto.
2. Ly y Lo son paralelas.

3. Ly y Ls son coincidentes.

Y
Y y
L1 L2 L A

L2

V=
®
\

(a) Ly y Lo se cortan en (b) L1 y Lo son parale- (¢) L1 y Lo son coinci-
un Unico punto las dentes
Figura 52.1

De lo anterior podemos afirmar que si a; # 0 6 by # 0y as # 0 6 by # 0, para el sistema de
ecuaciones lineales (52.1) se da uno y s6lo uno de los siguientes casos:
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1. El sistema tiene solucién tnica, y es el punto de interseccion de las rectas Ly y Lo.

2. El sistema no tiene solucién.

3. Elsistema tiene infinitas soluciones, siendo su conjunto solucién una linea recta. Cualquiera

de las dos ecuaciones del sistema es una ecuacion para dicha recta.
Ejemplo 52.1

En el siguiente sistema de ecuaciones en las variables x,y

3 — 2y = -2
{ brty=1 (52.2)

el par ordenado (0,1) es una solucion del sistema, ya que (0,1) es soluciéon de cada una de
las ecuaciones del sistema porque 3(0) —2(1) = -2y 5(0)+1=1.

En la figura 52.2 vemos que (0, 1) es el punto de interseccion de las rectas que corresponden
a las graficas de las ecuaciones del sistema 52.2.

Sx+y=1 Y 3x-2y=-2

Figura 52.2

Método de Sustitucion

Consiste en despejar una de las variables de una de las ecuaciones y sustituirla en la otra
obteniendo asi una ecuacién en una sola variable. Se resuelve esta tltima ecuacion y el valor
obtenido se reemplaza en la expresion hallada inicialmente para obtener el valor de la otra
variable.

Los pasos a seguir en este procedimiento son:

1. Seleccionar una ecuaciéon y “despejar” una de las variables.

2. Sustituir la expresion hallada en el paso 1 en la otra ecuaciéon, para obtener una ecuacion
en una variable. Luego, resolver esta nueva ecuacion para hallar el valor de esa variable.
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3. Sustituir el valor encontrado en el paso 2 en la expresion hallada en el paso 1, para
determinar el valor de la variable faltante, y en consecuencia, la solucion del sistema.

Ejemplo 52.2

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones

3r —Hy =2
{ dr +2y =9. (52.3)

Solucion

De la primera ecuaciéon del sistema 52.3 despejamos la variable x:

2 5
— 242y 52.4
=543y (52.4)

Sustituimos el valor de z en la segunda ecuacién de 52.3:

2 5
4( -+ = 2y =0.
(3 " 3y> e
Resolvemos esta ecuacion en la variable y:
8 20 26 8 , 26 19 19
—_ —_— 2 = 1 _— = — — 5 — = — = —.
3+3y—i—y 9,esdec1r3y 9 303y 3,dedondey %6

Reemplazamos el valor de y en la ecuacion (52.4) para obtener el respectivo valor de z :

L2, 5 (1) 52495 7
3 3\26/) 8 78
147 19 147 19
Por lo tanto, la iinica solucién del sistema es x = 3 Yy = % o el par ordenado <%, %) .

Método de Eliminacion

Consiste en multiplicar una o las dos ecuaciones del sistema por constantes apropiadas de
tal manera que al sumar ambas ecuaciones se elimine una de las variables del sistema. El
procedimiento a seguir es:

1. Multiplicar una o las dos ecuaciones del sistema por las constantes adecuadas de tal
manera que al sumar los coeficientes de una de las variables el resultado sea 0.

2. Sumar miembro a miembro ambas ecuaciones para eliminar una variable. Luego,
resolver la ecuacion resultante para determinar el valor de la variable restante.

3. Sustituir el valor hallado en el paso 2 en una de las ecuaciones originales y resolverla
para determinar el valor de la variable eliminada en el paso 2 y obtener asi la soluciéon
del sistema.
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Ejemplo 52.3

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por el método de eliminacion:

20 +5y =1
{ S — 2 = 2 (52.5)

Solucién

Multiplicamos la primera ecuacion 1 de (52.5) por 3 y la segunda ecuacion por —2, para que
la suma del coeficiente de la variable x en la ecuaciéon 1 y en la ecuacion 2 sea 0:

(52.6)

6z + 15y = 3
—6x +4y = —4

Ahora, sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones del sistema (52.6) y despejamos
y:

Oz +19%y = -1,
B 1
YT 1o
Reemplazamos y = 1o’ por ejemplo, en la seguda ecuacion de (52.5) y despejamos x:
3 2 L = 2
‘ 9) °
3T + 2 2
€T _— =
19 ’
2
3r = 2——
’ 19’
36
3r = —
ST
12
r = —.
19

12 1 12 1
L lucié 1 si — - 1 i
a solucion del sistema es x 19’ Y 19 o el par ordenado (19, 19)

Casos especiales

Ejemplo 52.4

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{ To —2y = —1

—14z +4y =3 (52.7)
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Si despejamos y de cada una de las ecuaciones obtenemos

7 1
y=grty 52.8
{yzgz+§ (52.8)

Podemos concluir que las graficas de las ecuaciones del sistema son dos rectas paralelas, ya
que tienen la misma pendiente y los términos independientes son diferentes. Por lo tanto,
el sistema no tiene solucion.

Ejemplo 52.5

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

r—y=1
{ —2r 42y = -2 (52.9)

Como la segunda ecuacion del sistema, (52.9) es el resultado de multiplicar la primera ecuacion
por —2, las dos ecuaciones representan una misma linea recta (rectas coincidentes) y por tanto
el sistema tiene infinitas soluciones, que son todos los puntos de la recta v —y = 1.

Para encontrar una soluciéon particular del sistema, basta encontrar un punto sobre dicha
recta dandole un valor particular a una de las variables y reemplazarlo en la ecuaciéon para
obtener el correspondiente valor de la otra variable, asi, si x =3, 3 —y = 1 y entonces y = 2
y una solucion es (3, 2).

Ejercicios

Resuelva el sistema o demuestre que no tiene solucién. Si el sistema tiene una cantidad
infinita de soluciones, expréselas en la forma de par ordenado (¢,y (t)).

1 r—y=3
' 20 +3y =5

9 2r+y=-1
' dr +2y =3
3 —3r+2y=2
"] 6x —4dy=-—7
4 —Tr+3y=1
' 14z — 6y = =2
5 x— b5y =—4
| —3x+ 1by =12
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Lecciéon D3

La circunferencia

Definicion

Una circunferencia es una curva cerrada formada por todos los puntos del plano que equidis-
tan de un punto fijo llamado centro. A la distancia fija la llamamos radio de la circunfe-
rencia, y la denotamos por r.

Sea C' = (h, k) el centro de una circunferencia de radio r. Si X = (x,y) es cualquier punto
de esta circunferencia, entonces

d(X,C) =, es decir

V(E—h2+y—k?2=r

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad tenemos que

(x —h)*+ (y — k)* =r>

Esta ultima ecuaciéon es la ecuacién de una circunferencia con centro C' = (h, k) y radio
r.

Si la circunferencia tiene el centro en el origen de coordenadas, entonces h =0y k =01y la
ecuacion se reduce a
La ecuacién de la circunferencia puede escribirse en la forma
4yt dar+by+c=0,
con a, by c constantes.
Ejemplo 53.1

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en (—4,2) y radio 2. Grafique
esta circunferencia.
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Solucién

En general, tenemos que la ecuacion de la circunferencia de centro (h, k) y radio r es

(x—h)’+ (y— k) =%

En este caso, h = —4, k=2 y r =2 y entonces la ecuacion de la circunferencia es

(z+4)7+(y—-2°=22=4

Si realizamos las operaciones indicadas en esta ecuaciéon tenemos que

22 + 82z + 16 + y? — 4y + 4 = 4, y simplificando
2 + 1% 4+ 8x — 4y + 16 = 0.

Luego, la ecuacion % + y* + 8x — 4y + 16 = 0 también representa la circunferencia de centro
en (—4,2) y radio 2 (ver figura 53.1).

Centro:
(-42)

-4

Figura 53.1
Ejemplo 53.2
Muestre que la ecuacion
1 1
2 2
= 2 — =0
Py’ oo+ 2+

representa una circunferencia y determine el centro y el radio de esta circunferencia.
Solucién

Debemos expresar la ecuacion dada en la forma (z — h)* + (y — k)* = r?

I L
(R T
P e iy =

P T

258



donde podemos completar dos trinomios cuadrados perfectos, es decir

I + (¥ +2y+1) Ll
T+ x4+ — =—— 4+ =
2" 1) "W T 16 16

para obtener

(x—i—i)z—l—(y—i—l)Q:l.

: : . 1 :
Luego, la ecuacién representa una circunferencia de centro en (_Z’ —1 ) y radio 1.

Ejemplo 53.3

Halle la ecuacion de la circunferencia que tiene un didmetro con extremos en los puntos

A(—-1,-5) y B(5,—3). Grafique.

Solucion

Como el didmetro de la circunferencia es la distancia entre los puntos A y B, el radio r de
dicha circunferencia sera la mitad de esta distancia:

r= 34 B) = 3V 1= 57+ (-5 - (O

= SV (2P
N

2
:% 40
- o

= /10.

Ahora determinemos el centro (h, k) de la circunferencia:

En este caso sabemos también que el radio es el punto medio entre los puntos A(—1,—5) y
B(5,-3). Asi:

(h k) = 5(A+ B) = 2[(~1,-5) + (5, ~3)

_ %[(_1 +5,—5—3)]
= %(47 _8)



Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia que cumple las propiedades del enunciado

€s

(=22 +(y+4)*=10|

La grafica se puede apreciar en la figura 53.2

-1 T 2 3 4 5

Figura 53.2

Ejemplo 53.4

Halle la ecuacion de la circunferencia que contiene los puntos (—3,2), (4,—1) y

Solucién

(5,2).

Determinemos las coordenadas del centro (h, k) y el valor del radio r de la circunferencia,

para escribir su ecuacién en la forma

(2 — b2+ (y — k)2 = ™.

Como la circunferencia pasa por los puntos (—3,2),
las siguientes tres ecuaciones:

(=3=h)+(2-k)=
(4—h)’+ (-1 — k)2 =72

(5—h)?+(2—k)*= 2.
De las ecuaciones (53.1) y (53.3), se tiene que:
r? —(2—k)?=(-3-h)?
—(2-k?*=(5-h~

Igualando (53.4) y (53.5):

(=3—h)*=(5-h),

9+ 6h + k% =25 — 10h + A2,
6h + 10h = 25 — 9,
16h = 16,
Sh=1
Reemplazando h en (53.2) y (53.3):
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94 (=1 —k)* =12
2 =9+ (—1- k)2 (53.6)
e (5—h)>+(2—k)*>=1r?% de donde,
(5-172%+(2—k)?*=1r?
16+ (2 — k)* =%,
r? =16+ (2 — k)*. (53.7)

Igualando (53.6) y (53.7):
9+ (=1 k)2 =164+ (2 - k)?,
9+ (1+2k+ k) =16+ (4 — 4k + k?),
10 + 2k + k% = 20 — 4k + k2,
2k + 4k = 20 — 10,

6k = 10,
10
=&

5

Sk=-.

3

Reemplazando k en (53.6):

5 2
2
=9 -1 - =
oo (-1-3)
—3-5)\?
2:9
T + 3 ,
—8\?2
2
=9 —
oo (F)
64
2
=9+ —
r —|—9,
r2—81+64
— 5 ,
2 145
9
v/ 145
r=—.
' 3

Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia que cumple las propiedades del enunciado

€s
5\% 145
(95—1)2+(y—§) = —
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y su grafica es como en la figura 53.3.

Figura 53.3

Ejercicios

1.

Halle la ecuacion de la circunferencia que tiene como centro el punto C'(3,—1) y que
contiene al punto (—1,0). Grafique.

Halle la ecuacion de la circunferencia que tiene un didmetro con extremos en los puntos
A(—-2,1) y B(1,-3). Grafique.

Halle la ecuacién de la circunferencia que contiene los puntos (0,2), (2,0) y (—1,v/3).

Halle la ecuacion de la circunferencia que tiene como centro el punto C(1,1) y que
contiene al punto (2,0). Grafique.

Halle la ecuaciéon de la circunferencia cuyo diametro mide 10cm y tiene centro en el
punto (—1,0). Grafique.
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Leccion D4

Funciones definidas por tramos y funciéon valor
absoluto

Funciones definidas por tramos

Se dice que una funcion estda definida por tramos, si estd definida mediante expresiones
distintas en diferentes subconjuntos de su dominio.

Ejemplo 54.1

Consideremos la funcién

—r —3 si r < =2,

3 si —2<x<l,
Jx) = 2 si x =1,
%x + % si x> 1.
En el intervalo (—oo, —2], la grafica de f es la linea recta y = —z — 3, con pendiente m = —1;
ademas, para v = =2, y = —1.

En el intervalo (—2,1), la grafica de f es la recta horizontal y = 3, que corta el eje y en el
punto (0, 3).

| —

Y

1 1
En el intervalo (1,00), la grafica de f es la linea recta y = —x + 3 con pendiente m =

[N )

ademas, para x = 1,y = 1, pero el punto (1, 1) no esta en la grafica, ya que por definicion
la funcion, f (1) = 2. Por lo tanto, el punto (1,2) esté en la grafica de f.

e

Entonces la gréafica de f es
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Figura 54.1

Como la funcién f esta definida para cualquier niimero real, el dominio de f es R.

Ademas, de la grafica es claro que el conjunto de los posibles valores para y = f(x) es
{y e R/ y > —1}. Por lo tanto, el rango de f es el intervalo [—1,0).

Funcion valor absoluto

—x st <0

Recordemos que |z| = { v s 20"

Por lo tanto, la funcion f (x) = |x| es una funcién definida por tramos.
Siz <0, la grafica de f es la linea recta y = —z.
Siz > 0, la grafica de f es la linea recta y = x.

Por lo tanto la grafica de f (z) = |z| es

X

R S
-4 -3 -2 -1 12 3 4

Figura 54.2

De la figura 54.2, es claro que el dominio de f es R y el rango de f es [0, 00).
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Ejemplo 54.2

Empleando la definicién de valor absoluto trace la grafica de

g(x) = [Jx] = 3].

Solucion

Observemos que empleando la definicién de valor absoluto tenemos que

(z) = lz| =3 si |z —-32>0,
FE= (2| —3) si |z| -3 <0.

Es decir,
(z) = || —3 si |z| > 3,
)= —|z|+3 si |z] < 3.

Analicemos entonces por separado qué ocurre cuando |z| > 3 y cuando |z| < 3.

e |z| > 3 es equivalente a x < —3 6 = > 3.

Si x < —3 tenemos que
g(x) =[z| =3 =—z -3,

y si x > 3 tenemos que
g(x)=l|z|-3=2-3.

e |z| < 3 es equivalente a —3 < = < 3.

Si —3 < x < 0 tenemos que
g(x) = —|z|+3=—(—2)+3=2+3,
ysi 0 <z < 3 tenemos que

g(z) = —|z|+3=—2 +3.

Reuniendo los resultados obtenidos podemos escribir a g como la siguiente funcion definida
por tramos:

—xr—3 si r < =3,
r+3 si —3<z<0,
—r+3 si 0< 2z <3,
r—3 si T > 3.

g(r) =

De esta forma, la grafica de g es como se observa en la figura 54.3.
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Figura 54.3

Ejercicios

1. Trace la grafica de las siguientes funciones definidas por tramos.

([ -1 si r < —2,
—x—1 si —-2<x<0,
(a) flz) = 1 si O<wz<l,

L 2 si x> 1.

([ z+3 si T < =2,
2 si T = -2,
(b) flz) = ~1 si —2<ax<1,

—xr+2 si x> 1.

\

2. Empleando la definiciéon de valor absoluto trace la grafica de las siguientes funciones.
(a) f(z) = [lz|+2].
(b) f(z) =1 —|=|].
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Lecciéon 9D

1/n

Funciones de la forma z" y /" paran € N

Funciones de la forma f(z) = 2" paran € N

Sin =1, la grafica corresponde a una linea recta que pasa por el origen y tiene pendiente
m = 1.

Veamos coémo es la grafica cuando n = 2:

Una primera aproximacion a la grafica de la funciéon se obtiene ubicando en el plano carte-
siano los puntos (x, f(z)), correspondientes a distintos valores de = del dominio, que luego
se unen por medio de una curva “suave".

Construimos una tabla de valores, ubicamos los correspondientes puntos en el plano carte-
siano y los unimos mediante una curva suave, como se muestra en la figura 55.1.

)
<

T |y==xa | ViR
-2 4 ozl
-1 1 6
0 0 F
1 1 S
2 4 o

2
3 9 2l

e e B B R R R
Figura 55.1

La grafica obtenida es la gréafica de una paréabola.

Siguiendo el mismo procedimiento podemos trazar las graficas de f(x) = 2™ cuando n = 3,
4y 5, que se ven en la figura 55.2.
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Figura 55.2

En general, cuando n es par, las graficas son similares a la grafica de y = 22, todas pasan
por los puntos (—1,1), (0,0) y (1,1). Si n es impar, las graficas son similares a la grafica de
y = 23; todas pasan por los puntos (—1,—1), (0,0) y (1,1). En ambos casos, a medida que
n crece, la grafica se vuelve méas horizontal para —1 < z < 1 y mas vertical o “empinada”
cuando |z| > 1.

Funciones de la forma f(z) = 2'/" para n € N.

Si m es un namero par, el dominio de la funcion es [0, 00), mientras que, si n es un nimero
impar, el dominio de la funciéon es R.

Tracemos la grafica para n = 2, es decir, f (x) = /x, y para ello construyamos una tabla de
valores y construyamos la grafica de la figura 55.3.

r | y=+x

0 0

1 1 Z =T

2 | V2=141 Ll

3 | V3~1.73 »

4 2 E

. . -1 12 3 256738097
é 3 Figura 55.3

En forma similar podemos trazar las graficas para n = 3, 4 y 5, como se ven en la figura
55.4
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y=tw y
3

/ iziiﬁ.ﬁ'

L A

Figura 55.4

En general, cuando n es par, las graficas son similares a la grafica de y = /x, todas contienen
los puntos (0,0) y (1,1). Si n es impar, las graficas son similares a la grafica de y = /x,
todas pasan por los puntos (—1,—1), (0,0) y (1,1).

Ejercicios
1. Elabore una tabla de valores de z y y para las funciones y = 2%, y = 2ty y = 2% y
trace las gréaficas de estas tres funciones en un mismo plano cartesiano.

2. Elabore una tabla de valores de = y y para las funciones y = 2%, y = 2’ yy = 2" y
trace las gréaficas de estas tres funciones en un mismo plano cartesiano.

3. Elabore una tabla de valores de x y y para las funciones y = /z, y = Yz yy =z y
trace las gréaficas de estas tres funciones en un mismo plano cartesiano.

4. Elabore una tabla de valores de z y y para las funciones y = /o,y = J/r yy = J/x y
trace las gréaficas de estas tres funciones en un mismo plano cartesiano.
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Lecciéon DO

Transformaciones de funciones I

Traslaciones verticales de graficas

Seac€e R, c>0.
Si los puntos de la grafica de la funcion y = f(z) son de la forma (x,y) entonces
e Para graficar y = f (x)+c, trazamos la grafica de y = f (x) y la desplazamos ¢ unidades
hacia arriba, ya que los puntos de la grafica de y = f (x) + ¢ son de la forma (z,y + ¢),
donde (z,y) es un punto de la grafica de y = f(z).
e Para graficar y = f () —c, trazamos la grafica de y = f () y la desplazamos ¢ unidades
hacia abajo, ya que los puntos de la grafica de la nueva funcion son de la forma (z,y—c),

donde (z,y) es un punto de la grafica de y = f(x).

Este procedimiento se puede apreciar en la figura 56.1.

TN v

e Foo

m/ y=fx)c

C

Figura 56.1

Ejemplo 56.1

Consideremos la funciéon f cuya grafica se muestra en la figura 56.2
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Figura 56.2

Tracemos la gréfica de y = f (x) + 2

Figura 56.3

El tamano y la forma de las graficas y = f(z) y y = f (x) + 2 son los mismos, sélo que la
grafica de la dltima esta desplazada 2 unidades hacia arriba.

Traslaciones horizontales de graficas

Sea c € R, ¢ > 0.

e Para graficar y = f (x — ¢), partimos de la grafica y = f (z) y la desplazamos ¢ unidades
hacia la derecha.

En efecto, si f es una funcién cuyo dominio Dy es [a, b] , para comprobar que la grafica
de f(x — ¢) es la grafica de f(z) desplazada ¢ unidades a la derecha, definamos la fun-

cion h por h(z) = f(x — ¢) y veamos que la grafica de h es la grafica de f desplazada
c unidades a la derecha.

Para encontrar el dominio de h, usamos el hecho de que la funcién h esta definida si
x — c esta en el dominio de f, es decir, si (x —¢) € [a,b] <= a <z —-—c<b <
a+c<xz<b+ec Luego, D, =[a+c,b+].
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Si w € Dy, entonces (w + ¢) € Dy, y asi

h(w+c) = flw+c—c) = f(w).

Y\
y=f(x) y=h(x)
e Y b oare Phee T
Figura 56.4

Luego, la grafica de h es la grafica de f desplazada ¢ unidades a la derecha, como se
muestra en la figura 56.4.

e Para graficar y = f (z + ¢), partimos de la grafica de y = f(x) y la desplazamos ¢
unidades hacia la izquierda.

Usando un argumento similar al anterior podemos mostrar el efecto de esta transfor-
macion, en la figura 56.5.

y=fix+o) y=ft y=fiee)

Figura 56.5

Ejemplo 56.2

Consideremos la grafica de la funcién f que se muestra en la figura 56.6

y

Figura 56.6
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Tracemos la grafica y = f (v + 3) (figura 56.7)

Yy
4
3
2 .
1 >
5 5 43 2 a1 | 12 = X
Figura 56.7

El tamano y la forma de las gréaficas de y = f (z) y de y = f (z + 3) son los mismos, pero la
ultima esta desplazada 3 unidades hacia la izquierda.

Ejemplo 56.3

Con base en la grafica de y = f(x) = 22 (figura 56.8), trazar las graficas de y = (x + 1) y
2
y=x+1.

<

b y=f(x)=a?

Figura 56.8

Como (z +1)* = f(z+1), la grafica de y = (x4 1), serd la de f (z) = 22 desplazada 1
unidad hacia la izquierda, y como z? + 1 = f(x) + 1, la grafica de y = 2% + 1 es la de
f () = 2% desplazada 1 unidad hacia arriba (ver figuras 56.9 y 56.10).

<

y

y=(x+1)?

MHON QR

Figura 56.9 Figura 56.10

Ejercicios

1. Trace la grafica de las siguientes funciones, iniciando con la gréafica de una funcion
conocida h, y luego aplicando traslaciones.

(a) f(z)=(x—1)+3. (h(z)=2a?).
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b) f(z)=—-2+vVa+1 (h(z)= 7).
(c) f(z) =]z —2[+3. (h(z)=z]).

2. Considere la funcion g cuya grafica se muestra en la figura 56.11.

y=g(x)
Figura 56.11

Trace la grafica de y = g(xz + 3) — 2.
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Leccion D7

Transformaciones de funciones: Reflexién de graficas

Reflexion de Graficas

Sea P = (z,y) un punto en el plano cartesiano. Decimos que
P’ es la reflexion de P con respecto al eje z si P’ = (z, —y).

P" es la reflexion de P con respecto al eje y si P = (—x,y).

y
P”(.-x,y) y Pfx,y)
-x x X
o Py
Figura 57.1

Si los puntos de la grafica de la funcién y = f(z), son de la forma (x,y), entonces:

e Lagraficade y = —f (x), se obtiene al reflejar todos los puntos de la graficade y = f (x)
con respecto al eje z, ya que los puntos de y = —f (z), son de la forma (z, —y)

e Para graficar y = f (—x), reflejamos la gréfica de y = f (x) con respecto al eje y, ya
que sus puntos son de la forma (—x,y). (ver figura 57.2)

y y
y=fx0 y=fe
\/x :
y;f(x)"
Figura 57.2
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Ejemplo 57.1

Consideremos la grafica de la funciéon f que se muestra en la figura 57.4.

L YSI

Figura 57.3

Tracemos las graficas de y = —f () y y = f (—=z) (figura 57.4).

| ¥ I™

Figura 57.4
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Grafica de |f(x)|

De la definicién de valor absoluto, tenemos que

[ f@) s f@)z0
ra={ 50 5 1850

BE
A
(e

Por lo tanto, la gréafica de | f (z)| es la misma grafica de f (x) si ésta se encuentra por encima
del eje z, y es la reflexion en el eje x si se encuentra por debajo de éste. De esta forma, la
grafica de | f ()| siempre esta por encima del eje = (ver figura 57.5).

¥i Vi

ay EYa
NI

y = fx) v = | foo)

Figura 57.5

¥

Ejemplo 57.2

Trace la gréifica de g (z) = — [z? — 1| 4+ 1, a partir de la grafica de f(z) = 2*:

Solucion

La transformacion podemos hacerla en los siguientes pasos:

1. Graficamos y = z°.

2. Graficamos y = 22 — 1, que corresponde a la traslacion de la grafica anterior una unidad
hacia abajo.

3. Graficamos y = |22 — 1|, que corresponde al valor absoluto de la grafica anterior y para
lo cual usamos la propiedad enuncida mas arriba.

4. Graficamos y = —|z? — 1|, que corresponde a la reflexion de la grafica anterior con
respecto al eje x.

5. Graficamos y = —|z% — 1| + 1, que es la traslacion de la gréifica anterior una unidad
hacia arriba.
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Estos pasos estan ilustrados en la figura 57.6.

(a) y = 2 (b) y=2>-1 (c) y=|z? -1

(d) y=—[2* -1 (€) y=—la?—1[+1
Figura 57.6
Ejemplo 57.3
Trazar la grafica de y = |—x + 1| — 2 a partir de la grafica de y = |z|,
Solucién

Debemos elegir adecuadamente el orden de las transformaciones:

1. Graficamos y = |z|.

2. Graficamos y = |z + 1|. (Traslacion de la grafica anterior, 1 unidad hacia la izquierda).
3. Graficamos y = |-z + 1|. (Reflexion de la grafica anterior respecto al eje y).
4. Graficamos y = |—z + 1|—2. (Traslacion de la grafica anterior, 2 unidades hacia abajo).

I

E S

=
=

65 432

123 456 654324
) O R R S NS S ; ERPR U S

i
2 2

y=Ixl y=|at]]

123 456

Figura 57.7
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h—:j

S5 4324|123 456 -5-5-;473-_2-% 12/ 45 6

y =[x+ y=|-at1]-2

Figura 57.8

Los pasos estan ilustrados en las figuras 57.7 y 57.9.
Observacion

En el ejemplo anterior, se debe tener cuidado con la secuencia que se utilice al trazar la
grafica de la funcién: no es lo mismo trasladar hacia la izquierda y luego reflejar con respecto
al eje y que primero reflejar con respecto al eje y y luego trasladar hacia la izquierda. En
este ultimo caso, como

f=r+1) = f(=(z-1)),

si realizamos primero la reflexion de la grafica y = |z| respecto al eje y, el siguiente paso seria
trasladar la grafica resultante 1 unidad hacia la derecha (y no hacia la izquierda) y
finalmente trasladarla 2 unidades hacia abajo. En este caso, la secuencia correcta seria:

(x —1)). (Traslacion hacia la derecha)

f(

= f(—x). (Reflexion respecto el eje y).
f(=
f(=

(x — 1)) — 2. (Traslacion 2 unidades hacia abajo).

Ejercicios

1. Trace la grafica de las siguientes funciones, iniciando con la gréafica de una funcion
conocida h, y luego aplicando traslaciones y reflexiones cuando sea necesario.

(a) fl) = — (@ =27+ 1. (h(x) = 2?).
(b) fl@)=1— VoL (hx) = Va).
(© f@)=12—a|-3. (h(z) = [z]).

2. Considere la funcion g cuya grafica se muestra en la figura 57.9.
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; L= H
y =g(x)
Figura 57.9

Trace la graficade y = g(—x+3) —2yy=—g(—z+1)+3
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Leccion D8

Transformaciones de funciones: Alargamiento y
compresion de graficas

Alargamiento y compresion vertical de graficas

Seace R, c>1.

Si los puntos de la grafica de la funcion y = f(z), son de la forma (x,y), entonces:

e Para graficar y = c¢f (x), trazamos la grafica de y = f (x) y la alargamos o estiramos
verticalmente en un factor de ¢, ya que los puntos de la grafica y = c¢f (z), son de la
forma (x, cy).

1
e Para graficar y = —f (z), trazamos la grafica de y = f(z) y la comprimimos ver-
c
ticalmente en un factor de ¢ ya que los puntos de la nueva funciéon son de la forma
1
x,—y).
(,~y)

Este procedimiento se ilustra en la figura 58.1.

Sl \/ '

T — e — ¥/
R A1 B v=fe)
Figura 58.1

Ejemplo 58.1

Consideremos la grafica de la funcion f, ilustrada en la figura 58.2.
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Figura 58.2

Tracemos la grafica de y = 2f (z) (figura 58.3)

Figura 58.3

que se puede ver que corresponde al alargamiento vertical de la grafica de la funcion f(z)
por un factor de 2 unidades y se puede comprobar tomando puntos arbitrarios en la grafica
de la funcion f(x) y hallando los correspondientes puntos en la grafica de 2f(x).

El proceso anterior es la manera estandar de desarrollar este tipo de problemas y puede ser
extendido a situaciones mas generales como las ilustradas en los siguientes ejemplos, donde
ademas podemos ver que los diferentes tipos de transformaciones vistos hasta el momento,
pueden ser mezclados en una misma funcion.

Ejemplo 58.2

Trace la grafica de la funcién f(z) = 2 — 3(x — 2)?, a partir de la grfica de y = 2.
Solucién

Consideremos los pasos ilustrados en la figura 58.4. Comenzando con la grafica de y = 22

(A), se traslada primero a la derecha 2 unidades para obtener la gréifica de y = (z — 2)?
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(B); luego se refleja con respecto al eje x para obtener la y = —(z — 2)? (C) y esta se alarga
por un factor de 3 para obtener la grafica de y = —3(x — 2)? (D). Finalmente se traslada
dos unidades hacia arriba para obtener la grafica de la funcion f(x) pedida (E). Todos estos
procesos pueden ser visualizados en la siguiente grafica.

\j

Figura 58.4

Alargamiento y compresion horizontal de graficas

Seace R, ¢c>1.

e La grafica de y = f (cx) se obtiene comprimiendo horizontalmente la grafica de y =
f (z) en un factor de c.

En efecto, si f es una funciéon cuyo dominio Dy es [a, b] , para comprobar que la grafica de
f(cx) esla grafica de f(x) comprimida horizontalmente en un factor de ¢, definamos una
funcion h por h(x) = f(cx) y veamos que la grafica de h es la grafica de f comprimida
horizontalmente en un factor de c.

Para encontrar el dominio de h, usamos el hecho de que la funcién h esta definida si

. . a b
cx esta en el dominio de f, es decir, si cx € [a,0] <= a<cx <b <— - <z <-.
c c

1
Como ¢ > 1, — < 1 entonces x esta en un intervalo comprimido horizontalmente en un
c

b
factor de c¢. Luego, Dy, = [g, -]. (figura 58.5)
¢ c
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n|§,__. LN

™ x
Figura 58.5

Luego, la grafica de h es la grafica de f comprimida horizontalmente en un factor de ¢
y la gréafica de h es la grafica de f(cx).

1
e Usando un argumento similar podemos mostrar que la gréafica de f (—w) es la grafica
c

de f alargada o estirada horizontalmente en un factor de ¢ (ver figura 58.6).

¥ Y
| |

Figura 58.6

Ejemplo 58.3
Consideremos la grafica de la funcién f en la figura 58.7
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Figura 58.7

T

Tracemos la grafica de y = f <2> (figura 58.8)

Figura 58.8

Importante: En general, cuando se trabaja con varias transformaciones horizontales o con
varias transformaciones verticales, se debe tener especial cuidado en la secuencia a utilizar
para trazar la grafica de la funciéon. Se sugiere:

e Transformaciones Horizontales: Realizar primero la traslacion y luego las demaés.

e Transformaciones Verticales: Realizar la traslacion de Gltima.
Ejercicios

1
1. Trace la grafica de y = §f (z) a partir de f(z) = 2.

2. Trace la grafica de y = f (2z) a partir de f(z) = 2°.

3. Trace la grafica de las siguientes funciones, iniciando con la grafica de una funcién
conocida h, y luego aplicando traslaciones, reflexiones y compresiones o alargamientos
seglin sea necesario.

(a) f(z)=(2z+1)°+3. (h(z) =2?).



(b) f(@) =4 \[to.  (hz) = V3).
(©) f(x)=—Pr—1/+3.  (h(z) = |s]).

4. Considere la funcién g cuya grafica se muestra en la figura 58.9.

y =8(x)
Figura 58.9

Trace la grafica de y = 19(2z) — 1.
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Leccion D9

Transformaciones de funciones: Funciones cuadraticas

Funciones cuadraticas

Una funciéon cuadratica es una funcion polinémica de grado 2, es decir una funciéon de la

forma
f () =ax® +bx +c,con a #0

y su gréafica es una parabola vertical que se abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si
a < 0 (como se ilustra en la figura 59.1).

\ ’
5 5

4 4

(a) a>0 (b) a<0
Figura 59.1

Usando procedimientos algebraicos podemos mostrar que cualquier funcién cuadratica pueden
escribirse en la forma

y—k::a(x—h)z,

que es la ecuacion de una parabola vertical con vértice en el punto (h, k).

Para graficar cualquier funcién cuadrética trazamos la pardbola y = 2% que tiene el vértice
en (0,0) y la transformamos de acuerdo con las especificidades de la funcion.

Ejemplo 59.1

Trace la grafica de y = —222 — 42 + 1.

289



Solucién

Usando procedimientos algebraicos vistos en sesiones anteriores, podemos obtener

y:—Z(x —|—2x)
y—2:—2(x + 2z + )+1
y—3:—2(x + 22 + )

(x+1)°.

Asi que a partir de la ecuacion general, podemos concluir que la ecuacién cuadrética repre-
senta una parabola con vértice en el punto (—1,3) y como a = —2 < 0 la parabola se "abre"
hacia abajo.

y—3=-2

Veamos como trazar la grafica de y = —2z% — 42 + 1 a partir de la grafica de y = 2? (figura
59.2)

v =-2(x+1)2 'y—-z(x+1)2 43

Figura 59.2

1. Graficamos y = 2.
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2. Graficamos y = (z + 1)*. (Traslacion de la grafica anterior, 1 unidad hacia la izquierda)

3. Graficamos y = — (z 4+ 1)*. (Reflexion de la gréafica anterior con respecto al eje z)

4. Graficamos y = —2 (z + 1)°. (Alargamiento vertical de la grafica anterior, en un factor
de 2)

5. Graficamos y = —2 (z +1)> + 3. (Traslacion de la grafica anterior, 3 unidades hacia
arriba)

Valores maximos y minimos

Una valor méximo o minimo de una funcién es el valor més grande o més pequeno de la
funcién en un intervalo. Las ecuaciones cuadraticas a menudo modelan situaciones de la
vida real y, por lo tanto, es de interés encontrar valores maximos y minimos de esta funcion.
Estos valores pueden representar, por ejemplo, la maxima ganancia en un negocio, el minimo
material necesario en un proceso de manufactura, etc.

A partir de las graficas de las pardbolas, vistas anteriormente, es posible concluir que si una
funcion cuadratica tiene vértice (h, k), entonces la funcion tiene un minimo en el vértice si
abre hacia arriba y un valor méximo en el vértice si abre hacia abajo. Es decir, tenemos:

Sea f una funciéon cuadrética con la forma estdndar
f(z) = a(x — h)* + F,

el valor médximo o minimo de f ocurre en x = h y ademés:

- Sia >0, el valor minimo de f es f(h) = k.

- Sia <0, el valor maximo de f es f(h) = k.
Ejemplo 59.2

Considere la funcién cuadratica f(z) = 5z? — 10x + 12.
1. Exprese f en la forma estandar.
2. Bosqueje la grafica de f.

3. Halle el valor minimo de f.
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Solucién

1. Para expresar la funcién en la forma estandar usamos el proceso de completar el
cuadrado

f(z) = 52" — 10z + 12
= 5(x? — 2z) + 12
=5(z* -2z +1)+12-5
=5(x—1)°+7.

2. Para bosquejar la grafica de f podemos partir de la grafica de la funcion y = 22 y usar
los procesos de traslacion, reflexion, compresioén y alargamiento vistos anteriormente.
En este caso el proceso seria:

(a) Trasladar horizontalmente la grafica de y = z? una unidad a la derecha, para
obtener la grafica de y = (z — 1)2.

(b) Alargar la grafica anterior en un factor de 5, para obtener la grafica de y =
5(x —1)%

(c) Trasladar la gréfica anterior 7 unidades hacia arriba para obtener la grafica de
().

De manera alternativa y mas rapida, simplemente identificamos la forma estdndar de
la ecuacion cuadratica, como la ecuacion de una parabola con vértice en el punto (1,7)
v que se abre hacia arriba pasando, por ejemplo, por el punto z = 0,y = 5(1)?+7 = 12
(ver figura 59.3).

3. Puesto que el coeficiente de 22 es positivo, f tiene una valor minimo. Este valor es

f)=T1.

Figura 59.3

Ejemplo 59.3

La mayor parte de los automoviles obtienen su mejor rendimiento de combustible cuando
viajan a una velocidad determinada. El kilometraje por galon, de cierto automoévil, puede
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ser modelado por medio de la funcién

1
Kv) = —2—81)2 + 3v — 31,

donde v es la velocidad del automévil en km/h y K se mide en km/gal. Cudl es el mejor
rendimiento (km/gal) que puede obtener este automovil y a que velocidad se presenta?

Solucién

La funcién K es una funcién cuadrética que puede ser llevada a la forma estandar, de la
siguiente manera

1
K(v) = —%02 + 3v — 31,

1
= —2—8(112 — 84’1]) — 31
1, ) 422
= ——(v? — 840 +42%) — 31 + —
28(11 84v 4 42%) — 31 + 53

1
= ——(v—42)* +32.
28(1} )* 43

Asi que tenemos el caso de una parabola con vértice en el punto (42,32) y que se abre hacia
abajo. Por esta razon podemos concluir que el maximo rendimiento se obtiene cuando se
viaja a 42km/h y es de 32km/gal.

Ejercicios
1. Considere la funciéon cuadrética f(z) = —32? + 12z + 5.
(a) Exprese f en la forma estéandar.
(b) Bosqueje la grafica de f.
(c) Halle el valor maximo de f.

2. Si se lanza una bola directamente hacia arriba con una velocidad de 40m/s, su altura
(en metros) después de ¢ segundos estd dada por y = 40t — 16t2. Cuél es la altura
maxima que alcanza la bola?
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Leccion 00

Funciones pares e impares

Definiciéon

Sea f : R — R una funciéon. Decimos que

fesparsi f(—x) = f(x) para todo x en el dominio de f.

f es impar si f (—x) = —f (z) para todo x en el dominio de f.

La grafica de una funcién par es simétrica con respecto al eje y, mientras que la grafica
de una funcion impar es simétrica con respecto al origen (ver figura 60.1).

AN

(a) Grafica de una funciéon
par

[\
\\/

(b) Grafica de una funciéon
impar

Figura 60.1

Ejemplo 60.1

Determine si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos.

1. f(z) = (a2 + 2%,
2. f(x)=1—2"+ a3,

3. f(x)= s + 5z + 1027,
4. () =a* +a,
1—at
5. f(x) = ,
]
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6. f(z)=r+132" — x,

3+ 222 — 25

7. f(x) =2+ W

Solucion

Debemos, en cada caso, evaluar f (—z) y compararlo con f (x).

L f(2) = (®+ 2t

— (a? +a)’
=/ (@).

Como f (—z) = f (z), Vo € Df, entonces f es par.
2. fx)=1—2a"+2°

f(=o)=1—(=2)"+ (=)’

=1+a2" —2°
# [ (z).
Como f(—z) # f(x),Ve € Df y f(—z) # —f (x), Vx € Df, entonces f no es ni par
ni impar.
3. f(x):x3ix9+5:c+10m7
= ! —r —z)"
f (=) (_x)?) _ (_x)g +5(—xz) +10(-x)
1 7
= —ox — 10z
—$3+ZL‘9
——( 3_x9+51'—1—10x7)
)

Como f(—z) = —f(x), Vo € Df, entonces f es impar.
4 f(z) =2"+|z]

f(=a) = (-2)" +|-a|

= 2% 4 |2

= [f(x).

Como f (—z) = f(x) Yax € Df, entonces f es par.
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1—at
5. Como f (z) = Tl entonces
x
_1-(=2)?
|(=2)|
1—at
]

= f(x),

asi que en este caso podemos concluir que la funciéon f es par.

6. En este caso, f (z) = ¥z + 1327 — x asi que

f(=z) = {/(=2) + 13(~2)" — (~2)

= —/r — 132" + .
Como f(—z)# f(x),Ve € Df y f(—x)# —f (x), Vx € Df, entonces f no es ni par
ni impar.
2 _ 6
7. Como f (z) = z* + 3—1—23#’ tenemos que
R
B 3(—x
4 3422 —2af
=z
—3x
4 34 22%—af
= Tr —
3x
Como f(—z) # f(x),Ve € Df y f(—z) # —f (x), Vx € Df, entonces f no es ni par

ni impar.
Ejemplo 60.2

La figura 60.2 muestra la grafica de una funciéon definida para 0 < z < 4. Complete la grafica
para —4 < z < (0 para construir

Figura 60.2
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1. Una funcién par.

2. Una funcién impar.
Solucién

1. Si queremos que la funcion sea par, entonces se debe cumplir que f(—z) = f(x), es
decir la grafica debe ser simétrica con respecto al eje y y obtenemos la figura 60.3

Figura 60.3

2. Del mismo modo, para que la grafica de la funcién sea impar, debemos extenderla
al intervalo [—4,0] de tal manera que f(—xz) = —f(z), es decir, la grafica debe ser
simétrica con respecto al origen. Obtenemos la figura 60.4.

Figura 60.4

Ejercicio
Determine si la funcién f es par, impar o ninguna de las dos.

L f(x)
2. f(x)

x 2,

x® —
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Leccion 01

Algebra de funciones

A partir de dos funciones f y g, podemos definir las operaciones de suma, resta, multiplicacion
y division, y de esta manera obtener nuevas funciones.

Suma, Resta, Multiplicacién o Producto y Divisién o Cociente de
Funciones

Sean f y g funciones y Dy y D, sus respectivos dominios. Definimos las funciones f + g,
[
f=g.fgy = ast
9
1. (f£g9)(z) = f(z) £ g(x). Su dominio es

Dfig:DfﬂDg:{Q?ER/l’EnyQ?EDg}.

2. (fg) (z) = f(z)g(z). Su dominio es

Dy, = DN D,.
3. (i) (x) = % Su dominio es
;= (DyND,) ~ {x € Rfg(x) =0} = {x € Bz € D, 11 D, v gla) # 0.

Ejemplo 61.1

Sean f(z) = o

a) Encuentre las funciones f + ¢, f — g, fg vy 5 y sus respectivos dominios.

b) Caleule (£ + 9) (5), (f — 9) (3). (fg) (10) ¥ (g) (4)

Solucion

a) En primer lugar, busquemos los dominios de f y g:
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Dy={zeR:2”>—4+#0}
={zeR:(z+2)(z—2)#0}
={zeR:x# -2 AN zx#2}
=R - {2,2}.

D,={zr€R:z—1>0}
={zeR:z>1}.

Representemos Dy N Dy:

Y

Dy

— D

oo Dy N Dy

DyND,=11,2)U(2,00).
Figura 61.1

Ahora, encontremos f+ g, f — g, fg ¥ i y sus respectivos dominios:
g

o (f+9)(2)=f(z)+g(x) = v —1,
Df+g = Df N Dg = [1,2) U (2,00)
o (F—9) ()= f) ~ gla) = o~ Vi,

Df_g = Df N Dg = [1, 2) U (2, OO)

o (f9) () = f)g(e) = “y T,

ng = Df N Dg = [1,2) U (2, OO)

. (i) (x):f(x) _ 5x |

g glx) (2 =4)Va -1

D¢y =Dy Dy —{xER:g(x)zO}
= ([1,2)U(2,00)) = {z € R: 2 —1=0}
(L2)u (2 )) {reR:z—-1=0;
(L2)U(2,00)) —{zeR:z =1}
(1,2) U (2, 00).
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f

b) Caleulemos (f +g) (5). (f — g) (3), (fg) (10) y (5) (4):

(f +9) ()

(f —9)(3)

(fg) (10) =

(£)o-

Ejercicios

A partir de las funciones f y g, encuentre las funciones f + g, f — g, fg, i y sus respectivos
9

5 X5
= vVh—1
52_4+ 5
25 2_25+42_67

921 21 21’

5% 3
:L_,/g_l

324
1
B _sos_va

5

5x10x/10—1 50x3
102 — 4 96
_25x3 25
48 16
5% 4 20
(2—4)VEi—1 12x+3
5 53

33 9

dominios.
L fz)=v-z,  glz)=2"+1
2. f(z) =v9 — a2, g(x) =Va? —4.
2
1@ = g(z):qu
1 1 1

4. f(z)=v9—2?2+ —— g(x):2x_5— P

8 3T — 5
5 fa) =T ) = S
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Leccion 02

Algebra de funciones: composicién I

Composicion de funciones

Sean f y g funciones y Dy y D, sus respectivos dominios. La funcién compuesta de f y
g, denotada f o g, se define por

(fog)(x)=f(g(x)).

Mediante la representacion de funciones como “maquinas” (ver figura 62.1), podemos ilustrar
el efecto de la funcion compuesta f o g sobre un elemento z:

—p
X o8 (fo2)()
——> —> — [—>
x o |x | 8 lgw | S| fe®) | (foo))=r(2()

Figura 62.1
o mediante un diagrama de flechas:
Dg Df
feg
Figura 62.2

Para hallar (f o g) (), se toma un elemento = en el dominio de D, y se le aplica la funcion
g obteniendo g(x). Si g(x) € Dy entonces aplicamos f a g(z) obteniendo asi f(g(z)) =

(fog)(x).
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Para que la funcién compuesta f o g esté bien definida, se requiere que
x € D,y que g(z) € Dy.

Luego
Dig={v€eR:xe€ D,y g(x) € Dy}.

Ejemplo 62.1
Consideremos las funciones f y g definidas por

fley=2* vy glo)=Ve+1,
respectivamente.

a) Halle las funciones f o g, go f y sus dominios.

b) Calcule (fog)(4)y (go f)(4).

Soluciéon

a) Hallemos la funcién f o g y su dominio:

(Fo) @)= fgl) = f (Va+1) = (Va+1) =z +1.
Ahora bien, Df =R y

Dy={zeR:z+1>0}={zecR:z> -1} =[-1,00),
Entonces

D¢y ={z€eR:2e€ D,y g(x) € Dy}
={z€R:2>-1yVz+1€R}
={zreR:z>-1yzx+1>0}
={zeR:x>-1yz>-1}
= [—1, 00).

Hallemos ahora la funcién g o f y su dominio:

(go N)x) =g(f(x) = g(z®) = Vaz + 1

Dys={reR:xeDsy f(x) € Dy}
={zeR:zeRya*>> -1}
={reR:2*+1>0}



Observacién

En el ejemplo anterior (f o g) (x) = x+ 1, sin embargo, no podemos decir que (f o g) (—2) =
—2+1=—-1yaque =2 ¢ Dy, = [—1,00).

Ejemplo 62.2

1

Si f(r) = —, halle f o f y su dominio.
x

Solucién

Calculemos (f o f) (z):

(FoR) @) = () =1 () = s =

Hallemos ahora D .:
Dfof:{ZL'ERZJTEDf y f(JI)EDf}

:{xGR:x#Oy 12720}

={reR:x#0}
= (—00,0) U (0, 00).

Aunque (f o f) (z) = 2?, no podemos evaluar (f o f) en 2 =0, ya que 0 ¢ Dy.

Ejemplo 62.3

$2—

Sig(z) =

, halle g o g y encuentre su dominio.

Solucion

Calculemos (g o g)(z) :

22 —1\2
(g0 9)(x) = 9(g()) :g(f—l) = <T) B

X

(2 +x—1)(2* -2 —1)
72 :(x2+x—1)(x2—x—1)
r?—1 z(x? —1) ’

T

donde en la segunda linea se uso factorizacion por diferencia de cuadrados.
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Hallemos Doy :
Dyog={zxeR:xz€ D,y g(x) € Dy}

:{xER:x#Oyﬁ_l;ﬁO}

={reR:z#40yx#—-1yz#1}
— (=00, —=1) U (=1,0) U (0,1) U (1, ¢)
=R—-{-1,0,1}.

Ejemplo 62.4

1
Si F(z) = ”x T exprese F' como la composicion de 3 funciones: F(z) = (fogoh)(x).

Solucién

Para evaluar la funcion F' en un nimero dado necesitamos hacer los tres pasos siguien-
tes:

I) Sumar una unidad al namero.
IT) Dividir 1 por el resultado obtenido en I).
III) Calcular la raiz cuadrada del resultado obtenido en II).

Usemos la representacion de funciones como “maquinas” para describir el procedimiento an-
terior:

I i nr
1 1 1
x—= [O+] eyt ]—m O ™ e, — - E —_— oy, =F(x)

Figura 62.3

De esta forma, si llamamos h a la funcién representada por la méaquina I), g a la funciéon
representada por la maquina II) y f a la funciéon representada por la maquina III), tenemos
que

h(z)=xz+1,
o) =,
fla) =V

Y entonces,

308



Leccion 03

Algebra de funciones: composicion 11

Ejemplos adicionales

Ejemplo 63.1 Problema de Aplicacion

Se esta inflando un globo esférico de tal forma que su radio crece a una razon de 2 cm/s. Se
sabe que en el tiempo inicial ¢ = 0 el radio del globo es 0 cm.

a) Encuentre una funcion r(t) que exprese el radio como una funcion del tiempo ¢.
b) Encuentre una funcion v(r) que exprese el volumen como una funcién del radio r.

¢) Encuentre v o r. jQué representa esta funcion?

Solucion

a) Como el radio del globo crece a razon de 2 cm/s, la funcion pedida es

r(t) = 2t.
b) Sabemos que
v(r) = %71'7”3
c¢) Calculemos v o r:
(wor) (t) = v (r(t)) = v(2t) = %W (26)? = 32§t3.

Entonces la funcién v o r representa el volumen del globo en funcién del tiempo ¢ y por
tanto permite calcular el volumen del globo en cualquier tiempo ¢.

Ejemplo 63.2

Encuentre las funciones fog, go f, fo f, go gy sus respectivos dominios.
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Solucién

Primero hallemos f o g
1
Vit —4r

Claramente tenemos que Dy, =Ry Dy = {x € R: 2 > 0}. Entonces

(fog)(x) = flg(x) = f (2" —4z) =

Dig={z€eR:x€ Dy y g(x) € D}
={reR:x€Ry2’—4xr >0}
—{zeR: z(z—4) >0}
={zeR: (x>0yz—-4>0)6(x<0yz—4<0)}
={zeR: 2>406x<0}
= (—00,0) U (4, 00).

Ahora hallemos (g o f) y su dominio

e D) = atr0) =3 (2 ) - (%) -l

Ademas:
Dyg={reR:ze€Dsy f(x) € Dy}
1
:{xeR:x>OyﬁeR}
={zeR:z>0y x>0}
= (0, 00).

Ejemplo 63.3

En la figura 63.1 se muestran las gréaficas de las funciones f y g.

Figura 63.1

1. Calcule (f 0 g)(2), (g0 f) (1), (fe f) (1) y (gog)(4).

2. Encuentre los dominios de las funciones fog, go f, fofygog.
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Solucion

1. A partir de la informacion en las graficas podemos obtener:

(fog)(2)=f(9(2) = f(-2) = —4
(go f)(1) =g(f(1)) =g(2) = -2
(foN)=f(f(1))=f(2)=0
(909)(4) =g(9(4)) = g(2) = -2

2. Supongamos que las graficas de f y g son s6lo las mostradas en las figuras, entonces

Dig={x€R:x €D,y g(x)€ Dy}
={reR:ze[-2,5yg(r) €-22]}
={reR:zxe[-2,5yze|[-14]}
= [-2,5]N[~1,4]
= [~1,4].

Dys={re€R:z€ Dy f(x) € Dy}
—{reR:ize[-22y fz) € [-2,5]}
={zxeR:zxe[-2,2)yze]-12]}
=[-2,2]N[-1,2]
=[-1,2].

Doy ={x€R:x € Dsy f(x) € Dy}
—{reR:ze[-2,2]y f(x) € [-2,2]}
={reR:zxe[-2,2yze][-12]}
=[-2,2]N[-1,2]
=[-1,2].

Dyog ={z €R:z € Dyy g(x) € Dy}
={reR:ze[-2,5yg(x) € [-25]}
={zeR:zxe[-25yze[-1,5]}

=[-2,5]N[-1,5]
=[-1,5].
Ejemplo 63.4
2
Exprese y = G(r) = ————= como una composicion de tres funciones. Es decir, de la
(3 + V)

forma: G = fogoh.

Para evaluar la funciéon G en un ntmero dado necesitamos hacer los tres pasos siguien-
tes:
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I) Sacar raiz cuadrada al ntimero.
IT) Sumar 3 al resultado de I y elevar al cuadrado.

IIT) Dividir 2 entre el resultado de II.

De esta forma, si llamamos h a la funcién del paso I), g a la funcion del paso II) y f a la
funcion del paso III), tenemos que

Y entonces,

Ejercicios

1. Encuentre las funciones fog, go f, fo f, go gy sus respectivos dominios.

1 () z—1
— T) = )

i 9 -
T

r+2
(¢) f(x) =2 g(z)=+x-3.

@ f@) = Va=T,  gl) =7

2. Se deja caer una piedra en un lago, que crea una onda circular que viaja hacia afuera
a una velocidad de 60 cm/s.

(a) Encuentre una funciéon g que modele el radio como una funcion del tiempo.

(b) Encuentre una funcion f que modele el area del circulo como una funcion del
radio.

(c¢) Encuentre f og. ;Qué representa esta funcion?
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Leccion 04

Funciones inyectivas e inversa de una funcién I

Funciones inyectivas

Una funciéon f con dominio Dy, se dice uno a uno (1-1) o inyectiva si no hay dos elementos
distintos en Dy que tengan la misma imagen. Es decir, si dados dos elementos z; y x5 del
dominio Dy tales que 1 # xa, entonces f(z1) # f(z2). O equivalentemente, f es uno a uno
si dados x; y 2 del dominio Dy tales que f(z1) = f(z2), entonces x; = ».

Ejemplo 64.1

La funcion f representada mediante el siguiente diagrama de flechas (ver figura 64.1), no es
uno a uno, ya que f(4) = —1= f(6).

Figura 64.1

Ejemplo 64.2

La funcién f(x) = 2 no es uno a uno, ya que hay al menos dos elementos —2 y 2 del dominio
de f, diferentes, que tienen la misma imagen f(—2) = f(2) = 4. A partir de la grafica de
una funcion se puede saber si la funcién es o no uno a uno.

Prueba de la recta horizontal

Una funcién f es uno a uno si y sélo si ninguna recta horizontal (paralela al eje x) corta su
grafica en mas de un punto. En efecto, consideremos la grafica de una funcion f
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J@ =fo) |

fl@

a b

Figura 64.2

Si hay al menos una recta horizontal que intercepta a la grafica de f en dos puntos distintos,
entonces existen al menos dos elementos distintos a y b del dominio de f tales que f(a) = f(b).
Por lo tanto f no es uno a uno. Reciprocamente, si f no es uno a uno, es facil ver que hay
al menos una recta horizontal que intercepta a la grafica de f en dos puntos distintos.

Ejemplo 64.3

Usando la prueba de la recta horizontal, determine si las siguientes funciones son uno a
uno:

Solucién

a) La grafica de f se obtiene trasladando 2 unidades a la derecha la gréafica de y = /x:

Figura 64.3

Como ninguna recta horizontal corta la grafica de f en mas de un punto, entonces f es
uno a uno.

b) La grafica de g se obtiene trasladando 3 unidades hacia abajo la grafica de y = |z|:

314



3

Figura 64.4

Existe al menos una recta horizontal que corta la grafica de g en dos puntos distintos.
Luego ¢ no es uno a uno.

c¢) La gréfica de h se obtiene trasladando 1 unidad a la izquierda la grafica de y = a>:
Ly

y=@+1)°

X

Figura 64.5

Observemos que ninguna recta horizontal corta a la grafica de h en méas de un punto. Luego,
h es uno a uno.

Inversa de una funcién

Sea f una funcién uno a uno, con dominio D¢ y rango R;. La funcién g con dominio Ry
rango Dy, tal que

g(y)=x siysolosi f(x)=y, paratodoy € Ry,
se llama la funcién inversa de f y se denota por 1.

Dy Ry

f-l

Figura 64.6
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Entonces f~! es la inversa de f si para todo y € Ry,

fly)=2 siysolosi f(z)=y.

De acuerdo con la definicién, si f envia a z en y entonces f~! envia a y en x (lo devuelve al
valor inicial - ver figura 64.6).

Ejemplo 64.4
Sea g una funcion con D, = {2,3,4} y

9(2) =10, ¢(3)=20 y g(4)=-15.
Entonces g es uno a uno y

g H10) =2, ¢ %20)=3 y g '(-15) =4.

8
Dg /\ Rg

Figura 64.7
Ejercicios

Trace las graficas de las siguientes funciones y determine si son uno a uno.

1. f(z) =22 +1
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Leccion 0D

Funciones inyectivas e inversa de una funcién II

Propiedades de la funcién inversa

Sea f una funciéon uno a uno con dominio D; y rango Ry. La funcion inversa f~' satisface
las siguientes propiedades de cancelacion:

fH(f(z)) ==, paratodox € Dy (6 (f "o f)(z) ==, paratodox € D; ).
f (f_l(y)) =y, paratodoy € Ry (6 (fo f_l)(y) =y, paratodoy € Ry ).

Ademaés, si dos funciones g y h son tales que

g (h(x)) =z, paratodox € D, (6 (goh)(z)==x, paratodozx € Dy )

h(g(x)) =z, paratodox € D, (6 (hog)(r)=u=z, paratodox € D, )

entonces, h es la inversa de g y g es la inversa de h (en otras palabras, g y h son inversas
entre si).

Ejemplo 65.1

Compruebe que las funciones f(z) = /= — 5 y g(x) = 23 + 5 son inversas entre si.
Solucién

Los dominios de f y g son ambos R. Calculemos (fog)(z)y (go f)(x):
o (fog)(x)=f(9(x) = f(2*+5)= (23 +5) —5=Vad =1, Ve € R
e (gof)@)=g(f(@)=g(Yz—=5)= (Yo —=5)"+5=(r—5)+5=ux,Vr €R.

Por la propiedad anterior de las funciones inversas, concluimos que las funciones f y ¢ son
inversas entre si, esto es,

Tl a)=g@)=2>+5y g '(z) = f(z) = Vo — 5.
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., Coémo hallar la funcién inversa de una funcién uno a uno?

Siy = f (x) es una funcién uno a uno, para hallar su inversa f~! se procede as:

1. Se escribe y = f(z).

2. Si es posible, se despeja x en términos de y, obteniéndose asi
z=f"'(y).

3. Se intercambian z y y en la ecuacién anterior para obtener y = f~1(x).
Ejemplo 65.2

Calcule la inversa de las siguientes funciones uno a uno.

Soluciéon

a) Escribimos y = f(z) y despejamos x:

y=f(z),
7
x
=—+41
Y 3+ ;
aT43
y_ 3 )
3y=a2"+3,
3y—3=2a",
x=+/3y—3

Intercambiamos z y y y la ecuacion resultante es y = f~1(x).

V3x — 3,

y et
fHx) = v3r 3.

b) Escribimos y = g(z) y despejamos x:

1+ 3x

5—2x

5y —2xy =1+ 3z
oy — 1 =3z + 2zy
5y —1=(3+2y)a .

oy — 1

T = .

3+ 2y

y:
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Intercambiamos z y y y la ecuacion resultante es y = g~ 1(x).

_5x—1
Y= 3 9r
hr — 1

_1 —
9 @) =35,

Grafica de la funcién inversa

Consideremos una funciéon f uno a uno. Si un punto (
entonces f(a) = by, por definiciéon de funcion inversa, f~!
pertenece a la grafica de f=1.

b) pertenece a la grafica de f
)

a,
(b) = a. Es decir, el punto (b, a)

(a,b) € grafica de f

—_

= b= f(a)
— [t =a
<= (b,a) € grafica de f~'.

Ademas, los puntos (a,b) y (b,a) son simétricos respecto a la recta y = x. Esto es, el punto
(b, a) se obtiene al reflejar el punto (a, b) con respecto a la recta y = x (ver figura 65.1).

)
al
Figura 65.1

Luego, la grafica de y = f~!(z) se obtiene al reflejar la grafica de y = f(z) con respecto
a la recta y = .

Ejemplo 65.3

La siguiente es la gréafica de una funcién h uno a uno. Trace la grafica de h™!.
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Figura 65.2

Solucién

Trazamos la recta y = x y reflejamos la gréafica de h con respecto a esta recta. La grafica que
se obtiene en ese caso es la grafica de h1.

Figura 65.3

Ejercicios
1. Use la propiedad de la funcién inversa para demostrar que f y g son inversas entre si.
(8) fl@)=a*+1,  g(z)=(x -1
(b) fla) = —
xT) =
x—1

(¢) fla)=vid—a2 Osa<2
glx)y=+v4d—22, 0<az<2.

2. Sabiendo que f es una funcién uno a uno, encuentre la funcion inversa de f.

1
x #1, g(x)z;+1,x7é0.

_x—2

(@) f(@) =2,
(b) flz) =5 — 4a®.
() flw)=(2—2".
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3. Sea f(x) =16 — 22, x > 0. Trace la grafica de f y empléela para trazar la grafica de
f~1. Halle f~! y su dominio.

4. A continuacién se muestra la grafica de una funciéon f.

X

12345678

Figura 65.4

(a) (Es f una funcién uno a uno? (justifique).

(b) En caso afirmativo, utilice la grafica de f para trazar la gréafica de f~! y halle su
dominio.

321



322



Leccion 00

Funciones inyectivas e inversa de una funcién III

Ejemplos adicionales

Ejemplo 66.1

Sea f la funcion definida por f(z) = 2z + 1.
1. Usando la prueba de la recta horizontal, determine si f es o no una funcién uno a uno.
2. En caso afirmativo, halle la funciéon f~!, su dominio y rango.

3. En el mismo plano cartesiano trace las gréaficas de f y su inversa.

Solucién

1. Sea f(x) =2z + 1.

1
Diy={zeR/2z+1>0}= {—§,oo>.

A partir de la grafica de y = \/x, y usando transformaciones de funciones, obtenemos
la grafica de f :

: : - : X
-1 1 2 3
Figura 66.1
De la grafica de f observamos que Ry = [0,00) y ademéas, por prueba de la recta

horizontal, concluimos que f es una funcion uno a uno (ver figura 66.1). Luego, f
tiene una funcion inversa f—!.
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2. Hallemos la funcién f=:

Sea y = f(x) = v/2x + 1. Despejemos z en términos de y :

y=+2r+1 — yv’=2r+1,y>0
2 _
<= y2 =x,y>0
y -1
= = 5 =f"Yy), y>0.

Intercambiando x y y en la ecuaciéon anterior obtenemos:

2
—1
y=F"0)=—5— =>0.

Ademas Dj-1 = Ry = [0,00) y Rp1 = Dy = [—3,00).

3. Recordemos que la gréifica de y = f~!(z) se obtiene reflejando la grafica de y = f(x)
respecto a la recta y = x (ver figura 66.2).

y
L o-m0
1) S =)
Figura 66.2

Ejemplo 66.2
Sea f la funcion definida por

20 + 4 siox<-—1,
fx) = ) .
(x+1)"+2 si z>-—1

1. Trace la grafica de f y, a partir de la misma, concluya que f es invertible.
2. Grafique en el mismo sistema cartesiano las funciones y = f(z) y y= f"(z).

3. Exprese f~!(x) como una funcién definida por tramos.

Solucién

1. Si x < —1, entonces y = 2x + 4, la cual corresponde a una linea recta. La grafica de
este tramo la podemos construir dandole dos valores a x.

T | -2]-1
yl 0] 2




Siz > —1,y=(r+1)?+2. Esta tltima corresponde a dos traslaciones de la parabola
y = 2. La primera una unidad a la izquierda, y la segunda dos unidades hacia arriba.

d y = f(z)

Figura 66.3

Mediante la prueba de la recta horizontal, vemos que f es inyectiva y por lo tanto
invertible (ver figura 66.3).

2. La grafica de y = f~1(z) la construimos reflejando la gréfica de y = f(x), con respecto
a la recta y = x (ver figura 66.4).

! y = f(z)
4
y=x
1 2 3 4 T
y=f"(x)
Figura 66.4

3. Parax < —1,y=2rx+4yy < 2. Despejamos x en términos de y:

y = 2x+4, y <2
_y—4

= <2
Z 5 Y=
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Intercambiamos x y y, obteniéndose asf y = f~1(x):

r—4

Paraz > —1,y = (r + 1)> + 2 y y > 2. Despejamos x en términos de y:

y =(x+1)2+2, y > 2

y—2 =(r+1) y > 2
y—2 =ux+1, y > 2
r =\y—2-—1, y > 2.

Tomamos la raiz positiva ya que z > —1, y asi z+1 > 0. A continuacién intercambiamos
x y y, obteniéndose de esta manera y = f~!(z):

=vr—2—-1, x>2

)
fflay=vVr—2-1, x>2.
Por lo tango, la funcién f~! esta dada por
—4
- siox<2,
fla)=q 2

ver—2—-1 si x>2.
Ejercicios
1. Sea f la funcién definida por

@ -1)+2 sioz <1,
f(x)_{(a:—l)z—FQ siox>1.

(a) Trace la grafica de f.
(b) ;Es f una funcion inyectiva? Justifique.
(c) En caso afirmativo en (b), grafique en el mismo sistema cartesiano las funciones
y=1[() vy y=["(2)
(d) En caso afirmativo en (b), exprese f~!(z) como una funciéon definida por tramos.
2. Sea f la funcion definida por f(x) = x |z|.
(a) Grafique f y concluya que es una funcién uno a uno.

(b) Encuentre f~! y trace su grafica.
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Leccion 07

Funcion exponencial 1

Sea a > 0, a # 1. Durante las sesiones de exponenciaciéon y radicacion, le dimos sentido a
la expresion a”, donde r es un namero racional. Nuestro interés ahora es darle sentido a a”,
donde x en un numero real cualquiera. Pare este fin, solo resta definir el caso cuando x es
un ndmero irracional.

El caso x irracional hace parte de los cursos de Célculo Avanzado y por lo tanto esté fuera
del alcance de un curso de Precalculo. Nosostros nos limitaremos a decir que la idea detrés
de este proceso, es construir una sucesion de niumeros racionales que se acerca cada vez mas
al nimero irracional x, y mediante esta sucesion es que definimos a”.

Funcién exponencial

Sea a una constante real, a > 0y a # 1. La funciéon f: R — R definida por
f(z) =a,

se llama funcién exponencial con base a.

Grafica de una funcién exponencial

1 x
Tracemos las graficas de las funciones f(x) = 2% (ver figura 67.1) y g(z) = (—) (ver
figura 67.2).

x |y=2"
-3 1/8
-2 1/4
—1] 1/2
0 1

1 2

2 4

3 8

Figura 67.1
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r |y=(1/2)"
-3 8
-2 4
—1 2
0 1
1 1/2

/ . )
2 1/4 EEED T2 3 4

y=(3)
Figura 67.2
1\" 1 _ ) ..
Como g(z) = 5) =% = 27" = f(—x), entonces la grafica de g es la reflexion respecto

al eje y de la gréafica de f.

En general, si f(z) =a”, a >0, a # 1, se tiene:
e El domino Dy de la funcién f es R.
e ¢” > 0 para todo x € R, es decir, el rango Ry de la funcién f es el intervalo (0, 00).
e La grifica de f(z) = a” pasa por el punto (0,1), pues f(0) =a" = 1.

e Sia > 1, la grafica de f(x) = a” tiene la siguiente forma:

7\

La grifica de f se va acercando y= a
al eje x, a medida que x (a>1)
disminiye.
0,1)
/ x
-
Figura 67.3

Ademas, a medida que la base a aumenta, la gréafica de f es “més empinada” (“estd mas
cerca al eje y”, 6 “crece mas rapido”) para x > 0 y esta méas cerca del eje x (“crece mas
lentamente”) para x < 0 (ver figuras 67.3 y 67.4).
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Figura 67.4

e S5i0<a<l,lagrifica de f(z) = a® tiene la siguiente forma:

/A

La gridfica de f se va acercando
y= a al efe x, a medida que x
(0 <g< 1) aumenta.
0, 1)
X
i
Figura 67.5

Ademaés, a medida que la base a disminuye, la grafica de f es mas “empinada” (“esta
mas cerca al eje y”, 6 “decrece mas rapido”) para x < 0 y estd mas cerca del eje x
(“decrece méas lentamente”) para x > 0 (ver figuras 67.5 y 67.6).

-

-1

Figura 67.6
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1 x
e Las graficasde y = a" y y = (a) para a > 1, son simétricas con respecto al eje y

(ver figura 67.7).

Figura 67.7

e Excluimos el caso a = 1 ya que 1¥ = 1 para todo = € R, es decir, obtendriamos la
funcion constante f(x) = 1, la cual se aleja completamente del comportamiento de la
funcion exponencial de los otros casos.

Ejercicios
1. Trace la grafica de f(z) = 3" y a partir de ella, en el mismo plano cartesiano, trace la
xr

1
grafica de la funcion g(z) = (§>

2. Considere las funciones f(x) = 2%y g(z) = 2.

(a) Trace las graficas de f y g, y compare su crecimiento a medida que z aumenta.

(b) Evaltie ambas funciones en © = 2, x =3, x =5, 2 =10,z =20y 2 = 30 y
compare las tasas de crecimiento de f y g.

3. Encuentre la funcion de la forma f(x) = Ca” cuya grafica es la siguiente.

!

\i‘

Figura 67.8

4. Si f(x) = 8", pruebe que

f(x+h]3—f(x):8x (8hh—1)_
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Leccién O8

Funcién exponencial 11

Ejemplo 68.1

Trace la grafica de h(z) = —27% + 1 a partir de la gréafica de y = 2%, utilizando transforma-
ciones de funciones.

Solucién

Partiendo de la gréafica de y = 2%, una secuencia para trazar la grafica de h es:

1. y=2%.

2. y = 27" (Reflexion de la grafica anterior con respecto al eje y).

3. y = —27" (Reflexion de la grafica anterior con respecto al eje x).

4. y=—2"" 41 (Traslacion de la grafica anterior, 1 unidad hacia arriba).

-8

y:-

Figura 68.1
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Cualquier ntimero positivo a se puede usar como base de la funciéon exponencial. Una base
muy importante, que se usa en muchas aplicaciones, es el nimero irracional

e = 2.7182818284590452353602874713527 . . .,

que se conoce como el nimero de Euler. Este ntimero se puede definir de muchas maneras.
Una muy usada, es que e es el nimero al que se acerca la expresion

1 n
(1+3)
n

cuando n se hace cada vez més grande. La siguiente tabla muestra este comportamiento.

n (1 + 1)
n
112
10 | 2.59374246

100 | 2.704813829
1,000 | 2.716923932
10,000 | 2.718145927
100,000 | 2.718268237
1,000,000 | 2.718280469
10,000,000 | 2.718281694

Funcién exponencial natural

La funcién exponencial natural es la funcién exponencial con base e
flz) =e”.

Como 2 < e < 3, la grafica de f(x) = e® esta entre las graficas de y = 2 y y = 3% (ver
figura 68.2).

1

Figura 68.2
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Observacién

e Algunas aplicaciones en las que aparecen las funciones exponenciales son: crecimiento
de poblaciones, desintegracion de sustancias radiactivas, calculo de interés compuesto,
entre otras.

e Se puede demostrar que las leyes de los exponentes ya estudiadas, son también vélidas
cuando los exponentes son ntmeros reales.

Modelo de crecimiento exponencial

Si una poblacién presenta una tasa de crecimiento que es proporcional al tamano de la
poblaciéon en cada instante, entonces ésta experimenta un crecimiento exponencial y su
tamano puede ser modelado por la funcion

P(t) = Py e™, (68.1)

donde
t: tiempo,
P(t): poblacion en el tiempo ¢,
Py: poblacion inicial (en t = 0),

r: tasa relativa de crecimiento (porcentaje).

La tasa de crecimiento es r (por ciento) de la poblacion en el instante ¢.

La funcion (68.1) también se puede usar para modelar la masa restante de una sustancia
radiactiva, con masa inicial Py, que se desintegra a una tasa relativa de decaimiento r (r <
0).

Ejemplo 68.2 Aplicacion

La poblaciéon de cierta ciudad fue 230,000 habitantes en el ano 2000, y la tasa relativa de
crecimiento observada es 3% por afo.

1. Halle una funciéon que modele la poblacién de esta ciudad después de t anos.
2. Calcule la poblacion proyectada en el ano 2015.
Solucién

1. En este caso r = 3% = 0.03. Sea ¢ el nimero de anos transcurridos a partir del ano
2000. De esta manera Py = 230,000 habitantes, y asi la poblacion de la ciudad después
de t anos es

P(t) = 230,000 %,

2. En el 2015, tenemos t = 15 afios. Entonces P(15) = 230,000 e*%(1%) ~ 360711.8027.

Por lo tanto, la poblacion proyectada de esta ciudad para el ano 2015 es aproximada-
mente 360, 712 habitantes.
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Ejemplo 68.3 Aplicacion

Cierta sustancia radiactiva se desintegra de tal forma que la cantidad de masa que permanece
después de t dias se expresa mediante la funcién

m(t) = 15 e 0%
donde m (t) se mide en kilogramos. En este caso la masa inicial es 15 kilogramos y la tasa
relativa de decaimiento es —2.3%.
1. Encuentre la masa en el tiempo ¢t = 0.
2. (Cuéanta masa permanece después de 60 dias?
Solucién

1. Evaluemos la funcién m en ¢t = 0:
m(0) = 15 e~ %020 — 15,
Luego, la masa en el tiempo ¢t = 0 es 15 kilogramos.
2. En este caso calculamos
m (60) = 15 e~ %923(60) ~ 3 773678296.
Por lo tanto, después de 60 dias permanecen aproximadamente 3.77 kilogramos.
Ejercicios

1. Utilizando transformaciones de funciones, trace la grafica de las siguientes funciones y
para cada una de ellas halle su dominio y rango:

(a) flz)=2"7".

(b) f(z)=6— 3°.
(¢) fla)= e +4
(@) f(2) = —2—e
(&) fla)=|1— ¢
(1) gla) =7 —2

(8) h(z)=2-3(4").

2. La poblacion de conejos en cierta region tiene una tasa de crecimiento relativa de 7%
por ano. Se estima que la poblacion en 2002 era de 5000 conejos.

(a) Encuentre una funcién que modele la poblacién de conejos ¢ afios después del ano
2002.

(b) Estime la poblacion de conejos en el ano 2019.
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Leccién 69

Funcion Logaritmica I

Funcién Logaritmica

Sea a > 0, a # 1. En las sesiones anteriores estudiamos la gréafica de la funcién exponencial
f(z) = a”, cuando @ > 1y también cuando 0 < a < 1 (ver figura 69.1).

Y\ Y\

0, 1) 0,1)

V=

| B

Figura 69.1

En ambos casos, por la prueba de la recta horizontal, la funcion exponencial f(x) = a” es una
funcién uno a uno y por lo tanto existe su inversa f~!, que llamaremos funcién logaritmica

con base a y la denotaremos por log,,.
Mas precisamente, la funciéon logaritmica con base a, denotada por log,, esta definida

por
log,r =y siysolosi a’=2, x>0, yek

Por lo tanto,

log, x es el exponente y al que se debe
elevar la base a para obtener .

Ejemplo 69.1
e log,, 100 = 2, porque 10* = 100.

e log, 8 = 3, porque 2% = 8.

1 1 1
e log, 9= —2, porque 372 = Fohai

1
® logy; 6 = B} porque (36)1/2 = /36 = 6.
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Propiedades de los logaritmos

Sea a >0, a # 1.

1. , porque a’ = 1.
2. , porque a' = a.

3. ’logaaz:x, r eR

, porque a® = a”.

4. [a'°«® =z, x > 0|, porque log, = es el exponente al cual se debe elevar a para obtener
x.

Las propiedades 3. y 4. resultan también de aplicar las propiedades de una funcion f y su
inversa f~!.

En efecto, si f(z) =a®y f1(x) =log,z,a>0,a#1

f(a*) =log,a” =z, v € R.
f(f N (z)) = f(log,z) = a'%" =z, x> 0.

I
o L
~ o0
o=
)
S—
Nl
—
AN
—~
=
=
=
Il

Ejemplo 69.2
e log; 1 =0, porque 3° = 1.
e log,2 = 1, porque 2! = 2.
e log, 772 = —2 porque 772 =772

o 585 V3 = /3 porque log; V/3 es el exponente al que debemos elevar a 5 para obtener

V3.

Grafica de la funcién logaritmica

Como la funcion logaritmica con base a es la inversa de f(z) = a®, a > 0, a # 1, en-
tonces

Diog, = Ry = (0,00)
Ry, = Dy = R.

Ademas, su grafica se obtiene reflejando la grafica de f(r) = a® con respecto a la recta
Yy =x.

En la figura 69.2 se muestra la grafica de y = f~!(z) = log, z, en el caso a > 1.
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y= Zogax

¥

Figura 69.2

Logaritmos especiales

e Kl logaritmo con base a = 10, se llama logaritmo comiin y se denota log.

log z = log;, x.

e El logaritmo con base a = e, se llama logaritmo natural y se denota In.

Inz = log, .

Si en las propiedades de los logaritmos hacemos a = e, obtenemos:

Inl1=0, lne=1; Ine*=z, z€R; " =z z>0.

Ejemplo 69.3
e log 100 = 2, porque 10? = 100.
e log0.1 = —1, porque 107! = 0.1.
e Ine? =2, porque e? = €2

6ln 15

. = 15, porque In 15 es el exponente al que debemos elevar a e para obtener 15.

Ejercicios

1. Trace la grafica de y = log, x para el caso 0 < a < 1.

2. En el mismo plano cartesiano, trace las graficas de y = log, z, y = logs; x y y = log, .
., Cémo se comportan entre ellas?

3. Trace la grafica de las siguientes funciones por medio de transformaciones sobre la
grafica de una funcién logaritmica conocida. Ademas, diga cual es el dominio y el
rango de la funcion.
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(a) f () = logy (x +2) — 1
(b) ¢
(¢) h(x)=Inlz|

(x) = |Inx|.

4. Encuentre el dominio de las siguientes funciones.
(a) f(x) = log, (z+3).
(b) g(z) =log(x+2) +In(5—x).
1

(c) h(x):\/x—3+10g8(9—x)—m.
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Leccion 70

Funcion Logaritmica 11

Leyes de los logaritmos

Las siguientes propiedades, llamadas leyes de los logaritmos, se deducen facilmente de las
leyes de los exponentes.

Seana>0,a#1, x>0y y>0.

1. |log, (zy) = log, = + log, v.

2. |log, <E> = log, x — log, v.
Y

3. |log, (z") = rlog, z, para todo r € R.

Demostraciéon

1. Usando las leyes de los exponentes tenemos que

CLIOg’l z+log,y alogax . alogay = 1y.

Vemos entonces que log, x+log, y es el exponente al que hay que elevar a a para obtener
xy. Por lo tanto log, (zy) = log, « +log, y. Las otras dos leyes se dejan como ejercicio.

Importante: Al trabajar con logaritmos debe tenerse en cuenta que:

log,(x +y) # log, x +log, y ,

]
a2t log, (£> ,
log, y y

(log, x)" # rlog, x .

Cambio de base

En muchas ocasiones requerimos pasar de un logaritmo con base b a uno con base a, donde
a y b son constantes positivas. Mas precisamente, si y = log, x, queremos expresar y en
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términos de log, x. Esto lo logramos usando la definiciéon y la ley 3. de los logaritmos:

y=log,z <=t =x Definicion.
<= log, ¥ =log,x Tomamos log, en ambos lados.
<= ylog,b=1og,x Ley 3.

P _ log,z
y_logab‘

Y asi,

Ejemplo 70.1

Calcule el valor exacto de las siguientes expresiones:
1. logg 3 + logg 12.
2. logs 162 — logs 2.

3. logs 10 + logs 20 — 3 log; 2.
logy 32

4, —==— 1+ 2] 6 —1 18.
log; 4 + 2logy 084

Solucién

1. logs 3 + logg 12 = logg(3 - 12) = logg 36 = 2.
162
2. logs 162 — logs 2 = logs (T) = log; 81 = 4.

3. logs 10 + logs 20 — 3logs 2 = logs (10 - 20) — log; 2°

10 - 20 200
= log; 5 = log; 5

= 2.
log: 32
4. ‘?gg 7 T 2log, 6 — log, 18 = log, 32 + log, (67) — log, 18
085

o 32 - 36
= 1l0g, 18

= log, (32-2) = log, 64
= 3.

Ejemplo 70.2

Escriba los siguientes logaritmos como un cociente de logaritmos naturales:
1. logs 8.
2. logs 10.
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Solucion Usando cambio de base obtenemos:

log.8 In8

1. logs8 = —— = —.

5% = log.5  Inb
log, 10  1In10
2. logsl) = —— = .
0gs10 log, 3 In3

Ejemplo 70.3

Escriba la siguiente expresion como un solo logaritmo

(2t 1)+ 5 e —4) I (s +5)]

Solucion

%ln(2x+1)+% (e =4 ~In (o +5)] = In 2+ 1)+ 5 {111(:6_4)]

Ejercicios
1. Demuestre las leyes 2. y 3. de los logaritmos.
2. Calcule el valor exacto de las siguientes expresiones.
(a) logg 8.
(b) logg V3.

(c) e,
(d) log, <%>
(e) log, 8.
(f) log25 + %log 16.
() 2logs 10 — log, 6 — logs 150.
(h) log, <1n 69500>.
3. Use las leyes de los logaritmos para escribir la expresiéon como un solo logaritmo.
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(a) logg (22 — 16) — logg (x — 4).
(b) o (Va+5) +1n (va—-vb) -3 e

1
(c) 2log(z +5) — 3 log(2? + 1) + 2log(x — 5).

log, x
d

(d) log, 5
4. Pruebe que

+ logs(z + 1) — 3logs (2% + 5).

~in (VaFT—va) =In (VaF 1+ V7).

6236

et —1

5. Sean f(x) = y g(x) = In(z — 2). Encuentre f o g y su dominio.
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Leccion 71

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

En varias de las sesiones de este curso, hemos visto distintos tipos de ecuaciones y cémo
resoverlas. Nuestro interés ahora son las ecuaciones que involucran funciones exponenciales
o logaritmicas. Todas las técnicas vistas hasta ahora para solucionar ecuaciones, también
son validas para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas. En muchos casos, una
estrategia a tener en cuenta es la siguiente:

1. En cada lado de la ecuacion, usando sus propiedades, agrupe todos los términos en una
sola funcién exponencial o logaritmica.

2. Aplique la funcion inversa adecuada (exponencial o logaritmica) en ambos lados de la
ecuacion.

3. Despeje la variable, usando las técnicas ya aprendidas.

4. Verifique estas posibles soluciones en la ecuacion original.
Ejemplo 71.1
Resuelva las siguientes ecuaciones:

1. e37°% = 16.

2. 7% = 3t

3. €% —2e® — 15 = 0.

4. log, 7+ logy x = log, 11 + log, (z — 4).

5. In(z —2) +1In(z —3) =In2.
Solucién

% —1n16 Tomamos In en ambos lados

1. 75 =16 < Ine*™
<= 3—-5x=1In16
3—1nl6

— =
v 5

Se comprueba facilmente que esta solucion satisface la ecuacion original (ejercicio).
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In7% = In 3+ Tomamos In en ambos lados
rln7=(r+1)In3
rIn7=xzn3+1In3
rIn7—2zIln3=1n3
In3 In3

S (7)
In| =
3

Usando la formula de cambio de base, podemos ver que

2. 7% = 3rHl

[ A

T = logg 3.

Para verificar la validez de esta solucién, debemos notar que la ecuacién original es
7

equivalente a 7% = 373!, es decir, (g)x = 3. De esta manera

y por lo tanto la solucion es vélida.

3. X -2 —15=0 < ()" —2(e*) —15=0

Factorizamos con

< (" =5)(e"+3)=0 u? —2u — 15 = (u — 5)(u + 3)
donde u = €”

— e"=5=0 6 e+3=0

< e"=5 6 e"=-3

<— e"=5 e’ >0, Vr € R.

<= r =1Inb.

Se comprueba facilmente que est a solucion satisface la ecuacion original (ejercicio).

4. log, 7+ log, x = log, 11 + log,(x — 4) <= log, (7x) = log, [11(x —4)] Propiedad.

Aplicamos funcion
= 2loga(72) — glom[M(z=4)] oy nnencial base 2
en ambos lados.

<— Tx=11x — 44
<— g =11.

Se comprueba facilmente que esta solucion satisface la ecuacion original (ejercicio).
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5. In(z —2)+In(z —3) =In2 <= In[(x —2)(x — 3)] =In2 Propiedad.

Aplicamos funciéon
— lle=2)(z=3)] _  In2 exponencial base e
en ambos lados.

2 —5r+6=2
2 —b5r4+4=0
(x—4)(z—-1)=0

r=4 6 zx=1.

11717

x = 1 no es soluciéon ya que
In(1—-2)+In(l —3)=In(—-1) +1In(—-2) ¢ R.

Por otro lado,
In4—2)+mn(4—-3)=mIn2+Inl=Imn2.

Luego, la tinica solucién de la ecuacion es x = 4.
Ejemplo 71.2

Cierta sustancia radiactiva se desintegra de tal forma que la cantidad de masa que permanece
después de t dias se expresa mediante la funcién

m (t) =15 6—0.023t’

donde m (t) se mide en kilogramos. En este caso la masa inicial es 15 kilogramos y la tasa
relativa de decaimiento es —2.3%. Encuentre la vida media de esta sustancia.

Solucion

La vida media de una sustancia es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de su masa
inicial. En este caso para hallar la vida media, debemos resolver la ecuacion

15 670.02315 — E

R
Veamos,
15 1
15 0023t _ % —0.023t _ *
e 5 <= € 5
s 002t _ 9
= 0.023t =In2
e = 22
©0.023°

Por lo tanto, la vida media de la sustancia es

In2

~ 30.14 dias.
0,023 30 ias

t =
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Ejercicios
1. Verifique las soluciones de los numerales 1., 3. y 4. del Ejemplo 71.1.
2. Resuelva las siguientes ecuaciones.
(@) =5,
(b) 82+l = 9o-2,
(c) 37+l = 702,
(d)
)

d) e** —9=0.

(e 23T 4 5.2 _924.97 = ().
10

f =4

(®) 14+e®

(g) |2°* =17 =3.

)

(h) logs z = 4.
(i) In(z+1)=8.
(j) In(z +5) =Ilnz +1Inb.

(k) log, (° — 4) + 3logy vz + 1 — logy(z + 2) = 2.
(1) 3Wne)’*~1 = 27,

3. Para la sustancia radiactiva del Ejemplo 71.2, determine el tiempo que se demora en
desintegrarse el 80% de su masa inicial.
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Leccion 12

Angulos

Un angulo es la abertura formada por dos rayos que tienen un punto comin llamado vértice.
En realidad, dos rayos dan lugar a dos angulos, y en cada caso particular quedara claro de
cual de los dos dngulos se esta hablando.

Cualquier angulo es congruente con algiin angulo ubicado en el plano zy, cuyo vértice esta
en el origen y tiene un lado, denominado lado inicial, coincidiendo con la direccién positiva
del eje x; el otro lado del angulo se llama lado terminal. De este tltimo angulo se dice que
estd en posicion estandar.

Angulo © en posicion estindar

Figura 72.1

En el angulo LAOB de la figura 72.1, el lado OA es el lado inicial y el lado OB es el lado
terminal. El angulo L AOB puede generarse al rotar el lado OA alrededor de O hasta el
lado OB.

Decimos que un angulo en posicion estandar es positivo si la rotacion del lado inicial se hace
en sentido contrario a las manecillas del reloj, en caso contrario es negativo.

Medida de angulos

Los angulos se miden en grados o en radianes. Si dividimos una circunferencia en 360 partes
iguales, y trazamos los rayos desde cada division al centro, se forman 360 angulos congruentes.
Decimos que cada uno de esos angulos mide 1 grado, denotado 1°.

1
1° es la medida del d4ngulo equivalente a 360 de una vuelta completa. De esta forma 360° = 1

vuelta completa.
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Si se divide la longitud L de una circunferencia por su didmetro, el resultado es la constante
m, es decir,

L L

_ = — = 71',
d 2r
por ello L = 2nr.

Un radian, denotado 1 rad, es la medida del angulo formado por dos rayos que se interceptan
en el centro de una circunferencia de radio r, de tal forma que el arco sobre la circunferencia
que se encuentra entre los dos rayos tiene longitud r (ver figura 72.2).

Figura 72.2

Podemos expresar la medida de un édngulo en radianes o en grados. Como un angulo de 27
o

rad equivale a un angulo de 360° encontramos que un angulo de 1 rad mide — y un angulo
0

de 1° mide T rad.
180

Ejemplo 72.1

1. Encuentre la medida en radianes de un dngulo que mide 36°.

Un angulo de 36° mide 36—7T rad, es decir, g rad.

180
2. ;Cual es la medida en grados de un dngulo que mide 37 rad?
180°
3m rad = 37 = 540°.
T

Nota: Cuando expresemos la medida de un angulo en radianes omitiremos en general la
abreviatura rad.

Angulos coterminales

Dos angulos en posicion estandar son coterminales si sus lados terminales coinciden.

y y
p
P x @N x
5/ /
Figura 72.3
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Si 6 es un angulo en posicion estandar, 6 y 6 4+ 360°n, con n € Z, son angulos coterminales
(ver figura 72.3).

Ejemplo 72.2

1. Encuentre angulos coterminales con el angulo 8 = 45°, ubicado en posiciéon estandar.
, . , ™ .. ,
2. Encuentre angulos coterminales con el angulo § = ~% en posicion estandar.

Solucion

1. Para hallar dngulos coterminales con #, sumamos multiplos positivos o negativos de
360°, ast:

45° + 360° = 405°,45° 4 720° = 765°,
45° — 360° = —315°, ...,

son angulos coterminales con # = 45°. Graficamente, tenemos:

) ¥ Y
A 15° x /ARG 45° x 150 x
1/ L AN )
405° N 765 -315
Figura 72.4
. m L
2. De manera analoga para hallar angulos coterminales con 6 = —g> Sumamos multiplos

positivos y negativos de 27 de tal forma que,

7T+2 _117r 7T+8 _4777

6 "7 6 6 " 60
-2

T e 57?7

6 6

. ™
son angulos coterminales con ~%

Ejemplo 72.3

Encuentre un angulo 6 tal que 0° < 6 < 360°, que sea coterminal con el angulo de medida
1125°.

Solucion

Para hallar el &ngulo 6 restamos 360° de 1125° tantas veces como sea necesario o, equivalen-
temente, dividimos 1125° entre 360° y el residuo sera el &ngulo buscado.

1125 45
=3+ —. Luego, 0§ = 45°.

Asi .
360 360
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Angulo de referencia

El angulo de referencia 6 de un angulo @ en posicion estandar, es el angulo agudo formado
por el lado terminal de 6 y el eje x.

Yy y
0-0x oY o«
y Yy
0 0
I n T SR s R
0 NG
f=0—r 0=21—0
Figura 72.5

Ejemplo 72.4
Encuentre el dngulo de referencia de los siguientes angulos:
i) 780°

5%

ii) e
Soluciéon

i) Los angulos 780° y 60° son coterminales ya que 780° — 2 (360°) = 60°. Luego, 6 = 60°
porque el lado terminal de 780° esta en el cuadrante I.

074 60° .
\N

Figura 72.6
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ii) El dngulo de referencia es el angulo agudo formado por el lado terminal de —% y el

— o T
jex. Asi, 0 =71 — — = —.
ejex. Asi, 0 = 5 5
y
X
0~ 5n
6
Figura 72.7
Ejercicios

1. Encuentre la medida en radianes del dngulo dado en grados.
(a) 54°.
(b) —T75°.
(c) 202.5°.

2. Encuentre la medida en grados del angulo dado en radianes.

(a)

7T
5

_3r

) -2

137
©) 15

3. Encuentre el dngulo entre 0° y 360° que es coterminal con el angulo dado.
(a) —546°.
(b) 1345°.

4. Encuentre el angulo entre 0 y 27 que es coterminal con el angulo dado.

(a) 3317.

) 2"

5. Encuentre el angulo de referencia de los siguientes dngulos.
(a) 1240°.
(b) —799°.
8

O
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Leccion 13

Funciones trigonométricas de angulos I

Definicidn:

Sea 6 un angulo en posicion estandar y sea P = (z,y) # (0,0) un punto sobre el lado

terminal de 0. Si r = \/x2 + y? es la distancia del origen al punto P, definimos las funciones
trigonométricas de 6 asi:

P(x,y)
vy
EE:
o x* =
Figura 73.1
senf = y, cosf = E,
r r
y o, . x .
tanf = = (si x # 0), cotd = — (siy #0),
Z Y
secezz(six%()), csc@zt(siysé()).
z )

Es importante anotar que las funciones trigonométricas de un angulo no dependen de la
eleccion del punto P = (z,y). Si P' = (2/,y') # (0,0) es cualquier otro punto sobre el lado
terminal del dngulo, las funciones trigonométricas obtenidas son las mismas.

Observacién

Sea # un angulo agudo en posicion estandar y sea P = (x,y) # (0,0) un punto sobre el lado
terminal de 6.
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Hipotenusa

P

Cateto
opuesto a 0

y<_

iy
0 X
x

Q
Cateto

adyacente a 0

Figura 73.2

El AOQP en la figura 73.2 es rectdngulo en @, la hipotenusa es el segmento OP = \/3E2 + y?
y los catetos son los segmentos OQ), llamado cateto adyacente a 6, y QP, llamado cateto
opuesto a 6, de longitudes z e y, respectivamente.

Con base en este tridngulo y en la definicion de las funciones trigonométricas de édngulos
tenemos:

y  cateto opuesto xr  cateto adyac.
senf) = = = - cosl=—= ————

r hipotenusa r hipotenusa

y  cateto opuesto x cateto adyac.
tanf = = = , cotf=—= ,

T cateto adyac. y  cateto opuesto

r hipotenusa r hipotenusa
secl = —= —— csch = — = .

x  cateto adyac. y  cateto opuesto

Y de esta forma podemos calcular las funciones trigonométricas de cualquier dngulo agudo
de un triangulo rectangulo.

Ejemplo 73.1

Bosqueje el tridngulo rectangulo que tiene dngulo agudo 6, y encuentre las otras cinco rela-

ciones trigonométricas de 6 sabiendo que secd = 3

Solucién

2

Figura 73.3
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Aplicamos el teorema de Pitdgoras para hallar la medida del cateto opuesto:

7? = (C.O)* + 2%,

(C.O?=7*—-2%,
(C.O?*=49 -4,
(C.O)? =45,

C.O=+v45.
Hallamos ahora las otras cinco relaciones trigonométricas:

V45

senf = — | cotf =

7

2
COS Z s CSC an B

35l
(@ at
N
ot

Angulos notables

T T T
Llamamos angulos notables a los angulos 6 = 45° 6 —; 6 = 60° 6 3y 0 = 30° 6 5 ya que,
como veremos a continuacion, facilmente pueden hallarse sus funciones trigonométricas.
s
Para 6 = 45° 6 ik

Dibujamos un cuadrado de lado 1 y trazamos una diagonal cuya longitud, usando el Teorema
de Pitagoras, es v/2 (ver figura 73.4). Los dngulos agudos de cada uno de los triangulos que
se forman son de 45°.

2

45°
1

Figura 73.4

. . P , T
Entonces, las funciones trigonométricas de # = 45° 6 4 Som

Para&zGOoég:
Dibujamos un triangulo equilatero AOPQ de lado 2 y trazamos la altura relativa a uno de
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sus lados (ver figura 73.5). Como la altura es también mediana, la longitud de PR es 1y
usando el Teorema de Pitagoras encontramos que la longitud de la altura es /3.

o
2 30° 2
3
60°
P—1 R 1 Q
Figura 73.5

Como cada uno de los angulos interiores del tridngulo equilatero mide 60° (;por qué?),

con base en la informacion anterior, calculamos las funciones trigonométricas de # = 60° 6
Vs

%
3 1
sen (60°) = g, cos (60°) = Y tan (60°) = V3,
1 V3 2 23
cot (60°) = — = —, sec (60°) = 2, csc (60°) = —= = ——.
V3 3 J/3 3

Usando el mismo tridngulo y el hecho de que la altura es también bisectriz, calculamos las
T
funciones trigonométricas de 8 = 30° ¢ 3 :

?

V3 o _ V3
5 tan (30°) =3

2v/3
cot (30°) = V/3, sec(BOo):%_, csc (30°) = 2.

1
sen (30°) = v cos (30°) =

Estos resultados se usan con mucha frecuencia y se encuentran facilmente si se trabaja con
los tridngulos aqui descritos.

Puesto que la division entre 0 no es una operacion definida, ciertas funciones trigonométricas
no estan definidas para ciertos angulos. Por ejemplo tan 90° = y/x no esta definida porque
x = 0 para un angulo de 90°. Los angulos para los cuales podrian no estar definidas las
funciones trigonométricas son los angulos para los que la coordenada x o y de cualquier
punto en la recta que determina el angulo es 0. Estos dngulos son denominados dngulos de
un cuadrante, puesto que coinciden con los angulos determinados por los ejes coordenados.
Para los angulos 0° y 90° = 7/2, se tienen las siguientes funciones trigonométricas:

sen (0°) =0, cos (0°) = 1, tan (0°) = 0,
cot (0°) = no definido, sec (0°) = 1, c¢sc (0°) = no definido.

sen (90°) = 1, cos (90°) = 0, tan (90°) = no definido,
cot (90°) = 0, sec (90°) = no definido, csc (90°) = 1.
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Leccion 74

Funciones trigonométricas de angulos II

Antes de empezar esta sesion es tutil recordar el valor de las funciones trigonométricas de
los angulos notables, junto con 0° y 90°, puesto que estos son los mas caracteristicos del
primer cuadrante. En principio podriamos aprendernos de memoria estos valores, pero pro-
bablemente con el tiempo los olvidemos. Por esta razon es ttil recordar la siguiente ayuda
mnemotécnica conocida como regla de la raiz de n:

Regla de la raiz de n

Esta sencilla regla consiste en lo siguiente: Numeramos los angulos de 0 a 4 en orden creciente,
de tal manera que 0 corresponde a 0°, 1 a 7/6, 2 a /4, 3 a 7/3 y 4 a w/2. El ntimero que
corresponde a cada angulo sera el n del mismo. Numerados de esta manera el seno de un
angulo serd la raiz cuadrada de su n dividida entre 2. De esta manera obtenemos la fila de
los senos. Para los cosenos no hace falta ningtin calculo adicional, simplemente colocamos
la fila que hemos obtenido antes en orden inverso. El valor de las tangentes se encuentra en
la manera tradicional, dividiendo el seno por el coseno correspondiente. El resultado puede
ilustrarse en la siguiente tabla:

Angulo |0 n/6 =w/4 7/3 /2

n 0 1 2 3 4
seno 0 % ? \/75 1
coseno 1 ‘/75 g % 0
tangente | 0 \/Lg 1 \/§ no existe

Otra manera bastante didactica puede verse en el siguiente esquema, donde la raiz indica
que se le debe extraer raiz cuadrada al nimero correspondiente:

0°  30° 45> 60° 90° 0° 30° 45 60°  90°

Sen

0 1
COS 4 3

Figura 74.1
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Nota: Una manera de concretar facilmente los esquemas anteriores consiste en asociar a
cada angulo un dedo de la mano derecha de tal manera que el menique corresponde a 0° y el
pulgar a 90°, luego numeramos cada dedo del 0 al 4 y realizamos el proceso antes descrito para
obtener el seno del dngulo correspondiente. Finalmente, si recorremos la mano en sentido
contrario (es decir, ahora el pulgar corresponde a 0°), pero manteniendo la numeracion,
obtenemos el coseno del angulo correspondiente.

Funciones trigonométricas de angulos mayores a 90°

De la definicién de las funciones trigonométricas introducida en la sesién anterior se puede
observar que los valores de las funciones trigonométricas son todos positivos si el angulo 6
tiene su lado terminal en el primer cuadrante. Esto es porque x y y son positivos en este
cuadrante (ademés r es positivo siempre porque representa una distancia de un punto al
origen). Sin embargo, si el lado terminal de # esta en el cuadrante II, entonces x es negativa
y y es positiva, por lo que las funciones trigonométricas sen(f), csc(f) son positivas y las
demés negativas. El resto de signos pueden verse en la siguiente tabla:

Funciones Funciones
Cuadrante positivas negativas
I todas ninguna
II sen, csc cos, sec, tan, cot
111 tan, cot sen, cos, CSC, Sec
IV cos, sec sen, csc, tan, cot

El siguiente dispositivo mnemotécnico es util para recordar que funciones trigonométricas
son positivas en cada cudrante: Todas, Seno, Tangente o Coseno.

Seno Todas

Tangente Cosano

Figura 74.2

Que se puede recordar con la frase: “Todas las Senoritas Toman Calculo”.
Ejemplo 74.1
Calcule el signo de las siguientes funciones trigonométricas:

1. cosm/8 .

2. tan 136° .
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3.

4.

7T
sen — .
6

117
csC — .
6

Solucion

1.

Sabemos que 7/8 = 22.5° asi que el angulo esta en el primer cuadrante y como alli =
es positiva, la funcién coseno tiene signo positivo.

. Tenemos que 90° < 136° < 180°, asi que el d&ngulo esta en el segundo cuadrante y como

alli x es negativa y y es positiva, la funciéon tangente tiene signo negativo.

Tm 3w

. ™ < — < —, asi que el &ngulo se encuentra en el tercer cuadrante, donde y es negativa.

6 2
Por lo tanto, sen % < 0.

117
—— = 330°, asi que el angulo pertence al cuarto cuadrante donde, segtin la tabla

anterior la funcién cosecante es negativa. Esto puede deducirse recordando que csc =
1/send, asi que el signo de la cosecante es el mismo del de la funcion seno, y como y
es negativa en el cuarto cuadrante entonces tanto seno como cosecante son negativas
en el cuarto cuadrante.

Las funciones trigonométricas de angulos mayores de 90°, se hallan con base en las de los
angulos agudos que son sus angulos de referencia.

Puede probarse que los valores de las funciones trigonométricas de un dngulo 6 en posicion
estdndar son las mismas que las de su dngulo de referencia 6 salvo por el signo.

Para hallar los valores de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo 6, se procede

asi:
1.
2.

Se encuentra su dngulo de referencia 6.

Se determina el signo de cada una de las funciones trigonométricas de #, teniendo en
cuenta el cuadrante en el cual se ubica 6.

. Se halla el valor de las funciones trigonométricas de @, que es el mismo para 6, excepto

por el signo.

Ejemplo 74.2

Encuentre los siguientes valores:

i)

5T .. ( 7T)
- 1) cot | —— ) .
csc 1 )

Solucion

i)

5 _
Sif= Zﬂ’ entonces 6 = % Ademas, en el cuadrante III, csc 6 es negativa. Luego,
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Figura 74.3

—
ii) En este caso, 0§ = RL en el cuadrante IV, cot # es negativa. Luego,

t( W) =
cot (——) = —cot — = —1.
4 4

@I
Il
ENE

Figura 74.4

Ejercicios

Encuentre los valores de las siguientes funciones trigonométricas:
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Leccion 7D

Funciones trigonométricas de angulos III

Aplicacion - Area de un triangulo

1
Sabemos que el area de un triangulo es A = 3 (base x altura).

Consideremos los siguientes triangulos

Figura 75.1

Supongamos que, en cada caso, conocemos a, b y 6. Luego, para hallar el area, necesitamos
la altura h.

h
e En la figura 75.1 — izquierda, es claro que senf = 3 =—> h = bsenf. Luego, A =

1
—absen.
2

h
e En la figura 75.1 — derecha, tenemos sen (180° — 6) = 3 ¥ como éste es el angulo
de referencia de 6, entonces, senf = sen (180° — 6). Luego, h = bsenf, y asi A =
1
éab sen f.

Luego, si a y b son las longitudes de dos lados de un tridngulo y # es el angulo entre ellos,
entonces el area A del tridngulo es

1
A= éab sen 6.

Ejemplo 75.1
Halle el area del triangulo APQR dado en la figura 75.2.
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120°
P 18

Figura 75.2

Solucién

V3

Notemos que el angulo de referencia de 120° es 60° y sen(60°) = - Asi

3
A:7-18-§:63\/§z109.1192.

Por lo tanto, el area del triangulo APQR es igual a 109.1192 unidades cuadradas.
Ejemplo 75.2

Un tridngulo isésceles tiene un area de 24 cm? y el angulo entre los dos lados congruentes es

5
g. .,Cuél es la longitud de cada uno de los dos lados congruentes?

Solucion

\b b/
L b

Figura 75.3

_n
12

1 5)
Como A = aasen (g) = 24 cm?, entonces

48
2 = ﬁ CmQ.
sen | —
6

T . )
Notemos que el angulo — se encuentra en el segundo cuadrante y su correspondiente angulo

5 1
de referencia es %, luego, sen (%) = sen (%) =3 Por lo tanto, a? = 96 cm?, esto es,

a = 1/96 cm. Concluimos que cada uno de los lados congruentes mide /96 cm.
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Funciones Trigonométricas de —60

Si 6 es un angulo en posicion estandar y P = (x,y) es un punto sobre el lado terminal de 6,
entonces el punto P’ = (z, —y) esta sobre el lado terminal de —6 (ver figura 75.4).

y

P(xy)
Vo
0y X
O(~\-6
; -y
P'(x,-y)
Figura 75.4
Asi -y Y
sen(—0) . . sen(6),
csc(—0) = oo csc(0)
—y y ’

T
_Yy__Y¥y__
tan(—6) = " ; tan(#),
z T
cot(—0) = — = —— = — cot(0).
(—0) = y (0)

Luego, las funciones sen, tan, csc, y cot son funciones impares y cos y sec son funciones
pares.

Ejemplo 75.3

Demuestre que

cos 6 tan(—0) N 1 0
senf —sen(—0) 2

Solucion

Empleando las funciones trigonométricas de —6 obtenemos
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cos 6 tan(—0) N 1 cosf(—tant) 1

send —sen(—0) 2  senf +senf = 2

Ejercicios

1. Encuentre el area del segmento (drea sombreada de la figura 75.5) de un circulo cuyo
radio es de 8 m, formado por un tridngulo central de 70°.

>

Figura 75.5

2. Calcule el area de la region sombreada dentro de un semicirculo de diametro 8 m (area
sombreada de la figura 75.6). La longitud de la cuerda AB es de 6 m.

8m

Figura 75.6

3. Empleando las funciones trigonométricas de —f demuestre las siguientes igualdades

sen(—0) cot(—0)

(2) cos(—0) =1
csc(—0)cot(—0) 1
(b) cos(—0) ~ sen?f)’
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Leccion 70

Aplicaciones a triangulos rectangulos

Un triangulo tiene seis elementos: tres angulos y tres lados. Resolver un triangulo
significa hallar la medida de todos sus elementos a partir de la informacién que se tenga
acerca del triangulo.

Ejemplo 76.1
Resolver el siguiente triangulo APQR dado en la figura 76.1.

Q

20
15°

R
Figura 76.1

Solucién
De la figura 76.1 tenemos que P = 15°, R = 90° y que el segmento R mide 20 unidades.

Primero, sabemos que la suma de los dngulos interiores de un triangulo es 180°, por lo tanto
Q = 180° — 15° — 90°, esto es, ) = 75°.

Ahora, empleando las funciones trigonométricas de los dngulos P 6 @, obtenemos las medidas
de los segmentos RP y QP.

20
sen(15°) = — ,
QP
— 20 20
P = R ~ T77.3.
sen(15°)  0.2588
20
tan(15o) = =,
RP
— 20 20
RP = ~ T4.7.

tan(15°)  0.2679

Concluimos que los segmentos RP y QP miden 74.7 y 77.3 unidades, respectivamente.

En muchas aplicaciones como navegacion, levantamiento de planos, astronomia, se deben
resolver tridngulos.
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Veremos, primero, algo de terminologia y, luego, algunos ejemplos.

Si un observador estd mirando un objeto, entonces, la linea del ojo del observador al objeto
se llama linea de vision. Si el objeto que esta siendo observado esta arriba de la horizontal,
entonces el dngulo entre la linea de vision y la horizontal se llama dngulo de elevacion (ver
figura 76.2 — izquierda). Si el objeto esta abajo de la horizontal, entonces el d4ngulo entre la
linea de vision y la horizontal se llama dngulo de depresiéon (ver figura 76.2 — derecha).

Objeto

O‘bsemadur Horizontal

Angulo de
depresion

Angulo de
elevacion

Observador Horizontal Objeto

Figura 76.2

Ejemplo 76.2 Altura de un edificio

Se encuentra que el dngulo de elevacion hasta la parte superior del Edificio Coltejer en
Medellin es 11°, desde el suelo a una distancia de 900 metros a partir de la base del edificio.
Use esta informacion para hallar la altura del edificio.

Soluciéon

Primero hagamos un bosquejo de la situacion

e om ——
Figura 76.3

h
Sea h la altura del edificio. De la figura 76.3 se observa que tan (11°) = 900" Es decir,
h =900 tan (11°) ~ 175. Luego, la altura del edificio es aproximadamente 175 metros.

Ejemplo 76.3

Desde un punto sobre el suelo a 500 pies de la base de un edificio, se observa que el &ngulo de
elevacion hasta la parte superior del edificio es de 60° y que el angulo de elevaciéon hasta la
parte superior del asta de la bandera del edificio es de 65°. Determinar la altura del edificio
y la longitud del asta de la bandera.

Solucién

Hagamos un bosquejo de la situacion
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H{ Nl

65°

60°
500 pies [
Figura 76.4

Definamos variables asociadas a las incognitas del problema. Sean
h: altura del edificio.
k: altura desde el suelo hasta la parte superior del asta de la bandera.

Segtn la figura 76.4, obtenemos

h
fan 60° = ——
o 500

h = 500 tan 60° ,
h ~ 500(1.7321) ,
h ~ 866.0254 .

La altura del edificio es aproximadamente 866.0254 pies.

Para hallar la longitud del asta de la bandera, determinaremos primero la altura desde el
suelo hasta la parte superior del asta, k. Nuevamente, de la figura 76.4 obtenemos

k
% )
k = 500 tan 65° ,
k &~ 500(2.1445) |
k ~ 1072.25 .

tan 65° =

Para hallar la longitud del asta de la bandera, restamos h de k, es decir, 1072.25—866.0254 =
206.2246 pies. Por lo tanto, la longitud del asta de la bandera es 206.2246 pies.

Ejemplo 76.4 Altura de una cubierta de nubes

Para medir la altura de una cubierta de nubes en un aeropuerto, un trabajador dirige un
reflector hacia arriba a un angulo de 75° desde la horizontal. Un observador a 600 m mide el
angulo de elevacion hasta el punto de luz y encuentra que es de 45°. Determine la altura h
de la cubierta de nubes.

Solucion

Hagamos un bosquejo de la situacion
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o 752
Observador 4

Reflector

i
| 600 - x | ]
P

Figura 76.5

Para hallar h, sea z la distancia desde el reflector hasta el punto P donde la linea de h corta
el suelo. Observemos que (ver figura 76.5), por un lado,

h = (600 — x) tan 45° = 600 —  ,
 + h = 600. (76.1)

Del otro tridangulo en la figura 76.5, h = x tan 75°. Es decir,

h=3.7321z, 3.732lx — h = 0. (76.2)

De (76.1): = 600 — h y, reemplazando en (76.2), tenemos que 3.7321 (600 — h) — h = 0.

7321
Por tanto h = w ~ 473.2002. Luego, la altura de la cubierta de nubes es

4.
aproximadamente 473.2002 m.
Ejemplo 76.5

Un cuadro localizado sobre una pared, es tal que su borde inferior estd a una distancia de
20 cm sobre el nivel del ojo de un observador situado a 2 metros de la pared. Si el angulo
que forman las visuales con los bordes inferior y superior, respectivamente, mide 15°. ;Cuél
es la altura del cuadro?

Solucién

Hagamos un bosquejo de la situacion

=

/ lem
Observador. 6 |

200cm

Pared

Figura 76.6
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Sea x la altura del cuadro. Segun la figura 76.6, obtenemos

20
tanf = — = 0.1
T 200 !
0 = arctan(0.1) ,
0~ 5.71° .

Para hallar la altura del cuadro, debemos hallar la altura desde el nivel del observador hasta
el borde superior del cuadro, que equivale a (x +20) cm. Nuevamente, de la figura 76.6

2
tan(f + 15°) = mZ—BOO )

x + 20 = 200 tan(20.71°) ,
x ~ 75.6136 — 20 ,
x ~ 55.6136 cm .

La altura del cuadro es aproximadamente 55.6136 cm.
Ejercicios

1. Un arbol esta sostenido por un alambre que se extiende desde 1.5 metros debajo del
punto més alto del arbol hasta una estaca en el suelo. El alambre mide 24 metros de
largo y forma un angulo de 30° con el suelo. ;Qué altura tiene el arbol?

2. Un arbol de 96 pies proyecta una sombra de 120 pies de largo. ;Cual es el angulo de
elevacion del sol?

3. Un muro de una casa tiene 2.10 metros de alto. Para alcanzarlo es necesario utilizar
una escalera que forme un angulo de 45° con la horizontal. ;Cual debe ser la longitud
de la escalera?

4. Desde un punto de observacion en un edificio frente al oceano, los dngulos de depresion
de 2 botes alineados son 45° y 60°. Encontrar la distancia entre los botes si el punto
de observacion esta a una altura de 60 metros.
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Leccion (1

Ley de seno

Para resolver algunos problemas de aplicacién hallamos uno o mas elementos de un trian-
gulo rectangulo, y para ello usamos la definicién de las funciones trigonométricas de un
angulo agudo y el Teorema de Pitagoras, que s6lo es valido para triangulos rectan-
gulos.

Ademés de esto, se presentan problemas en los cuales se deben hallar uno o mas elementos
de un tridngulo acutangulo u obtusangulo, en los que no se puede usar de manera
directa el Teorema de Pitédgoras ni la definiciéon de las funciones trigonométricas.

Vamos a estudiar dos nuevas herramientas, llamadas Ley de seno y Ley de coseno, que
expresan ciertas relaciones entre las medidas de los lados y los éngulos de un triangulo
cualquiera.

Ley de seno

En cualquier triangulo AABC

PARS

B - C

Figura 77.1

senA senB senC

a b c

Es decir, en todo triangulo, la razén entre el seno de un angulo y la medida del lado opuesto
es constante.

Observaciones

Si en un tridngulo conocemos un lado y dos dngulos o dos lados y el angulo opuesto a uno
de esos lados, podemos usar la ley de seno para resolver el triangulo.
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e En el primer caso, conocidos un lado y dos angulos, el tercer angulo se calcula usando
el hecho de que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°. Para hallar
cada uno de los otros dos lados, aplicamos la Ley de Seno usando la proporcién entre
la razon que involucra el lado conocido y la que involucra el lado que queremos hallar.
En este caso existe un tnico triangulo que cumple las condiciones dadas.

e En el segundo, si se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, se usa la Ley
de Seno para hallar el dngulo opuesto a uno de los lados conocidos, luego se halla el
tercer angulo y finalmente el tercer lado se calcula usando nuevamente la Ley de Seno.

En este caso puede ocurrir que dos tridngulos, un triangulo o ningtin tridngulo cumplan
las condiciones dadas, razoén por la cual se conoce como el caso ambiguo.

Existen cuatro posibilidades, como se muestra en la figura:

Figura 77.2

En el caso de la Figura 77.2 — (a), no existe un triangulo con las condiciones dadas, porque la
longitud del lado a es menor que la requerida para formar un tridngulo que las cumpla. En la
Figura 77.2 — (b), se obtiene un tridngulo rectangulo que se resuelve mas facilmente usando
el Teorema de Pitagoras y la definicion de las funciones trigonométricas. En la Figura 77.2
— (c), existen dos tridngulos que cumplen las condiciones y por tanto hay dos soluciones
posibles y, en la Figura 77.2 — (d), la solucién es unica.

Ejemplo 77.1
Resuelva el triangulo AABC si A =45°, a =72y b=T.

Solucion

Primero, dibujamos un tridngulo con la informacion suministrada (ver figura 77.3). La
figura 77.3 es tentativo ya que, atin, no se conocen los otros angulos.
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45°

Figura 77.3

Encontremos el 4ngulo B usando la ley de seno:

sen A _sen B
a b

Luego

e

bsen A B 7 sen 45° B 1
a V2 a V2 2

sen B =

1
Hay dos posibles angulos B entre 0° y 180° tales que sen B = 2 B =30°y B = 150°, pero

B = 150° no es solucién ya que 150° 4+ 45° > 180°, es decir, no habria espacio para un tercer
angulo.

Luego, B = 30° y, asi, C' = 180° — 45° — 30° = 105°.
Aplicando nuevamente ley de seno, podemos hallar la longitud del lado ¢ :

sen B B sen C
b ¢

donde
. bsenC  Tsen (105°)

= ~ 13.5.
sen B sen (30°)

Ejemplo 77.2
Resuelva el triangulo AABC, si A =42°, a=T70y b= 122.
Solucién

Como en el ejemplo anterior, hacemos un bosquejo con la informacion dada (ver figura 77.2).

C
122 20
42°
A
Figura 77.4
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Calculemos el angulo B usando ley de seno:

senA_senB
a b

luego
_ bsen A 122sen (42°)
- a 70

Como sena < 1 para todo angulo «, ya que es la razon entre el cateto opuesto y la
hipotenusa en un tridangulo rectangulo y la longitud de la hipotenusa siempre es mayor que
la de cualquiera de los catetos, entonces ningin triangulo satisface las condiciones del pro-
blema.

Ejemplo 77.3
Resuelva el triangulo AABC si A =43.1°, a = 186.2 y b = 248.6.

~ 1.17.

sen

Solucién

Tracemos un bosquejo del tridngulo con los datos del problema (figura 77.5):

A\

-
&
=2
B

Figura 77.5

Usemos ley de seno para calcular el angulo B :
sen A sen B
a b
bsen A 248.6sen (43.1°)
a 186.2
Existen dos angulos que cumplen esta condicién,

~ 0.9192.

Entonces, sen B =

B =~ 65.82°y B’ =180° —65.82° &~ 114.18°.

Figura 77.6
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Luego los dos triangulos son soluciéon del problema (ver figura 77.6).
Ejemplo 77.4 Aplicacion

El campanario de la Torre de Pisa en Italia, forma un dngulo de 5.6° con la recta vertical
trazada desde la base C' de la torre situada en el piso. Una turista se ubica a 105 m de la
base C' de la torre, en la direccion en la que la torre forma un dngulo agudo con la horizontal.
El dngulo de elevacion medido por la turista es de 29.2° hasta la parte superior de la torre.
Encuentre la longitud de la torre.

Solucioén

~
5.6°

vertical —

Figura 77.7

Sea a la longitud, en metros, de la Torre. En el triangulo AABC' (figura 77.7):

C =90° — 5.6° = 84.4°, porque 5.6° es el dngulo formado por la torre con la vertical.
B = 180° — 29.2° — 84.4° = 66.4°.

Usando la ley de seno tenemos que:

senA senB

a 105
105sen A 105sen (29.2°)
= = =55.9 m.
¢ sen B sen (66.4°) o

Luego, la longitud de la torre es aproximadamente 56 m.
Ejercicios

1. Use la ley de seno para resolver los posibles triangulos AABC' que satisfacen las condi-
ciones dadas.

(a) a=30,c=40, A=37°.
(b) b=73, c =82, B = 58.

2. Los puntos A y B estéan separados por un lago. Para hallar la distancia entre ellos un
topografo localiza un punto C' sobre el suelo tal que ZCAB = 48.6°. También mide
C'A como 312 pies y C'B como 527 pies. Encuentre la distancia entre A y B.
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3. Una antena de radio de onda corta esta apoyada por dos cables cuyas longitudes son
165 y 185 pies. Cada alambre esta fijo a la parte superior de la antena y anclado al
suelo, en dos puntos de anclaje en lados opuestos de la antena. El cable mas corto
forma un angulo de 67° con el suelo. ;Qué tan apartados estan los puntos de anclaje?
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Leccion 18

Ley de coseno

Notemos que para resolver el tridngulo cuando se conocen dos lados y el angulo entre ellos,
o los tres lados, no podemos usar de manera directa la ley de seno. En estos casos, se aplica
la ley de coseno que veremos a continuacion.

Ley de coseno

En cualquier triangulo AABC

M
A c B
Figura 78.1

a’ =b*>+c* — 2bccos A |
b =a®>+¢? — 2accos B,

2 =a®>+b*—2abcosC .

Es decir, en cualquier triangulo, el cuadrado de la longitud de cualquiera de los lados es igual
a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el doble producto
de la longitud de estos dos lados y del coseno del dngulo entre ellos.

Observaciéon

Si alguno de los angulos del triangulo es recto, por ejemplo A = 90°, entonces cos A = 0 y la
ley de coseno es equivalente al Teorema de Pitagoras, a? = b* + 2.

Ejemplo 78.1

Los lados de un triangulo son a = 20, b = 25, ¢ = 22. Encuentre los angulos del trian-
gulo.

Solucion

Notemos que las medidas de los lados del tridangulo satisfacen la desigualdad triangular, esta
es, en todo triangulo la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera es siempre mayor a
la longitud del lado restante.
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Ahora, hagamos un bosquejo del triangulo

Figura 78.2

Aplicando ley de coseno
a® = b* + ¢ — 2bccos A.

Entonces,
(20)* — (25)* — (22)?
—2(25)(22)

cos A = ~ (.644.

Luego, A = 49.87°.
Similarmente

b —a®—c*  (25)? —(20)% — (22)2
= = ~~ 0.294.
cos B —2ac —2(20)(22) 029

Luego, B ~ 72.88° y

A —a® -0  (22)? —(20)% — (25)?
= = ~ 0.541
cos¢ “2ac —2(20)(25) 0541,

asi, C' =~ 57.25°.
Ejemplo 78.2 Aplicacion

Un automovil viaja por una carretera en direccion Este durante 1 hora, luego viaja durante
30 minutos por otra carretera que se dirige al Noreste. Si el automévil se desplaza a una
velocidad constante de 40 millas/hora, ;qué tan lejos esté de su posicion de partida al terminar
el recorrido?

Solucién

Hagamos un bosquejo de la situacion

«NE

20

135/

40

Figura 78.3
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Sea d la distancia, en millas, que separa al automévil del punto de partida. Como:

distancia recorrida hacia el Este = 40 millas/hora x 1 hora = 40 millas,

distancia recorrida hacia el Noreste = 40 millas/hora x 3 hora = 20 millas,

entonces, aplicando ley de coseno

2
d® = 20* + 40% — 2(20) (40) cos (135°) = 2000 — 1600 (-%) ~ 3131.37

d ~ v3131.37 = 55.96.

Luego, al cabo de hora y media el automoévil esté, aproximadamente, a 55.96 millas de su
punto de partida.

Ejemplo 78.3 Aplicacion

Una torre de 125 pies esta instalada en una ladera de una montana que tiene una inclinaciéon
de 32° con la horizontal. Debe colocarse un cable guia desde la parte superior de la torre y
anclarse a en un punto a 55 pies ladera abajo de la base de la torre. Determinar cuél es la
magnitud mas corta de cable que se necesita.

Solucion

Hagamos un bosquejo de la situacion

125 pies

Figura 78.4

Sea a la longitud del cable més corto que se necesita.

Notemos que al trazar una recta paralela a la horizontal en la base de la torre en la figura 78.4
y empleando &ngulos alternos internos, el dngulo que forma la torre con la ladera (A) es
90° + 32° = 122°.
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l 125 pies

Figura 78.5

Utilizamos la ley de coseno para encontrar la longitud del cable necesario (a):

a? = b? + ¢® — 2bccos A = 557 + 1252 — 2(55)(125) cos 122° =~ 25936.39
a ~ 161.05 .
Por lo tanto, la longitud del cable mas corto que se necesita es de 161.05 pies.
Ejercicios

1. Use la ley de coseno para resolver los posibles triangulos ABC' que satisfacen las condi-
ciones dadas.

(a) a =65, c =50, B = 52°.
(b) b= 60, c = 30, A = 70°.

2. Dos carreteras rectas divergen en un angulo de 65°, es decir, el angulo entre ellas es de
65°. Dos automoviles salen de la interseccion a las 2:00 p.m., uno viaja a 50 kilometros/h
y el otro a 30 kilometros/h. ;Qué tan apartados estan los automoviles a las 2:30 p.m.?

3. Un piloto vuela en una trayectoria recta durante 1 hora y 30 minutos. Después hace
una correccion del curso, en direccion 10° a la derecha de su curso original y vuela 2
horas en la nueva direccién. Si mantiene una velocidad constante de 625 kilometros/h,
.qué tan lejos esta de su punto de partida?
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Leccion 79

Funciones trigonométricas de niimeros reales 1

Las funciones trigonométricas se pueden definir de dos maneras diferentes, pero equivalentes:
como funciones de angulos o como funciones de ntimeros reales. Hasta el momento las hemos
estudiado como funciones de édngulos, ahora haremos la extensiéon a funciones de nimeros
reales, y para ello recordamos dos conceptos iniciales.

Circunferencia unitaria

Es la circunferencia de radio 1, con centro en el origen de coordenadas del plano zy cuya
ecuacion es 2?1y = 1.

Funcién periédica

Se dice que una funcién f es p-periédica, p > 0, si f(t +p) = f(t) para todo t € Dy. El
menor de los niimeros p que cumple la condicién se llama periodo de f.

Por ejemplo, consideremos la grafica

05

Figura 79.1

Note que la funcion |z| para x € [—1, 1] se repite cada 2 unidades en el eje horizontal.

i
Yy

1

-1 0 1

Figura 79.2
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Es decir, la funcién periddica esté definida por

(
|z + 4| x € [-5,-3),
|z + 2| x € [-3,-1),
f(x) = || z€[-1,1),
|z — 2| x € [1,3),
|z — 4| x € [3,5),
\

El periodo de la funcién es 2.

Si f tiene periodo p, se dice que la grafica de f en cualquier intervalo de longitud p es un
periodo completo de f.

Consideremos la funcién g, con un periodo completo dado por

o) = { V1—22 ze[-1,1),

z—1 z € [1,2).

Luego g es 3-periddica y su grafica es

IV

Figura 79.3

Funciones trigonométricas para cualquier namero real

En la circunferencia unitaria consideremos un éngulo en posiciéon estdndar cuya medida en
radianes es t, con t € R.

Si P = (z,y) es el punto en el que el lado terminal del dngulo ¢ intercepta la circunferencia
unitaria, las funciones trigonométricas de ¢ son:

sent =y, cost = x,

Y x
tant = = (x #0), cott=— (y#0),
Zz )

1 1
sect =— (z#0), csct=— (y#0).
z Y

Esta forma de presentar las funciones trigonométricas permite analizar su variaciéon a medida
que t cambia, es decir, a medida que P = (x,y) recorre la circunferencia unitaria.
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Funcion seno

Para determinar como es la variacion de sent para 0 < t < 27, analizamos cémo cambia
la ordenada y del punto P = (z,y) sobre la circunferencia unitaria, al variar t, ya que
sent = y.

La variacién puede resumirse en la siguiente tabla:

t Yy =sent
m
O—>§ 0—1
g—mr 1—0
3
7r—>77T 0— —1
3
TWHQW -1—0

Cuando t varfa en el intervalo [27,47], el punto P = (x,y) recorre nuevamente la circunfe-
rencia unitaria de la misma forma como lo hizo en el intervalo [0, 27|, es decir,

sen (t + 27m) = sen't.

Si P = (x,y) se mueve en el intervalo [47, 67] y en los siguientes intervalos de longitud 2,
el comportamiento de y es el mismo y, en consecuencia,

sen (t + 2nm) = sent, para todot € Ry n € Z.

Luego, la funcién seno es una funciéon perioédica de periodo 27.
Ejercicios
Grafique las siguientes funciones periddicas cuyo periodo completo esta dado por

1
- z€([,2),

—5 T € [2,4)

(x — 1) xe[-3,0),
2. go(r) = { z+1  z€0,2).

|z —2| xe€[-4,-1),
3 95(w) = { z? r € [-1,1).

4oga(w) =@ —1)?=1] z€[-1,3)

., Cual es el periodo de cada funcién?

383



384



Leccion 80

Funciones trigonométricas de ntimeros reales 11

Grafica de la funcién seno

Para trazar las grafica de z = sent, en el plano cartesiano, usamos el eje horizontal para los
valores de la variable independiente ¢ y el eje vertical para sus imagenes z = sent.
Graficamos inicialmente un periodo completo, y para ello escogemos el intervalo [0, 27].

Aunque la variaciéon de z = sent en este intervalo nos d4 una idea general de la grafica, para

trazarla con mas precision evaluamos la funcién sent en algunos valores de ¢ y construimos
la tabla:

y 0 T T T T | 27 | 37 | 5w
6|l 21312314 |%6]!"
I IRVORRVE] V3 V2|1
sent | 0| =| — | — | 1| — | — | = 1|0
2 2 2 2 2 2
T 47 3T 5% 117
t — — — — — | 27
6 3 2 3 6
1
sent | —— —ﬁ -1 —ﬁ 1 0
2 2 2 2

Con esta informacion, graficamos el periodo de la funcién sent correspondiente a 0 < t < 27,
asi:

i
& 1|
B2
2| z=sent
1/2
t

c\|§
g
w|f
|l
w|

y

=

=

3

-1/2

~2/2
372
-1

Figura 80.1

Como esta funcion tiene periodo 27, entonces la grafica (figura 80.1) se repite en cada intervalo
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sucesivo de longitud 27 a la derecha y a la izquierda de [0, 27|, y entonces la grafica de z = sent
es:

R T
=

Figura 80.2

Es claro que Dy, = Ry R, = [—1, 1] (ver figura 80.2).

Consideraremos algunas graficas de trasformaciones de la funciéon seno.

Ejemplo 80.1

Grafique la funcion h(z) = | sen z|.

Solucién

El dominio de h es igual al dominio de la funcién seno; es decir, D, = R. Recordemos

que la funcién valor absoluto siempre tiene imagenes positivas, por lo tanto tendremos que
Ry, =10,1] (ver figura 80.3).

f(z) = |sen x|

1
w
E

U
N
3

1
E
o
E]
N
3
w
3

8y

Figura 80.3

Ejemplo 80.2
Halle las graficas de las funciones f(x) = 3 senz y g(z) = sen(2z).
Solucién

El dominio para ambas funciones es el conjunto de los ntimeros reales. Para la funcién f su
rango es [—3, 3| y su periodo sigue siendo 27.
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f(x) =3 senx Y

Figura 80.4

En cambio para la funcion g el rango se conserva. Es decir, el rango es [—1, 1]. El periodo
de la funcion sen(2 ) se reduce a la mitad. Notemos que

g(0) = sen(0) =0,
o (5) =sen (22 ) =sen (3) -1
o () = sen (2 T) = senlm) =0,
o (3F) =sen (2 27) =sen (F) = -1,
g(m) = sen(271) = 0.

A
g(z) =sen 2z _|Y

AWARAWA
VRV ERVERV/

Figura 80.5

I~

g

Ejercicios
Grafique las siguientes funciones e identifique el dominio y rango de cada una de ellas.

1. f(z) =5 +sen(x). 4. k(z) = 3sen(—x).
2. g(z) =sen (z + ). 5. q(z) = —1 —sen (22 + %).
3. h(z) = [3sen(x) — 1].

387



388



Leccion 81

Funciones trigonométricas de niimeros reales 111

Funcién coseno

De manera similar a como lo hicimos con la funcién seno, podemos analizar la variacion de
cost, estudiando el comportamiento de la abscisa = del punto P = (z,y) sobre la circunfe-
rencia unitaria, cuando ¢ varia, lo cual resumimos en la siguiente tabla:

t T = cost
v
0—>§ 1—0
g—wr 0— —1
3
7r—>77r -1 —0
3
TWHQW 0—s1

Puede verificarse facilmente que
cos (t + 2nm) = cost, paratodot € Ry n € Z.

Luego coseno es una funcion periddica de periodo 2.

Grafica de la funcién coseno

Con base en el analisis anterior, construyendo la tabla de valores en el intervalo [0, 27],
usando el eje horizontal para los valores de la variable t y el eje vertical para sus imégenes
z = cost, y el hecho de que es una funciéon periddica, la grafica de z = cost es:

; 0 T T T | 27 3T 5T
6 4 3|2 3 4 6
V3l V21 1 V2 | V3
cost|1l| — | —|=]0]—=| — | —
2 2 2 2 2 2
7T A7 | 3w | b | 11w
t T — — | = | = | — | 27
6 3 2 3 6
V3| o1 1 | V3
t|—-1|— | —=10 — | — | 1
cos 2 |79 2 | 9




Figura 81.1

De la figura 81.1 es claro que Deos = Ry Reos = [—1, 1].

Ejemplo 81.1
Halle las graficas de las funciones f(z) = 1+ 2cosz y g(z) = 3cos (3z).
Solucién

El dominio de ambas funciones es R. En el caso de la funcién f hay un cambio en el rango,
se afecta un factor de 2 y posteriormente se desplaza 1 unidad hacia arriba; es decir, el rango
de f es [—1,3] (ver figura 81.2).

En la funcién ¢ el rango aumenta un factor de 3; es decir, R, = [—3, 3]. Su periodo tambien
se afecta en un factor de 2 (ver figura 81.2).

f(x) =14 2 cosz

° g(x) = 3cos <% w)

Figura 81.2

Funcién tangente

. Como cambia la funcién tangente cuando P = (z,y) se mueve en la circunferencia uni-
taria?

sent T T T

Como tant = wost’ cos <§> =0, y sen (§> = 1, a medida que t se acerca a 5 por la
cos

izquierda tant toma valores cada vez mayores, lo cual se simboliza: tant — oo cuando

™ - m s m
t — — . Similarmente, como cos <—§> =0y sen <—§> = —1 cuando t se acerca a —3

por la derecha, tant toma valores cada vez menores. En simbolos: tant — —oo cuando
T+

t— —— .
2

390



T T
La funcién tangente no esta definida en t = —— nien t = 5 de hecho no esta definida para

v .
t = 5 + nm, n € Z, porque para estos angulos el coseno es igual a cero.

t tant
—g—>0 —o0 — 0
O—>g 0— o0
T
§—>7T —o0 — 0

3T
7r—>7 0— o0
3
;—)271’ —o0 — 0
5
27r—>77r 0— o0

. . ™ T . .
El comportamiento de la funcién tangente para valores de t € (—5, 5)7 es el mismo que si

‘e T 3T | i ¢ e 3m bmw .
-, — mi —_—, =
97 9 , y € SImMoO para 5 5 , y asl

tan(t + nmw) = tant,

para todo t en el dominio de la tangente, y n € Z. Luego la funciéon tangente es periddica de
periodo 7.

Grafica de la funcién tangente

Para trazar la grafica de z = tant usamos el hecho de que es peridédica con periodo 7,
T
graficamos el periodo completo que corresponde al intervalo (—5, 5), y calculamos algunos

valores de la funcién en dicho intervalo.

. T T T T 0
2 3 4 6
tant | —oo | —V3 | —1 —\/?g 0
y T |mwm| |7
6 41 3 2
tant ? 1]v3]
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z=tant

Figura 81.3

Es claro de la figura 81.3 que Dy, = R — {t cR/t=F+nm ne Z} y Rian = R.
Ejemplo 81.2

Halle la grafica de la funcion h(x) = |2 4 tan x|.

Solucién

El dominio de la funcién h es igual al dominio de la funcién tangente, es decir, D, =

R — {x €R/x =75 +nm nc Z}. Primero graficamos la funcién 2 4+ tan x que se obtiene al
trasladar 2 unidades hacia arriba la grafica de la funcion tangente.

41y
y=2-+tanz
3
2
1
T T T 0 T T T X
-3/, L -T/2) 0 ™2 m 3/.
-1
-2
-3
Figura 81.4

Ahora, reflejando con respecto al eje horizontal en la figura 81.4 obtenemos la grafica de
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3m/2 - -T2 0 2 ™ 3m/2
-1 y =2+ tanz|
Figura 81.5

Ejercicios
Grafique las siguientes funciones e identifique el dominio y rango de cada una de ellas.

1. f(z) =5+ cos(x).

= 3tan(z) — 1.
4. gq(z) = —1—tan (2z + %).
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Leccion &2

Funciones trigonométricas de ntimeros reales IV

Graficas de las otras funciones trigonométricas

Para graficar las otras tres funciones trigonométricas, z = cott, z = sect, z = csct, utilizamos
las siguientes relaciones, llamadas identidades reciprocas, las cuales se deducen facilmente
a partir de las definiciones:

) 1
i) cott = :
tant
. 1
i) sect = —,
cost
1
iii) csct = :
sent

Con base en estas identidades, podemos mostrar que los respectivos dominios son:

Dcot:Dcsc:R_{tER/t:nﬂ', nEZ} ,
Dsec:Dtan:R_{tER/t:g‘Fnﬂ', nEZ} .

Razonando en forma similar a como lo hicimos con las funciones seno, coseno y tangente
tenemos que:

cot (t + nmw) =cott, nez,
sec (t + 2nm) =sect, n€Z,
cse (t+2nm) =csct, ne€Z.

Asi, cotangente tiene periodo 7, y secante y cosecante tienen periodo 2.

Con base en la informacion anterior y un analisis similar al que se hizo para graficar la funcion
tangente, la grafica de la funcién z = cot t es
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I=cott

Figura 82.1

Para graficar z = sect y z = csct, usamos los reciprocos de las ordenadas de los puntos de
las graficas de z = cost y z = sent, respectivamente y obtenemos:

<4

7z =sect

Figura 82.2

<

I=csct

Figura 82.3
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1 1 . , .
Como sect = — y csct = p—t estas funciones no estan definidas en los valores para los
sen

cuales cost = 0 y sent = 0, respectivamente.
Ejemplo 82.1

Grafique la funcion h(z) = | cscz| — 2.
Solucién

El dominio de h es igual al dominio de la funcién cosecante (ver figura 82.3); es decir,
Dy, =R —{teR/x=nnm, n€Z}. Para graficar la funcion h primero graficamos | csc z|
(reflejamos con respecto al eje “t” en la figura 82.3)

y

Figura 82.4

y ahora trasladamos esta grafica dos unidades hacia abajo. Notemos que en este caso, el
rango de h serd R, = [—1,00).

Figura 82.5

Ejercicios

Grafique las siguientes funciones e identifique el dominio y rango de cada una de ellas.
1. f(z) =5+ csc(x). 4. k(z) = 3cot(—x).
2. g(z) =tan (z + %). 5. q(z) = =1 —sec (22 + %).
3. h(z) = 3csc(x) — 1.
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Leccion 83

Identidades trigonométricas

Una identidad es una igualdad entre dos expresiones que es cierta para todos los valores de
las variables para los cuales estan definidas las expresiones involucradas en ella.

Ejemplo 83.1

La ecuacion 2 — 1 = (z — 1)(2z? + z + 1) es una identidad porque es valida para todo
r € R.

. 1 1 2 , ,
La ecuacién - = es una identidad para x # =£1, porque para esos

z—1 z4+1 2 —1

valores estan definidas las expresiones de los dos miembros de la igualdad, y ademéas dichas
expresiones coinciden.

La ecuaciéon 2> — 1 = 0 no es una identidad, porque sélo es valida para © = 1 6 © = —1.

Si una identidad contiene expresiones trigonométricas, se denomina identidad trigonomé-
trica.

Veremos inicialmente unas identidades trigonométricas basicas, llamadas identidades tri-
gonomeétricas fundamentales, que nos permiten expresar una funcién trigonométrica en
términos de las otras, simplificar expresiones trigonométricas y resolver ecuaciones trigono-
métricas.

Identidades trigonométricas fundamentales

e Identidades reciprocas. Se deducen directamente de la definiciéon de las funciones

trigonométricas:
1 1
sent = —— csct = —— |
csct sent
1 1
cost = — sect = —
sect cost
1 1
tant = —— | cott = ,
cott tant
sent cost
tant = , cott = .
cost sent
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e Identidades Pitagoéricas
sen’t +cos’t =1,
1+ tan®t = sec’t |

1+ cot’t = csc?t .

Simplificacién de expresiones trigonométricas

Para simplificar expresiones trigonométricas utilizamos las mismas técnicas empleadas para
simplificar expresiones algebraicas y las identidades trigonométricas fundamentales.

Ejemplo 83.2
Simplifique las siguientes expresiones trigonométricas.

1. cos®z +sen?z cosx .

5 14 cotA
" cscA

seny cosy

" cosy 1+seny

Solucién

1. cos®x + sen 2p cosx = cos’x cosx + sen 2y cosx
= (Cos2 T + sen 2$) cos T

= COS T.

L cos A

1+ cot A B sen A
cscA 1
sen A
sen A + cos A

sen A
1

sen A
sen A (sen A + cos A)

sen A
=sen A + cos A.

Observacion: En algunas casos es ttil escribir la expresion a simplificar en términos de las
funciones seno y coseno, como se hizo en el ejemplo anterior.

sen y n cosy  seny(l+seny)+cosy-cosy

cosy 1+seny cosy (1 + seny)
sen y + sen 2y + cos? y

cosy (1 +seny)
seny + 1 1

= = secy.
cosy (1 +seny) cosy Y
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Demostraciéon de identidades trigonométricas

Ademas de las identidades trigonométricas fundamentales, hay otras identidades importantes
que se usan en otros cursos de matematicas y de fisica.

Dada una ecuacion, es facil probar que no es una identidad, hallando al menos un valor de
la variable (o variables) para el cual no se satisfaga la ecuacion.

Ejemplo 83.3

Demuestre que la ecuacion senx + cosx = 1 no es una identidad trigonométrica.

Solucion

Para demostrar que, senx 4+ cosx = 1 no es una identidad, basta encontrar un valor de z
para el cual no se cumpla la ecuacion.

) T
Consideremos x = ik sen — = — y cos — = —. Luego,

, . ™ . .,
Como sen x y cos x estédn definidas paratodox € Ry z = 7 o satisface la ecuacion, entonces

senx + cosz = 1 no es una identidad.

;. Coémo probar que una ecuacién es una identidad?

Para probar que una ecuaciéon es una identidad trigonométrica, debemos elegir un lado de
la ecuacion y transformarlo, usando identidades conocidas y operaciones algebraicas, hasta
obtener el otro lado de la ecuacion.

Algunas sugerencias para realizar este trabajo son:

Escoger el lado “més complicado” de la ecuaciéon para transformarlo.

Realizar operaciones algebraicas como sumar o restar fracciones, o expresar una fraccion
como una suma de fracciones, o factorizar numerador o denominador de una fraccion,
entre otras.

Tener en cuenta la expresion del lado de la ecuacion al cual se quiere llegar ya que ésta
le puede sugerir el paso siguiente.

En algunos casos, es 1til expresar el lado de la ecuacion a transformar en términos de
seno y coseno, usando las identidades fundamentales.

En ningin caso esta permitido mover términos de un lado de la ecuaciéon al otro.

Otro método para probar que una ecuacién es una identidad, es transformar ambos lados por
separado hasta obtener en cada lado la misma expresion. En este caso no necesariamente
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realizamos las mismas operaciones en ambos lados, sino que trabajamos independientemente
en cada lado hasta obtener el mismo resultado en ambos lados.

Ejemplo 83.4
Pruebe las siguientes identidades trigonométricas:

1+ sec?

L " —=14cos?x.
1+ tan?zx +
1 1
2. 2tanxsecx = — .
1l—senx 1+senz

5 1+ cosx tan? x
" cosz secr —1
Solucién

1. Transformemos el lado izquierdo de la ecuacion:

1+sec’r 1+sec’r 1 sec’ x N
5 = 3 =—F—+—F-=cos"r+1L
1+ tan“z sec x seccxr  sectx
1+sec?z . . . .
Luego, ———— =1+ cos? x es una identidad trigonométrica.
1+ tan“x

2. Escojamos el lado derecho:

1 1 _ l+senzr— (1 —senx)
l—senz 1+4+senx (1 —senz)(1+senz)
2senxr  2senz

1 —sen?zx cos? x
sen x 1

COSX COSZX
= 2tanxseczx.

Luego, la ecuacion dada es una identidad trigonométrica.

3. Trabajemos con ambos lados separadamente:

Lado izquierdo:

1+ cosx 1 Cos &
= + =secx + 1.
COS T COST  COST
Lado derecho:
tan? x sec’z —1  (secx +1)(secx — 1)
= = =secx + 1.
secx — 1 secr — 1 secr — 1

Como al transformar cada lado de la ecuacion se obtiene la misma expresion, la ecuacion
dada es una identidad.
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Ejercicios
Verifique la identidad.

sen x 1+ cosx

1. + =2cscx .
1+ cosx sen x

9 tanx—senx_ secx

) sen3 x  14cosx
cos®

31— — =senx .
1+senx
1 1

4. + = 2sec’x .

l—senx 1+4+senzx

5. sec?xesc?x =sec?x + cscx .

o

1
(tanx + cot x)" = csc® xsect .
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Leccion 84

Otras identidades trigonométricas I

Existen otras identidades trigonométricas importantes que involucran mas de un angulo o
miultiplos de un angulo.

Férmulas de adicién y sustracciéon

1. sen(s+1t) =senscost+ cosssent ,

cos(s+1t) =cosscost —senssent ,

¢ ( -I—t) tans + tant
an (s =
1 —tanstant

2. sen (s —t) =senscost —cosssent ,

cos (s —t) = cosscost +senssent ,

tans — tant

t -t — .
an (S ) 1 +tanstant

Ejemplo 84.1
Calcule el valor exacto de las siguientes expresiones, sin emplear calculadora:
a. cos (20°) cos (70°) — sen (20°) sen (70°) .

T
b. tan — .
D)

Solucion

a. cos (20°) cos (70°) — sen (20°) sen (70°) = cos (20° + 70°) = cos (90°) =0 .

T T
b tan7—:tan(37r 47T>:tan<7r 7r>: tanZ%—tang 1443 _1+\/§‘
1

12712 —tan%tang:1—1\/5_1_\/g

Ejemplo 84.2

Demuestre las siguientes identidades trigonométricas:

()
.SeC|— —X) =cCsCcx.
2
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cos (z + y)

2. 1 —tanztany = .
COS T COS Y

Solucién

1. Transformemos el izquierdo:

(3-9)=—7=

seC |\ = ) = ——F——

2 COS(%—Z‘)
1

™ ™
coS 5 Cos T -+ sen 5 sen x

1

0 cosx+1 senzx
1
= = cscx.
sen x

2. Transformemos el lado derecho:

cos(z+y) cosxcosy —senzxseny

COST COS Y COST COS Y
COS T COSY senxseny

COS T COS Y COST COS Yy

| _ senzseny
COS T COS Y

| _ senz seny
COST COSY

=1 —tanxtany.

Expresiones de la forma Asenx + B cosx

Las expresiones de la forma A sen 2+ B cos x siempre pueden escribirse en la forma k sen (z + ¢)
6 kcos (x + ¢). Veamos:

Ejemplo 84.3

1 3
Exprese 5 sen + —cosz en la forma k cos (z + ¢).

Solucién

kcos (z + ¢) = k[cos z cos ¢ — sen x sen ¢
= k cosx cos ¢ — ksenxsen @
= (—ksen¢)senx + (kcos ¢) cosx.

Para que se cumpla la igualdad es necesario que
1 3
—ksen¢g = R que k cos ¢ = g
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Elevando al cuadrado ambas expresiones:
1 3
k*sen?¢p = R4 k% cos? ¢ = T

Ahora, sumando:

1 3
E*sen?¢ 4+ k*cos® ¢ = = + = |
4 4
4
k? (sen2¢~|—0082¢) =1 1,
K1=1,
k=1
De esta forma
1
—k S
sen ¢ 5
1
1 S
sen ¢ 5
1
sen ¢ = —5
y
3
kcos ¢ = % ,
3
lcos¢p = £ ,
2
V3
cos ¢ = -
Como sen¢ < 0y cos¢p > 0, ¢ se encuentra en el IV cuadrante. Por lo tanto, ¢ = —%
Asi,

1 \/5 T T
isenx—i- 76081: = 1cos (x—i— <_E>) = COoS <x— 6> .

2 6 2 2 2 2
..... S ..y.=co.s.(x._%.).......
Figura 84.1
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Ejercicios
1. Calcule el valor exacto de las siguientes expresiones sin usar calculadora.

s ™
tan — + tan —

18 9
(a)
1 — tan — tan —
18 9
(b) sen75°
117
(c) sen 5

2. Escriba la funcion 5 (sen 2x — cos 2z) s6lo en términos de coseno.
3. Escriba la funcion 3sen wx + 3v/3 cos mx s6lo en términos de seno.
4. Verifique la identidad.

(a) cos (z +y)cos(z —y) = cos?x — sen’y .

senx + sen (3z) + sen (5z)
cos & + cos (3z) + cos (hz)

= tan (3z) .
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Leccion 8D

Otras identidades trigonométricas 11

Foérmulas para el angulo doble

A partir de las férmulas de adiciéon y sustraccion, es facil probar las siguientes formulas para
el angulo doble:

sen2x = 2senx coszT ,

cos 2x = cos® & — sen ’x |

2tanx
tan 2z = —
1 —tan®x

Ejemplo 85.1

Pruebe las siguientes identidades:

2
2' COSQ :L‘ — M.
2
Solucién

1. cos2x = cos® x — sen 2z |
_ 2 2
cos2xr =1 —sen“x —sen“zr ,
cos2x =1 — 2sen’x |

2sen’z = 1 — cos 2z |

1 — cos 2z
2

sen?x =

2. cos 2z = cos?x — sen’z |
cos 2z = cos’x — (1 — cos? x)
cos2r = 2cos’x — 1,

9 1 + cos 2z
Cos“ x = —
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Foérmulas para el semiangulo o Angulo medio

u 1—cosu U sen u
2 sen 2 1l4cosu’

En las dos primeras formulas la eleccion del signo + 6 — depende del cuadrante en el que se
U
encuentre 3

Las demostraciones de estas férmulas se obtienen a partir de los resultados del ejemplo
u
anterior, haciendo x = 5

u
En efecto, usando el resultado del numeral 2. del ejemplo anterior, haciendo x = —, tene-

mos:
ou 1 —cosu
sen ‘- = ———
2 2

1—
Y
2 2

Calcule el valor exacto de cos 22.5°.

45° 1 45°
cos (22.5°) = cos ( 5 ) = £4/ H% .

Como 22.5° esta en el primer cuadrante, elegimos el signo +:

V2 242
. 1 4 cos 45° 1+7 9 242 V242
cos (22.5°) = — = 5= 5 = 1= 5

Ejemplo 85.3

Luego

Ejemplo 85.2

Solucion

0 0
Calcule sen 2 coS 3 tan 3 a partir de la informaciéon proporcionada.

1. cosf = —%, 180° < 6 < 270°.

2. cotf =5, 180° < < 270°.

410



Solucion

4
1. cosf = — 180° < 6 < 270°.

0 0
Como 180° < # < 270°, entonces 90° < 3 < 135°, luego — esta en el segundo cuadrante.

Hallamos las funciones trigonométricas para el &ngulo medio:

0 1 — cos®
sen— =4/ —
2 2
0 1+ cos@
cos— =—/ ——— = —
2 2
0

2. cotf =5, 180° < 0 < 270°.
0 0
Como 180° < 6 < °, entonces 90° < 3 < 135°, luego 3 esta en el segundo cuadrante.

Considerando el punto (x,y) = (—=5,—1), ubicado en el tercer cuadrante, como se
muestra en la figura:

Figura 85.1

Podemos hallar h por teorema de Pitagoras:
h= B+ (IR

h=+v25+1,
h =26 .

Entonces,

cosf =

|
)
;“Cﬂ
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Hallamos entonces las funciones trigonométricas del angulo medio:

( 5 > V26 + 5
1— [ ——— Y= 7
sen — = V26 = V26 = V26 + 5
9 9 2 226
1+(— 5 > V26 —5
cos - = — V26 = — \/% \/%
9 2 2

. sen o 24/26 V26 +5
an — = = =— )
2 cosg _ V26 — 5 V26 =5

24/26
Ejercicios
1. Pruebe las siguientes identidades:
(a) 1+ sen2x 14 1
a) ————— = —SecrTrcsc .
sen 2x 2
1 —tan?z
b) cot2r = ———
(b) cot 2 2tanx
r T 1+senx
i (507) - 12
(c) tan 2+4 1 —senx
2
(d) cos®x —sen?z tan?x = e L
sec 2x
0 0 :
2. Calcule sen 57085 Y tan§ si se sabe que tanf =1, 0° < 6 < 90° .
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Leccion 80

Ecuaciones trigonométricas I

Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion en términos de expresiones trigonométricas,
para la cual las variables o incognitas representan ntimeros reales, que son la medida en
radianes de dngulos.

Resolver una ecuaciéon trigonométrica es hallar el angulo, o los angulos que satisfacen la
ecuacion.

Para resolver una ecuaciéon trigonométrica usamos las operaciones algebraicas y las identi-
dades trigonométricas para escribir, en términos de una funcién trigonométrica, y a un lado
del signo igual, todas las expresiones trigonométricas, y luego encontramos los dngulos que
satisfacen la ecuacion.

Ejemplo 86.1

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica:
csclx —4=0.
Solucién
(cscx +2) (ecscx —2) =0,

cscx+2=0 6 cscx—2=0,

cscr=—2 O cscx=2,
1 1
=—-2 0 =2,
sen x sen x
1 1
senr =——= 0 senr = — .
2 2

Hallemos las soluciones en el intervalo [0, 2], es decir, los angulos en dicho intervalo que
satisfacen estas ecuaciones:
1 . T, 117
. senx:—581x:—ox:—.

6 6
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7n
jia

-/

I
11n N0
6
Figura 86.1
. T om
esenr=—sir=—-0r=—.
2 6 6
y
5
6
T
6 X
Figura 86.2
us om T 117 . . .
Luego, x = & rT=—,T= 57 r = 5 son las soluciones de la ecuaciéon en el intervalo

[0, 27].

Como la funcién seno es periddica, de periodo 2w, todas las soluciones en R se obtienen
sumando multiplos enteros de 27 a las soluciones halladas en el intervalo [0, 27]. Asi,

11
x:%+2lm, x—%rJr%ﬁ, J/‘—%TJF%W y $:?ﬂ+2k7ﬂ keZ

son las soluciones de la ecuacién inicial.
Ejemplo 86.2

Resuelva la siguiente ecuacion:

2c08°x +senzx =1 .
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Solucién
2 (1 —sean) +senx =1,
2 —2sen’r +senz =1,

2sen’?r —senz —1=0

1£v1+4+8

Senxr =

4
1+3
senyr = —— .
4
4 ) —2 1
senr=-=1 6 sengy = — = ——
4
1 s s 1 . T, 117
n = 1 = — n — —— S1 = — = —_—,
senx S1x 5 y senx 25:15 60:16 G

Con base en la periodicidad de la funcién seno, las soluciones en R de la ecuacién son:

7 11
:L‘:E-f-Qk‘ﬂ', x:—ﬂ+2k7r y x:l+2kw, ke Z.
2 6 6
Ejemplo 86.3
Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica:
2sendr —1=0.
Solucién 1
3r = -
sen.3z = o,
5
8r=c42%r o Sr=--+2%m  keL.

Luego, todas las soluciones en R de la ecuaciéon son de la forma:

T 2km Sr 2kw
r=-—+4+—yzx

_ 0T L AT e
TRE TR

Ejemplo 86.4
Halle los valores de = que satisfacen la siguiente ecuacion:

cosr+1=senzx .

Solucion

(cosz 4 1)* = sen’z |
cos’z 4+ 2cosx + 1 =sen’x ,
cos’x +2cosz +1=1—cos’z,

2cos’x +2cosz =0,
2cosz (cosz+1)=0.
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2cosx =0 6 cosx+1=0,
costr=0 6 cosx=-—1,
3T

:L':g—i-Qkﬂ', ac:?—i—le, r =7+ 2km, keZ.

Ahora, como en el procedimiento para resolver la ecuacion elevamos al cuadrado, debemos
determinar cuales de estos valores de x satisfacen la ecuacion original.

° Six:g,cosqul:O—i—l:lyseng:l.

T
Por lo tanto x = ) + 2k, k € Z es solucion de la ecuacion original.

3 3 3
° Six:;,COS§+1:O+1:1ysen7ﬂ:—1.

3
Por lo tanto x = g + 2km, k € Z no es solucion de la ecuacion original.

e Siz=mcosm+1=—-14+1=0ysennw =0.
Por lo tanto x = 7 + 2k, k € Z es soluciéon de la ecuacion original.
Luego, las soluciones de la ecuacién original son
xz%—i—?/ﬂr y x =7+ 2km, kelZ.
Ejemplo 86.5

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica:

cosbxr —cos7z =0 .

Solucion

Escribiendo bx = 6x —x y 7Tx = 62 + z en la ecuacion, obtenemos que

cos (62 — ) — cos (6x +x) =0,
cos 6x cosx + sen 6z senx — cosbx cosx + senbxrsenz = 0

2senb6xsenx =0 .

Luego
senbr =0 6 senz=0.
6r=kr 6 x=km, keZ.
Entonces,
xr = ]%T y x=km, kelZ

son las soluciones de la ecuacion original.
Ejercicios
Determine las soluciones de las ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0, 27).
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AN A

senx — 2senxcosz = 0.
2tan’ x + sec’ x = 2.
3esc?x = 4.

2c¢os2x—1=0.

(tanz — 1)(4sen?z — 3) = 0.
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Leccion 87

Ecuaciones trigonométricas II

Ejemplos adicionales

Ejemplo 87.1

Resuelva la ecuacion trigonométrica

\/Ecosx—lz().

Solucién
Despejamos cos z de la ecuacion:

V2cos x =1,

1
COS T =—= .

V2

1
Sabemos que en [0, 27) la funcién coseno toma el valor — en dos valores:

V2

i
y — .

s
4 4

Ahora, como la funcién coseno es 27 periodica, entonces todas las soluciones de la ecuacion
estan dadas por

7
$:%+2k:7r y 35:%—1—21437?, kelZ.

Ejemplo 87.2

Resuelva la ecuacion trigonométrica

tanxsenx +senz =0 .

Solucion

Podemos tomar factor comun sen z:

senz(tanx +1) =0 .
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Por lo tanto
senz=0 6 tanx+1=0.

Es decir
senz =0 6 tanx =-—1.

La funcién seno es cero en los miltiplos de 7. Luego
rx=knr, kelZ,

iy , m T T .
y la funcién tangente es —1 sélo en 1 en (—5, 5) Entonces teniendo en cuenta su
periodicidad (con periodo 7) se sigue que

m
x:—z—l—mw, me.

Ejemplo 87.3

Resuelva la ecuacion trigonométrica

2sen’zr —senz —1=0.

Soluciéon
Si definimos z = sen x obtenemos la ecuaciéon de segundo grado
222 —2—-1=0,
la cual se puede factorizar como
(2z+1)(z—1)=0.

Por lo tanto, retomando la ecuacién trigonométrica, se tiene que

(2senz + 1)(senz — 1) =0 .
Luego

2senx+1=0 6 senz—1=0.

Es decir

senzx = 5 6 senzx =1.

Teniendo en cuenta que la funcion seno es 27 periddica, hallemos las soluciones en el intervalo
[0, 27).

1 . . 117 ) ™
senr = ——sir=-—ysiz=—ysenr=1siz=—

2 6 6 2

Por lo tanto todas las soluciones de la ecuacién trigonométrica son

7 11
xz%—i—ﬂ{:r, x:?ﬂ—l—QkW y x:g+2k7r, kelZ.
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Ejemplo 87.4

Resuelva la ecuacion trigonométrica

cos(3x) = sen(3z) .

Solucion

Equivalentemente podemos escribir

sen(3z) .
cos(3r)
tan(3x) =1 .

Observemos que la funciéon tan(3x) es una compresion horizontal en un factor de 3 de la
funcion tan x y como la funciéon tan x es periddica, con periodo 7, entonces la funcion tan(3z)

e ., s
es periodica, con periodo 3

Hallemos entonces las soluciones de la ecuacion en el intervalo [O, g)

tan(3z) = 1 si 3z = % Es decir, si xz = % De esta forma, todas las soluciones de la
ecuacion estan dadas por
T km
=—+4+—, keZ.
SESTREFEE

Ejemplo 87.5

Resuelva la ecuacion trigonométrica

3tan®’z — 3tan’z —tanxz +1=0 .

Solucion

Podemos factorizar:

3tan’z(tanz — 1) — (tanz — 1) =0 ,
(3tan*z — 1)(tanz — 1) =0 ,
(V3tanz + 1)(v3tanz + 1)(tanz — 1) =0

Por lo tanto
\/§tanx+l:0, V3tanz —1=0 6 tanz—1=0.

Es decir

tanx = —%, tanx = %, 6 tanx=1.
Puesto que l% f%nci()n tangente es periddica, con periodo m, hallemos las soluciones en el
intervalo (—5, 5)
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. s . ™ . T
tanx = ——3 S1lz=——,tanr = —=s1x = 5 ytanx =1sixz = 1 Por lo tanto todas las

6 V3

soluciones de la ecuacion estan dadas por

T
T kez.
1 e

T L T
r=—= T, T =— T =
6 6 7

Ejercicios
Resuelva las ecuaciones trigonométricas.

1. tan3x + 1 = sec 3x.

2. sen’z = 2senx + 3.

3. 2secx = tanx + cot x.

4. cscx 4 cotx = /3.

5. cosx — \/gsenx =1.
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Leccion 88

Ecuaciones trigonométricas 111

Ejemplos adicionales

Ejemplo 88.1
Solucione la ecuacion trigonométrica

secx —tanx = cosx .

Solucion

Escribamos la ecuacion en términos de las funciones seno y coseno y simplifiquemos:

1 sen x

—cosx =0,
COST  COSXT
1 —senz — cos®x 0

COS T

La fraccion del lado izquierdo de la igualdad es cero cuando su numerador sea cero. Luego
1 —senz —cos’x =0 ,
1 —senx — (1 —sen’x) =0,
sen’z —senx =0 ,
senz(senz — 1) =0 .
Entonces
senz =0 6 senzx—1=0.
Es decir
senx =0 6 senz=1.

Debido a que la funcién seno es 27 periddica hallemos las soluciones en el intervalo [0, 27):

T
senz =0siz=0ysiz=mysenzr =1slz= 5 Por lo tanto, todas las soluciones de la

ecuacion estan dadas por
r=0+2kr, x=w+2kr vy xz%—i—QkW, kelZ.
O, equivalentemente

r=kmw y x:g—i-Zlmr, kelZ.
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Ejemplo 88.2

Solucione la ecuaciéon trigonométrica

sen(bx) — sen(3x) = cos(4z) .

Solucién

Observemos que
sen(bx) =sen(4x + x) = sen(4x) cos x + sen x cos(4x) |
y ademés que

sen(3x) =sen(4x — ) = sen(4x) cosx — sen x cos(4x) .

Por lo tanto, la ecuacion trigonométrica es equivalente a
sen(4x) cos x + sen x cos(4x) — [sen(4x) cos x — senx cos(4x)| = cos(4x) ,
y simplificando

os(4x) ,

2senx cos(4x) =c
0,
0.

2sen z cos(4x) — cos(4x)
cos(4x)(2senz — 1)

Por lo tanto
cos(4x) =0 6 2senz—1=0.
Es decir

1
cos(4x) =0 6 senzx = 7

Observemos que la funcién cos(4x) es una compresion horizontal de la funciéon cosz en un
factor de 4. Por lo tanto, como cosx es 27 periddica, se tiene que cos(4x) es periddica, con
perfodo Z. Examinemos entonces cos(4z) = 0 en el intervalo [0, Z):

3 3
Cos(4x):()si4x:gysi4x:§. Es decir, six:%ysing.
Luego cos(4x) = 0 para

T U 3T U
— 4z =—+k—, keZ.
T 3 + 7 y =z 3 + 5 €

. . g : 1
Ahora, teniendo en cuenta que la funcién seno es 27 periddica, analicemos senx = 3 en
0, 27):

} m ) 5% 1
senr = 3 siz=—-ysix= 5 Luego senx = 3 para

6

a::%+2k:7r . x:%—i—%w, kel .
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Por lo tanto, las respectivas soluciones de la ecuacién trigonométrica son

s s 3T s s 5T
T 8—|— 5 T 8—|— 5 z 6—|— Ty ¥ 6—|— , S

Ejemplo 88.3

Encuentre todas las soluciones de la siguiente ecuacion trigonométrica en el intervalo [0,
27):
tan®z — 13tan’2 +36 =0 .

Solucion

En primer lugar, factorizamos completamente la ecuacion:

(taan — 9) (tanzx —4) =0,
(tanx + 3) (tanx — 3) (tanz + 2) (tanz — 2) =0 .

Por lo tanto,
tanr=—-3 ¢ tanz =3 6 tanx=-—-20 tanx =2.

Ahora, con una calculadora en modo radianes, al aplicar la funciéon o tecla tan~! obtenemos
T

valores de = en el intervalo (—5, §>

e tanx = —3 si x = —1.249.

Sin embargo —1.249 ¢ [0, 27), entonces, como la funciéon tangente es periodica, con
periodo 7, sumamos 7:

—1.249 4+ 7 = 1.8926 € [0, 2) .

Si sumamos nuevamente 7
1.8926 + 7 = 5.0342 € [0, 2) .
e tanz = 3 si z = 1.249 € [0, 27). Sumando 7

1.249 + 7 = 4.391 € [0, 27) .

e tanx = —2sixz = —1.1071.

Sin embargo —1.1071 ¢ [0, 27), entonces, como la funcién tangente es periddica, con
periodo 7, sumamos 7:

—1.1071 + 7 = 2.0345 € [0, 27) .
Sumando nuevamente 7

2.0345 + 7 = 5.1761 € [0,27) .
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e tanz =2: 2 =1.1071 € [0, 27). Sumando 7

1.1071 + 7 = 4.2487 € [0, 27) .

De esta forma, las tnicas 8 soluciones de la ecuaciéon trigonométrica en el intervalo [0, 27)
son:

2 =18926, z=>50342, x=1249, x=4.391,
£ =20345, z=>51761, z=11071 vy x = 4.2487.

Ejercicios

Resuelva las ecuaciones trigonométricas.
1. sen2x +senz = 0.
2. 2tanxsenz — tanx = 0.

3. tang —senzx = 0.

cos 2z + cos 3x = 0.

AN

sen 2z + sendx = 2sen 3.

1
6. cosx cos2x + senxsen22x = 5
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Leccion 89

Introduccién al concepto de limite I

En estas dos ultimas sesiones introducimos de manera intuitiva el concepto de limite de una
funcién, enunciamos una definicién que, si bien no es rigurosa, es adecuada para el nivel de
calculo; y enunciamos algunas propiedades algebraicas de limites. Comencemos considerando

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 89.1

Consideremos la funcién f(x) = z*+ 1. Tratemos de entender cémo se comportan los valores
f(z) cuando x se “acerca a 2. Para esto, usando una calculadora podemos escribir la siguiente

tabla

| v | flo)=a"+1]

1

1.5
1.9
1.99
1.999
1.9999

2

3.25

4.61

4.9601
4.996001
4.99960001

Observamos que al tomar valores de la variable independiente z menores que 2 y “méas y
mas” cercanos a 2, los valores f(x) se acercan “mas y mas” a 5. Podemos también escribir la

siguiente tabla

’ x\f(x):vaLl‘

3

2.5

2.1
2.01
2.001
2.0001

10

7.25

5.41

5.0401
5.004001
5.00040001

Ahora observamos que al tomar valores de la variable independiente x mayores que 2 y “mas
y mas” cercanos a 2, los valores f(x) se acercan “més y mas” a 5. Intuitivamente podemos
confirmar este hecho si consideramos la grafica y = f(x):
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y=1‘2+1

Figura 89.1

Tracemos un pequeno segmento horizontal sobre el eje x apuntando hacia el valor x = 2
desde el lado derecho. Al observar las “alturas” sobre dicho segmento (es decir, los valores
f(z)), notamos que éstas se acercan a 5. Analogamente ocurre si trazamos el segmento desde
el lado izquierdo de 2.

Ejemplo 89.2

x?— 2 —3

Consideremos ahora la funcion f(z) = 3
x j—

Observemos que el dominio de esta

funcién es el conjunto
Dy =R\ {3} = (—00,3) U (3,00).
No se puede evaluar la funcién f en x = 3 pero se puede evaluar en abscisas x cercanos a

3. Tratemos de entender el comportamiento de los valores f(z) cuando x esta cerca de 3.
Usando una calculadora obtenemos la siguiente tabla de valores

’ T ‘ f(:z:) _ 2?—2¢-3

z—3
213
25135
29139
2.99 | 3.99
2.999 | 3.999
2.9999 | 3.9999

Nuevamente observamos que los valores de f(z) se acercan a 4 cuando los valores de x se
acercan a 3 y son menores que 3. Se puede verificar el mismo hecho tomando argumentos x
cercanos a 3 y mayores que 3. Graficamente podemos confirmar este comportamiento de la
funciéon f si procedemos como en el ejemplo anterior:
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Figura 89.2

Recordemos que en este caso, f no esté definida en x = 3.

Los dos ejemplos anteriores ilustran el concepto de limite que definimos a continuacién.

Definicion de limite

Supongamos que zg € (a,b) y que f : (a,b) — {xo} — R es una funcion que esta definida en
el conjunto (a,b) — {xo} . Consideremos los valores f(z) para x cerca de zy. Si cuando x se
acerca a xg los valores f(x) se acercan a un unico L € R, escribimos

lim f(z) =L,

T—xQ

y decimos que L es el limite de f(x) cuando z tiende a z.

En el Ejemplo 89.1 ocurre que
lim(z® +1) =5

T—2
y en el ejemplo Ejemplo 89.2 se tiene que
x? —2x — 3

lim — = 4.
r—3 Qj—3

Observaciéon

Es importante enfatizar el hecho de que en la definicién de limite no se requiere que la
funcion f esté definida en x = xy. Es decir, la funcién puede estar o puede no estar definida
en = xg. En el caso del ejemplo 1 la funcién f(z) = 2 + 1 esté definida en z = 2, en tanto
que en el ejemplo 2, la funcion f(z) = (2 — 22 — 3)/(x — 3) no esté definida en x = 3.

También es importante aclarar que, en el caso en que f esta definida en xo, el valor f(xy) no
es necesariamente igual a lim,_,,, f(z). El valor de lim,_,,, f(z), en caso de existir, indica
cual es el comportamiento de los valores de f “cerca” de =y, y no en x.
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Leccion 90

Introduccién al concepto de limite 11

A partir de la definiciéon precisa de limite, que se puede hallar en los textos de anélisis
matemaético, se pueden probar las siguientes propiedades de limites.

Teorema 1

Supongamos que lim f(z) = L; y lim g(z) = Ly. Entonces
T—T0 T—T0

i) lim [f(z) + g(x)] = L1 £+ L.

Tr—T0

i) lim [f(z)-g(z)] = Ly - L.

T—rT0

e - flz) Ly
iii) Si L 0, lim —= = —.
)70 I e T

iv) lim ef(x) = cLy.

Tr—xQ

v) lim c=c.
Tr—xTQ

vi) lim 2" = 7, donde n € N.
Tr—ITQ

Estas propiedades permiten calcular limites de expresiones racionales como se ilustra a con-
tinuacion a través de varios ejemplos. En ellos usaremos las técnicas de factorizacion antes
vistas.

Ejemplo 90.1

Calcule
lim (2* + 1).

rz—1

Solucién
Por las propiedades i), v) y vi)

1im(:z:2—|—1)zlimx2+lin%1:1+1:2.
T—

rz—1 rz—1

Ejemplo 90.2

Calcule

2?4 —7
x—1 1,‘2 '

431



Solucién

En este caso podemos aplicar la propiedad iii) de limites, pues lim,_,; % = 1 # 0. Luego

o2t 4+d4r—T7 1°+4-1-7 5-7
lim = = E—
z—1 2 12 1

Ejemplo 90.3
Calcule
lim (x + 2)(2® + 32).

r——1

Solucién

Por las propiedades 1), ii), iv), v) y vi)
lim(x+2)(x2+3x):(lim x—i—Q) (hm:c —|—3x>
r——1 rz——1 r——1

(hm x4+ lim ) (hm 2 + lim 395)
rz——1 r——1 z——1 z——1
=(—14+2)(1+3(-1))
=1-(-2)=-2.
Ejemplo 90.4
Usemos las propiedades de limites para calcular
R L .
lim ——
z—3 r—3

del ejemplo 89.2 de la Leccién anterior. Si se intenta aplicar la propiedad iii), notamos que la
condicién de que el limite del denominador sea diferente de cero no se cumple pues, usando
las propiedades i), v) y vi),

lim(x—3)—hma:—hm3—3 3 =0.

r—3 z—3

Por esta razon, debemos emplear algin procedimiento que permita el uso de las propiedades
de limites. En este caso, factorizamos el numerador como

2? — 20— 3= (v —3)(x+1),
y aplicamos las propiedades i), v) y vi) para obtener

29— - 1
lim 2028 g, EZEED ey —a
z—3 x—3 z—3 x—3 z—3
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Ejemplo 90.5

Calcule 12 )
i &R~
h—0

Solucion

Nuevamente observamos que }ILIII(I) h = 0, asi que no podemos aplicar directamente la propiedad
ﬁ

iii) en este caso. A fin de tratar de cancelar h en el denominador, factoricemos el numer-
ador:

(x+h)?—2> [(x+h)—2z][(zx+h)+ 2]

h h
_ h[(x+h)+ 2]
h
= 2x + h.
Luego,
h 2 .2
i M = 0r 4+ h) = 20
h—0 h h—0
Ejercicios

1. Usando una calculadora, escriba una tabla de valores para intuir cual deberia ser
. 2> +5x+6
lim ——.
T——2 T + 2

A continuacién compute dicho limite mediante un procedimiento algebraico. ;Puede
esbozar una grafica que ilustre el resultado?

2. Calcule

. r+5
(2) lim 3— .

215
r+a)d— 23

(b) lim (

a—0 a

2 —dr+4
(¢) im ———— .
=2 32 — 31 + 2

(d) lim M _

a—0 a
) xt — 81
(o) I o —% -
z — 36

R o
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Leccion 91

Respuestas

a ejerciciones seleccionados

Leccion 1

2. (a) 55°.

(b) 145°.

(c) 35°.
3. 50°.
Leccién 2
3.z =20°
4. x=5°
5. x =110°
Leccién 3
1. y = 150°.
2. x =40°
3. x =5H0°
4. x = 50°
Leccién 4
1. oz =48°
3. =11
4. r=13.

Leccion 5

2. CD = 24.

.= 32.

y oy =30°

y y =062
y oy =40°.

y oy =30°
y oy =95

y oy =130°.

y oy =12°

. x =100 m.

3
4. r=5m.
)
6

. 500 m y 700 m.
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7. 25 unidades.
Lecciéon 6

1. 25 cm?.

2. 169 m?2.

3. 147 cm.
n 9r + 144 2.
2
Leccion 7

1. (27 — 4)L2.

3. 37 cm?.

70 — 97 9
cm?.
2

5. 327 cm?.

4.

Leccion 8

1. (m—_ﬂ> L2,
8

a

8 — 442
4. 100 km.

Leccion 9

2.

1. V=167 cm® y A = 367 cm?.
256

2. V= ?ﬂ' Cm3.
175
3. V = T m3.

4. V =200m cm® y A = 1307 cm?.

Leccion 10

2. 2507 cm?®.
3. 3375v/3 cm®.
3375v3 . 23625v3
4. cm’ y ———— cm”.
8 8
5. 36m cm?®.
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Leccion 11

518
1. —_—.
() 5
62
b) —.
) =
1057
(©) 95~
29
d) —.
D)
9. 1.39, 1.43 y 1.442,
9 = 8
3. =, 143y -.
7Y
4. No, ya que por ejemplo v2v2 = 2 y v/2+ (=v/2) = 0, y 2 y 0 no son ntimeros
irracionales.

Leccién 12
2. (a) 5z — by.
) —3a — 24b.
) 12kl — 24ml + 42kn.
) 26.
b) 1.
) 16.
) 300 =22-3-5%
) 1386 =2-3%-7-11,
) 2160 =21 33 - 5.
126 7
90 5
1540 1
1680 12

Leccion 13

1. (a) 9.
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(d) =5<z< %
Lecci6én 14
1L (a) C
(b) {reR:—-2<z<4}
2. (a) CU{7,8,9}.
(b) {1,2,3,4,5,6}.
(c) {8,9}.
Leccién 15

1. (a

A'—(BnQO).
¢) (AUBUC)N[(ANB)U(ANnC)u(BNnQ)J.

)
)
)
)
)
a) [A—(BUO)U[(BNC) - Al
)
()
(d) (AUBUC)YU[ANB)U(ANC)U(BNCO).
)
)
)

Leccién 16
3. (a) (—o0,—3)U][l,00).
(b) (0,4).
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18

(b) 3

(c) 19

(d) 0.8.
Lecciéon 17

4a*cb

32 '73
3. ——.
925 .55

Leccion 18
1. (a) 2%
a2y
(®) T 1975
b10y/19/3

16243
©) =37
y*2*
8/3
Y
(d) o
Leccién 19
3 4 17 5 L4 3 2
2. T(x)S(z) = 2Z + 57 +20, S(z)S(x) — 3Q(z) = i 3x° 4+ 132° — 18z + 22.

Lecciéon 20

1. Cociente: 22 — 1, Residuo: 0.

2. Cociente: —a"3 4 "2 4 22"t — 2" 4 2" 4+ ... + 2 + 1, Residuo: 1.
Leccién 21

1. (z+1)(5z* — bz + 3) — 2.

2. (x—1)7+2.
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3. (x+1)(2* — 4z +6).

Leccion 22

Leccion 24

1. (a) —1,2.

—~
o
N—
=N e

2. k=5.
3. (a) 203 4+ 322 — 320+ 15 = (22 — 1)(z + 5)(z — 3).
(b) 623 — 1122 —4:E+4—(:E—2)(3:13+2)(2x—1).
(c) 3 —Tr—2=Bz+1)(x—2)(z+1).
(d) 32® + 222 —|—14x—5—(3x—1)(x2+x—|—5).
(e) 22 4+ 52 +5x + 6 = (x + 2)(22% + = + 3).
(f) 2 — 62> —Tx — 6= (z — 3)(z +2) (2> + x + 1).
(g) 5xt 4+ 1523 — 4922 + 3z — 10 = (z — 2)(x + 5)(5z* + 1).
Leccion 25
2. ot — gyt
3. a” + 1.
4. x.
5. a+b.
6. h.
Leccién 26

1. a*(a+ 1)
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DO

1\ 2
. (a+ —) .

a
3. 5a2y® (222 — 3y)°.
4. (2u® + v3)(2u? — v¥)(16u® + 4utvb + v'?).
(VBu + ¥5) (v — V).
a2b® (5a — 4b?)°.

o

P+ ) -2+ D)+ D)2 —z+ ) (z—D)(2®+z+1).

(2X™ £ V™) (4X2" — 2X7Y" 4 Y2 (2X7 — Y7) (4X2 4 2X"YT 4 Y2,
223 (x — 6)(x — 3).

10. y*(y +2)*(y + 1)%

© 0 N o

Leccién 27

1. (x —4)(bz + 2).
(u—11)(u+T7),
9(z —5)(x +1).
(a+b+3)(2a+2b—1).
(a+3)(a—1)(a+1)2
(x 4 20)(x — 13).
(9x — 11)(5z + 8).

© N e v s w

Leccion 28
rz+1

VY
4. V2222 4z +2)%
5. (3a+ 4b)(3a — 4b — 1).
6
9

o

(y+zxz+1)(y—x—1).

. (22 — 5)(z +V3)(z — V3).
. (22 + 3y)(5a — 7b).
Leccién 30
WP+ VI -V + Dy - 1),
C 23 (@ V2) (2= V22 +V2) (2 —V/2) (22 + 20+ V2) (x = 1) (22 + 2+ 1) (z+ 1) (22— 2+ 1).
(v = V2y + 1)(y* +V2y + 1),
(2t — V62%y + 3y?) (2t 4 V622y + 332).
. (2t — 622 4 8)(2* + 627 + 8).

—_

oroR W
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(7Tz —5)(9z + 2),
(z—y—4)(z -y +3).
(a+b—1)(a* — ab+ b?).
(a—b)(a—b—1)(a—b+1).
(

(

e ® N>

10.
11.
12. (z—y)(a+b-1).

o ()

Leccion 31
100!

©20!80!"
3. 10 posibles elecciones.

ot — 2yt — 222y%) (2" — 2yt + 22%y?)).
r—w—y—z)(xr—w+y+2).

Leccion 32
1. —9306276.

Leccion 33

7/2 T 30 21 5/24+3526

1. !
x' e+ 2:15 Y+ — 1 Y 3 7y

35 3/2 8 21 10 7 1/2 12 1 14

Tt Y T Tt Y gy

2. a'® + 5a%b% + 10a°b* + 10a*b® + 5a%b® + b0,
Leccion 34

2. ala+0).
Lecciéon 35

2. ab— (a—0V).
Leccién 37

1. a+ /b

2. ! .

(a = b)(Va+ Vb)(va+ VD)

Leccion 38

1. (a) 12.
(b) —70.
(c) —3/4.

2. 101,103, 105, 107.
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3. 5 horas.
Leccién 39
1. (a) z2=—4,2=3
(b) x=5/2, x = -3/2.
2. x=—1%/6.
Lecci6én 40

1. (a) z=3, z=—-1

Lecci6n 41
z=1%+/3.
t=09, t=4.
x:\P/g, r=—1.
r=9 r=4.

r=>5/4, v =9/2.

AR AN R

Tz =3.
Leccion 42

1. p(z) = 60x — 2°.

2
-1
8
3. A(b) =bv4—0.
Leccion 43
1. V(r) = 4mr.
12
2. CO(r) = 4007r? + OOO.
r
300
. h(r)=—.
3. h{r) T2

Leccion 44
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1
2. V(r)= §7r7‘2(5 + /25 —1r?).
Leccion 45

1. (1,5].

- (=)

3. (—1,4].

(23]
Leccién 46

1. (=00, —3) U (—2,00).

2. (—2,0) U (2, 00).

3. [-3,2).

4. (—o0,—1)U(1,00).

Leccion 47

1. (—oo, g) U (3, 00).

2. [~2,—1)U (0, 1].
3. (—00,—2]U(0,1) U [3,00)
4. (1,00).

Leccion 48

Leccion 49

L (a) 10

(a+8+h)(a+8)
2a+h
(®) Vie+nh)?2+1 +vVa2+1
2. (a) Dy={zeR/x#-9,2#0y x#9}.
(b) D, = (—2,0] U (7,00).
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Leccién 50
3. (a) No.
(b) Si.
(c) No.
1. d(P,Q) =d(Q, R) = 5.

Leccion 51

l.y=—x+2.
2.y=ax—1.
2
3. y=—=-x+6.
1
4. y=2r+ —.

3
Leccion 52

1. x=14/5, y=—1/5.
2. No tiene solucién.

3. No tiene solucién.

4. (z,y(x)) = (m 127”“").
5. (z,y(z)) = (:p 12;;)3”““).

Leccién 53
L (z—=3)2+(y+1)*=17.
2. (x+1/2)+ (x+ 1) = 25.
3. 224+ 2 =4,

Leccion 59

1. (a) f(z)=-3(z—2)*+1T7.

(c) F(2) =17.
2. 25 metros.
Leccién 60
1. Par.
2. Impar.
3. Ninguna.
4. Impar
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Leccién 61

Dyiyg=Dysy = Dys/g = (—00,0].

Dyrg = Dysg = Dyjg = [-3,—2] U [2,3].

Dfig =Dy =R —-{-1},Dsy = R - {-1,0}.
Dyig = Dpg = ([=3,-2] U[2,3]) — {5/2}.

= W =

5 Djig= Dysg=[-8,00) = {—1,1}, Dysy=[-8,00) — {_1’ 1,-

Leccién 64
1. Si.

2. No.

3. Si.

4. No.

5. Si.

Leccion 65

3. fHx)=+16—zy D1 = (—00, 16].
4. (a) Si.
(b) Dy =[—6,-2) U[1,6].

Leccion 66

1. (b) Si.
oro-fE 1o
N R

Leccion 67
1
3. C =6 = —,
ya=g

Leccion 68

2. (b) Aproximadamente 16,435 conejos.
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Leccion 69

3. (a) Dy=(1,00)y Ry =R
(b) Dg = (07 OO) y Rg = [07 OO)
(¢) Dp =(—00,0)U(0,00) y R, =R
4. (a) Dy = (—3,00).
(b) D, = (—2,5).
(¢) Dy =1[3,5)U(5,9)
Leccién 70
2. (a) 17.
(b) 1/4.
(c) 2.
(d) —1/2.
(e) 3/2.
(f) 2.
(8) —2.
(h) 1000.
3. (a) logs(z+4)
(b) In (“ — b)
(2% — 25)?
0 e [T |
?+z
@ toss L 2+5)3}
5. (Fon)) = =2 v Dy, = (2,30 3.00).
Leccién 71
In5+1
2. (a) z= 7
(b) =z =—1.
2In7+1n3
(c) &= In7—1In3 "
(d) = =1In3.
(e) = =log,3.
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log, 1
(8) #=2/3 00 = 2210
(h) = =625
(i) z=e€®—1
(j) x=5/4
(k) x=3
) x=e206z=¢
Inb5
. t= ~ 69.98 dias.
3.t 0.023 69.98 dias
Leccion 72
3
1. —.
(a) 10
5%
b) ——.
220.57
(©) 50
2. (a) 210°.
(b) —270°.
(c) —195°.
3. (a) —b46°.
(b) 1345°.
4. (a) 7.
T
(b) 5
5. (a) 20°.
(b) 79°
T
(c) ra
Leccion 74
] 2
2. —/3.
5 V2
2
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1
4, ——.

V3

Leccién 75

1. 9.03 m?.

2. 9.2613 m?.
Leccién 76

1. 13.5 metros.

2. 38.66°.

3. 2.9699 metros.

4. 25.359 metros.
Leccién 77

2. 678.512 pies.

3. 170.095 pies.
Leccién 78

2. Aproximadamente 23.0876 kilémetros.

3. 2179.3461 kiloémetros.

Leccion 84

oy 2LEEY)

V2 (V3-1)
() ——F—

2. 5v/2 cos (21: — %)

3. 6 sen <7m: + g)

Leccion 85

0 V2-+2

2. sen—- = ————,
2

%

)
|

0

.

0 V2
2 +4/2

Y

[\ \&}
[\

COS
1

ta

(\V]

Leccion 86
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T 5w
1. =0, —, —.
R
T br Tm 11w
2. x=—=,—,—, —.
66" 6" 6
5 T 27 4w 5w
TR 33
T 37 bw Tw
4':[;:_?_7_7_
4747 47 4
5 T 7w 2w bm 4w br
==, = — — =
4737 37 47 37 3
Leccion 87
27k
1.le,conkEZ.
3
3
2.x:7+27rk,conk:EZ.

3. I:g—i—Qﬂk, 5%—%27#{:, con k € Z.

4. :B:g+27rk,conk:€Z.

4
5. :U:ny:g+27rk:, con k € Z.
Leccion 88

2 4
l.z=0yz=(2k+ 1)m, x:§+27rk:, x=§+27rk,conk:€Z.

5
2. x = km, I‘=%+27Tk}, ng—l—Qﬂk,conkEZ.

3. x =27k, x:g—i—%rk, x:%—l—Qﬂk,conkeZ.
3 7 9
4. © = km, x:g+27rk, x:§+27rk, x:§+27rk:, x:§+27rk,conk’€Z.

2 4 5)
5. x = km, x:g—l—%rk, $:§+27rk:, $:§+27rk, x:§+27rk‘,conk’€Z.

6. xz%—i—%rk,conkeZ.

Leccion 90

2. (a) —25.
(b) 32
(c) 0.
(d) —3a?
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Angulos suplementarios, 3
Angulos, medida de angulos, 347
Area, 32

Area del tridngulo, funciones trigonométricas,

361
Area superficial, 49
Angulo de depresion, 366
Angulo de elevacion, 366

Base, 93

Binomio, teorema del, 155

Circulo, 32, 34

Cambio de base, funcion logaritmo, 339
Catetos, 43

Ceros reales de polinomios, 116
Cilindro circular recto, 50
Circunferencia, 31
Circunferencia, centro, 31
Circunferencia, definicion, 257
Circunferencia, diametro, 31
Circunferencia, radio, 31
Clasificacion de triangulos, 15
Coeficiente binomial, 152

Colineales, 1

Combinaciones, 151
Completacion de cuadrados, 145
Composicion de funciones, 305
Congruencia de triangulos, 19
Conjunto, 59

Conjunto finito, 75

Conjunto infinito, 75

Conjunto vacio, 75

Conjuntos, complemento, 78
Conjuntos, comprension, 59
Conjuntos, diferencia, 81
Conjuntos, diferencia simétrica, 84
Conjuntos, extension, 59
Conjuntos, interseccion, 77
Conjuntos, union, 76

Cono circular recto, 51
Constantes, 103

Criterio A-A, 26

Criterios de congruencia, 19
Cuadrado, 32

Cuadrado, completacion del, 185
Cuadrilatero, 31

Cubo, 49

Cuerpo redondo, 49

Cuerpos geométricos, 49

Decimales, 60

Denominador, 64

Desigualdades con valor absoluto, 227
Desigualdades lineales, 212
Desigualdades no lineales, 215
Desigualdades, definicion, 211
Diagrama de Venn, 75

Diferencia de cuadrados, 131
Diferencia de cubos, 131

Diferencia de potencias n-ésimas, 140
Distancia, 242

Distancia en los reales, 89

Division sintética, 120

Divisor, 65
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Ecuaciones, 179

Ecuaciones con expresiones fraccionarias, 191
Ecuaciones con potencias racionales, 193
Ecuaciones con radicales, 192
Ecuaciones con valor absoluto, 194
Ecuaciones cuadraticas, 183, 187
Ecuaciones exponenciales, 343
Ecuaciones lineales, 180

Ecuaciones logaritmicas, 343
Ecuaciones polinémicas, 183
Ecuaciones, sistemas de, 251

Elemento neutro, producto, 64
Elemento neutro, suma, 64

Esfera, 51

Exponente, 93

Exponentes enteros, 93

Exponentes racionales, 99

Expresion algebraica, 103

Expresiones fraccionarias, 163
Expresiones racionales, 163

Formula para el &ngulo doble, 409

Formula para el semiangulo o dngulo medio,
410

Formulas de adicion y sustraccion de angulos,
405

Factor, 65, 109

Factor comun, 132

Factores, 104

Factorial, 151

Factorizacion, 131

Factorizacion por agrupacion, 139

Factorizar, 104, 131

Figuras planas, 31

Fraccion, 64

Fracciones, 69

Fracciones compuestas, 168

Fracciones, suma, 69

Funcién coseno, 389

Funcion de la forma 2™, 267

Funcién de la forma z'/", 268

Funciéon exponencial, 327

Funciéon exponencial natural, 332

Funcién inyectivao uno a uno, 313

Funcioén lineal, 245

Funcion Logaritmica, 335

Funcion periddica, 381
Funcién por tramos, 263
Funciéon seno, 383

Funcién tangente, 390

Funcion valor absoluto, 264
Funcion, definicion, 233
Funcién, dominio y rango, 234
Funcioén, grafica de, 241
Funciones cuadraticas, 289
Funciones pares e impares, 295
Funciones trigonométricas, 353

Graficas, alargamiento y compresion, 285
Graficas, compresion y alargamiento, 283
Graficas, reflexiones, 277

Graficas, traslaciones, 271

Hexagono, 31
Hipotenusa, 43

Identidades trigonométricas, 399
Intervalo abierto, 87

Intervalo cerrado, 87

Intervalos, 87

Inversa de una funcién, 315
Inverso aditivo, 64

Inverso multiplicativo, 64

Limite, 427, 431

Ley de coseno, 377

Ley de seno, 371

Leyes de De Morgan, 78
Leyes de signos, 64

Méaximo comin divisor, 65
Muiltiplo, 65

Minimo comiin multiplo, 65
Mayor que, 71

Menor que, 72

Modelo matemético, 197

Nimero compuesto, 66
Namero impar, 65
Niumero negativo, 71
Namero par, 65
Niamero positivo, 71
Nimero primo, 66
Numeros enteros, 59
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Numeros irracionales, 60
Numeros naturales, 59
Ntameros racionales, 60
Nuameros reales, 60, 63
Numerador, 64

Orden en los reales, 71

Paralelepipedo, 49
Paralelogramo, 33

Pascal, triangulo de, 159
Pentégono, 31

Perimetro, 32

Permutaciones, 151

Pirdmide, 51

Plano cartesiano, 239
Poligono, 31

Poliedro, 49

Polinomio, 103

Polinomio irreducible, 117
Polinomio moénico, 103
Polinomio, coeficientes, 103
Polinomio, grado, 103
Polinomios, ceros racionales, 119
Polinomios, cociente, 107
Polinomios, dividendo, 107
Polinomios, division, 107
Polinomios, division larga, 107
Polinomios, divisiéon sintética, 111
Polinomios, divisor, 107
Polinomios, factor, 115
Polinomios, factorizaciéon, 117, 119
Polinomios, multiplicaciéon, 104
Polinomios, multiplicidad, 117
Polinomios, raices, 116
Polinomios, residuo, 107
Polinomios, resta, 103
Polinomios, suma, 103
Potenciacion, 93

Primos relativos, 66

Prisma, 50

Productos notables, 127, 131

Racionalizacion, 172
Radicacion, 99
Rayo, 1

Rectangulo, 32

Recta secante, 7
Rectas coincidentes, 4
Rectas paralelas, 4

Rectas paralelas y perpendiculares, 248

Rectas perpendiculares, 4

Segmento de recta, 1
Segmentos congruentes, 2
Semejanza de triangulos, 25
Semirrecta, 1

Signo negativo, 71

Signo positivo, 71

Sistemas numéricos, 59
Subconjunto, 75

Suma de cubos, 131

Teorema de ceros racionales, 119
Teorema de las paralelas, 7
Teorema de Pitagoras, 43
Teorema de Tales, 25

Teorema del factor, 116
Teorema del residuo, 115

Teorema fundamental de la aritmética, 66

Trapecio, 33
Triangulo, 9, 31, 33

Triangulo rectangulo, funciones trigonométri-

cas, 354
Triangulo, area, 33
Triangulo, altura, 14, 22
Triangulo, baricentro, 14
Triangulo, base, 14
Tridngulo, bisectriz, 14, 22
Triangulo, circuncentro, 14
Triangulo, incentro, 14
Triangulo, lados, 9
Triangulo, mediana, 14, 22
Tridngulo, mediatriz, 14, 22
Tridngulo, ortocentro, 14
Triangulo, vértices, 9
Tridngulos congruentes, 19
Tridngulos semejantes, 25
Trinomio cuadrado perfecto, 131
Trinomios, 135

Valor absoluto, 89
Variables, 103
Volumen, 49
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