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Légica, Teoria de conjuntos, Algebras de Boole

Esta parte del curso estd dedicada al “lenguaje de la matemaética”:
la 16gica proposicional y la teoria de conjuntos.

1.1 Ldgica

1.1.1  Proposiciones

EN MATEMATICAS, consideramos frases que son o bien verdaderas
(=ciertas), o bien falsas, como las siguientes:

“ 43— 4n
“Hoy es lunes”

“Si x = 2 entonces x2 = 4”

Estas frases las llamamos proposiciones. No son proposiciones frases
como:

“Ojalé no llueva hoy !”

La frase siguiente,

“x>0yx<1”

tampoco es una proposicién, cuando x es una variable sin valor asig-
nado, porque puede ser verdadera o falsa, dependiendo del valor de
x. Estas frases las llamamos predicados.

7

Nos referimos al caracter “verdadero” o “falso” de una propo-
sicién con la palabra valor de verdad de la proposicion: el valor de
verdad de una proposicién verdadera es “verdadera”, y el valor de

verdad de una proposicién falsa es “falsa”.

Ejemplo 1.1.1.
Considérese:

“Existe una infinidad de ntimeros primos p tal que p + 2 es pri-

”

mo.

No sabemos si esta frase es verdadera o falsa (es un problema sin resol-
ver en matemadticas). Sin embargo, esta frase es bien una proposicion.
Simplemente, ignoramos su valor de verdad. o

NOTA BENE.

With each copy of this Book is

given an Envelope, containing a
Diagram (similar to the frontis-
piece) on card, and nine Counters,

four red and five grey.

The Envelope, &c. can be had
separately, at 3d. each.

The Author will be very grateful
for suggestions, especially from be-
ginners in Logic, of any alterations,
or further explanations, that may
seem desirable, Letters should be
addressed to him at ‘29, Bedford
Street, Covent Garden, London.”



Ejemplo 1.1.2.
Determinar, para cada una de las frases siguientes, si son proposicio-
nes o no. Determinar, cuando se pueden su valor de verdad (cierta o

falsa).

”

1. “Napoleén gan6 la batalla de Austerlitz”.
2. “242=5",
3. “Cierra la puerta”.

4. “x>2"

1.1.2  Componiendo proposiciones: y, 0, no, implicacién, equivalen-
cia
Considérese la proposicién siguiente:

“Hoy es lunes y llueve”

Esta proposicién es compuesta de dos proposiciones més pequerias
(la primera es “Hoy es lunes”, la segunda es “llueve”) por medio de
un conector ldgico (“y”). Aqui estan otros ejemplos de proposiciones
compuestas:

“Si llueve, no salgo”
“5>3y5<L6”

Las proposiciones que no son compuestas, las llamamos proposi-
ciones simples, como:

“5 > 37,

Hay muchos conectores 16gicos, pero cinco de ellos son funda-
mentales. Estdn presentados en el cuadro 1.1.

! Ojo j El sentido en mateméticas de estas palabras puede diferir
del que se les da en el lenguaje ordinario o en filosofia.

A continuacién examinamos de mds cerca estos cinco conectores
légicos.

EL CONECTOR “0”

A partir de dos proposiciones p, g se forma una nueva propo-
sicién: “p o q”. Su valor de verdad es determinado a partir de los
valores de p y de q de la manera siguiente: “p o q” es verdadera si
por lo menos una de las dos proposiciones p, g es verdadera, y es
falsa cuando ambas son falsas.

Por ejemplo,

“5>305<4”

es verdadera, ya que “5 > 3” es verdadera.
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Conector | Proposicién Formas equivalentes simbolos
compuesta
y Pyq Conjuncién de p y de g. pAg
p&&q
0 pog Disyuncién de p y de g. pVyg
pllg
no no p Negacién de p. -p
P
'p
implica p implica g Si p entonces 4. p=q
Implicacién. p—q
Condicional.
p es una condicion suficien-
te para g.
g es una condicién necesa-
ria para p.
siysolosi | psiysolosig | pssig. peq
p es equivalente a g p—q
Bicondicional.

Se puede resumir esta definicién utilizando una tabla de verdad:

Explicacién: hay cuatro posibilidades para los valores de verdad de

p v de g, que corresponden a las cuatro filas de la tabla. La segunda

fila, por ejemplo, indica que si p es verdadera (V) y g es falsa (F)

entonces “p o gq” es verdadera (V).

OBSERVACION: Este “0” matematico no es el “o exclusivo” utilizado a

menudo en el lenguaje ordinario, como en:

“En este mend, puede pedir un café o un postre.”

INTERPRETACION EN LENGUAJE OR-

DINARIO :

Puedo pedir o bien el café, o bien

el postre, pero no ambos.

TEMATICO :

Cuadro 1.1: Los cinco conectores légicos
fundamentales.

INTERPRETACION EN LENGUAJE MA-

Puedo pedir el café, puedo pedir

el postre, y puedo también pedir

ambos.

Este “0 exclusivo” (que corresponde mads explicitamente a “o bien

...0 bien ...) también es un conector 16gico (aunque no hace parte

de los “cinco fundamentales” presentados aqui). Tiene una tabla de
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verdad diferente de la del “0”:

q ‘ p o (exclusivo) g
14 F

F 14
14

F

v
F

<<

El “0 exclusivo” se abrevia a veces en XOR (como “exclusive or”) en
ciertos lenguajes de programacion.
EL CONECTOR “y”

Dadas dos proposiciones p y g (por ejemplo, p es “hoy es lunes” y
g es “llueve”), definimos una nueva proposicién “p y q”. Le atribui-
mos un valor de verdad asi: “p y q” es verdadera si ambas proposi-
ciones son verdaderas, y es falsa sino. O sea, es el “y” del lenguaje
ordinario.

La tabla de verdad de “y” es:

EL CONECTOR “no”.

A partir de una proposicién p formamos una nueva proposiciéon:
“no p”.La proposiciéon “ no p” es verdadera cuando p es falsa, y
falsa cuando p es verdadera.

La tabla de verdad de la negacién es:

p mo p
Vi F
F Vv

EL CONECTOR DE EQUIVALENCIA

A partir de dos proposiciones p, 4 formamos una nueva proposi-
cién: “p es equivalente a g4”. Se puede emplear con el mismo sentido:
“p siy solo si g” (abreviacion: “p ssi g”). La proposicién “p es equi-
valente a g” es verdadera cuando p y ¢ tienen el mismo valor de
verdad, y falsa sino:

‘ p es equivalente a g
14

TS

9
v
F F
Vv F
F |4

Ejemplo 1.1.3.
Cuando resolvemos sistemas de ecuaciones solemos razonar por equi-
valencia. El sistema es una proposicion, que cambiamos por etapas en
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sistemas, cada uno obviamente equivalente al anterior (= proposicio-
nes, cada una equivalente al anterior), hasta llegar a una descripcién
explicita de las soluciones. Consideremos un ejemplo concreto. Quere-
mos resolver:

x +2y =0

3x +4y =1

Lo que sigue es una resolucién bien redactada, con relaciones légicas
explicitas:

Sea (x,y) € R2. Entonces

x +2y =0
3x +4y =1
es equivalente a
x +2y =0
-2y =1

Esta proposiciéon es equivalente a:

x  +2y =0
y =-1/2

Es equivalente a:

Es equivalente a:

X =1
y =-1/2
x +2y =0 . y.
En resumen, tenemos que § 3, 4 4y =1 es equlvalente a“‘x=1 y

y = —1/2”. Por lo tanto el sistema tiene una tdnica solucién, es
x=1y=-1/2

EL CONECTOR DE IMPLICACION

A partir de dos proposiciones p y g formamos la nueva proposi-
cién “p implica q”. Se puede emplear con el mismo sentido: “si p
entonces q”.

Este conector es el mds complicado de los cinco. En efecto, la im-
plicacién matematica tiene un sentido bien diferente de la implica-
cién del lenguaje ordinario. El valor de verdad de la implicacién p
implica g se define asf: la implicacién es falsa solamente cuando la
hipétesis p es cierta mientras que la conclusién g es cierta’. En todos
los otros casos, la implicacién es cierta. En particular:

= Si la hipétesis p es falsa, entonces la implicacion es cierta, inde-
pendientemente del valor de g.

= Sila conclusion g es cierta, entonces la implicacién es cierta, inde-
pendientemente del valor de p.

i Ojo aeste!

Puedes encontrar consideraciones mas
profundas sobre este conector en el blog
de Timothy Gowers (laureato de la medalla
Fields — algo como “el premio Nobel
de matematicas™~ en 1998): http://
gowers.wordpress.com/2011/09/28/

basic-logic-connectives-implies/

' Me gusta pensar asi: la implicacion es fal-
sa solamente cuando la pillamos in fraganti
mintiendo.


http://en.wikipedia.org/wiki/Timothy_Gowers
http://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
http://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
http://gowers.wordpress.com/2011/09/28/basic-logic-connectives-implies/
http://gowers.wordpress.com/2011/09/28/basic-logic-connectives-implies/
http://gowers.wordpress.com/2011/09/28/basic-logic-connectives-implies/
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Aqui esta la tabla de verdad de la implicacién:

p implica g
14

ST

9
1%
F F
|4 |4
F |4

Ejemplo 1.1.4.

= Las proposiciones siguientes son verdaderas:

“si x =1 entonces x +1=2."
“x=1siysolosix+1=2"

= En cambio, de las dos proposiciones siguientes:

“si x =1 entonces x2 = 1.
“x =1siysolosix?=—1"

solamente la primera es cierta (la segunda es falsa porque para
x = —1, se tiene que x = 1 es falsa pero x2=1es verdadera).

DIFERENCIAS CON LA IMPLICACION DEL LENGUAJE ORDINARIO:

de una relacién de causalidad entre sus dos partes: “si p entonces g”

es

cesaria la existencia de una relacién de causalidad. La implicacién
matemadtica expresa solamente una coincidencia de los valores de

En primer lugar, la implicacién del lenguaje ordinario sobreentien-

incorrecto cuando p no es la causa de q. En matemaética no es ne-

verdad.

Ejemplo 1.1.5.
“si hay vida extraterrestre entonces 1+ 1 = 2”

INTERPRETACION EN LENGUAJE ORDINARIO: la implicacién no es correc-
ta, ya que la existencia de vida extraterrestre no es causa de que
1+1=2.

INTERPRETACION EN LOGICA MATEMATICA: La implicacién es cierta, ya
que la conclusién es cierta. No es necesario comprobar el valor de
verdad de la hipétesis. o

Ejemplo 1.1.6.
“si 1+ 1 = 3 entonces todos los estudiantes excepto uno aprobaran
la asignatura”

INTERPRETACION EN LENGUAJE ORDINARIO: la implicacién no es correc-
ta, ya que la existencia de vida extraterrestre no es causa de que
1+1=2.

INTERPRETACION EN Lécica MATEMATICA: La implicacién es cierta,
porque la hipétesis es falsa. No es necesario comprobar el valor de
verdad de la conclusion. O
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Segundo, se utiliza a menudo, en lenguaje ordinario, a“si . . . entonces
.”, como una equivalencia logica®. 2 jIncluso en las definiciones de los libros de

matematicos, por ejemplo en:
“Si n es distinto de 1 y no tiene
otro divisor que 1y el mismo, de-

Ejemplo 1.1.7. . . .
o P cimos que 7 es un numero pri-
Si llueve, te llamo”. »

mo.
INTERPRETACION EN LENGUAJE ORDINARIO: Si llueve, te llamaré, y si Hay que entender que 7 es primo si y solo
no llueve, no te llamaré. O sea: te llamaré si y solo si llovera. Es una si 11 es distinto de 1y no tiene otro divisor
equivalencia, y no una implicacién. que 1y el mismo. En cambio, siempre se
evita tales ambigliedades en los teoremas y
INTERPRETACION EN LENGUAJE MATEMATICO: Si llueve, te llamo. No me en las demostraciones.

comprometo a nada si no llueve: puedo llamarte, o no.

O

Y LAS PARENTESIS

Otro elemento que puede aparecer en una proposicién son los pa-
réntesis. Estos elementos pueden ser cruciales a la hora de expresar
algo. Por ejemplo, no es lo mismo la proposiciéon “p V (g — —r)” que
“(pVgq) — —r”. La primera se leeria “hoy es lunes o si el cielo esta
despejado entonces hoy hay luna llena”, mientras que la segunda se-
ria “si hoy es lunes o el cielo estd despejado, entonces hoy hay luna
llena”.

Sefialamos por fin que podemos representar una proposicién com-
puesta, o una formula obtenida a partir de proposiciones indetermi-
nadas (representadas por variables p, g ...), conectores l6gicos y pa-
réntesis, por un arbol (“drbol sintético”), en él que partiendo de las
proposiciones simples, que se sittian en la parte inferior del drbol, se
van construyendo expresiones mds complejas hacia arriba.

Ejemplo 1.1.8.
Aqui esta el drbol que representa la formula “(p A q) V (—r)”.

(pAal v ()

(P Aoq) iy

1.1.3 Equivalencia l6gica de proposiciones

Consideramos la expresion:
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“po(mo p)yq)”
(o sea, en simbolos: “p V (-p Aq)”).

donde p y g son proposiciones sin determinar ; Cuales son sus po-
sibles valores de verdad en funcién de los de p y de g ? Podemos

contestar por un estudio exhaustivo de los casos, resumido en una
tabla de verdad:

p aq|-p|-prg|pVv(-prg)
vV V| F F vV
V F| F F vV
rviv|] v v
F F |V F F

y vemos que el valor de verdad de la expresién siempre coincide con
el de “p o q”, independientemente de los valores de verdad de p y
de g. Decimos que las expresiones “(p) o (no p)y )"y “p 0 4” son
légicamente equivalentes.

Definicién 1.1.1. Dos expresiones construidas a partir de variables p,
g, -..(es decir letras que representan proposiciones sin determinar),
conectores 16gicos y paréntesis son ldgicamente equivalentes cuando to-
man los mismos valores de verdad, para todos los valores de verdad
posibles de p y de g.

Ejemplo 1.1.9.
Aqui esta una aplicaciéon del ejemplo anterior en programacién. Con-
sideramos la instruccién Java siguiente:

if (x >0 || (x <=0 && y > 100) )

(en Java || es el simbolo para “ 0 ” y && es el simbolo para “ y ”).
Significa:

Six>00(x <0yy > 100)

Notamos p para “x > 0"y q para “y > 100”. Observamos que “x < 0”
es logicamente equivalente a no p. Por lo tanto, “x > 0o (x <0y
y > 100)” es légicamente equivalente a “(p) o ((no p) y ¢q)”. Por el
ejemplo anterior, es légicamente equivalente a “p o q”. Por lo tanto,
podemos simplificar la instruccién ast:

if (x>0 || y > 100 )

Una EQUIVALENCIAS LOGICAS IMPORTANTES

Teorema 1.1.2. “p si y solo si q” es I6gicamente equivalente a “(p im-
plica g) y (7 implica p)”.
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En breve: “p < q” es légicamente equivalente a “(p = q) A (9 =
p)”.

Las demostraciones de este teorema y de los dos siguientes pue-
den hacerse mediante tablas de verdad.

Sefialamos que la proposicién g = p se llama el reciproco de la im-
plicacién p = g. Una proposicién y su reciproco no son légicamente
equivalentes, en general. Considerar por ejemplo:

“si tengo hambre entonces estoy de mal humor.”
“si estoy de mal humor entonces tengo hambre.”

Teorema 1.1.3. “p implica q” es [dgicamente equivalente a “(no p) o q”.
En breve: “p = g” es logicamente equivalente a (—p) V q.

Teorema 1.1.4. “p implica q” es l6gicamente equivalente a “(no q) im-
plica (no p)”.

En breve: “p = gq” es logicamente equivalente a “(—¢q) = (—p)”.

La proposiciéon “(—g) = (—p)”, l6gicamente equivalente a “p =
q”, es llamada el contrarreciproco de “p = q”. Por lo tanto, cualquiera
proposicién es l6gicamente equivalente a su contrarreciproco.

Ejemplo 1.1.10.
Para demostrar una proposicion, a veces es mds facil demostrar su
contrarreciproco. Consideremos m y n dos enteros, y la implicacién:

15

“si m 4+ n es par entonces m y n tienen la misma paridad”. Para de- Dos nlimeros enteros tienen la misma pari-
mostrarla, basta demostrar su contrarreciproco, ya que sabemos que la dad cuando son o bien ambos pares o bien

implicacién tienen el mismo valor de verdad que su contrarreciproco. ambos impares.

El contrarreciproco es: “Si m y n no tienen la misma paridad entonces
m+n es impar”.

Supongamos, por lo tanto, que m y n no tienen la misma pari-
dad. Uno es par y se puede escribir como 2 i para algin entero
i, y el otro es impar y se escribe 2 j 4 1 para algtn entero j. Su
suma m +n es igual a 2 (i +j) + 1, que es impar.

Esto demuestra bien el contrarreciproco de la implicacién inicial, y por
lo tanto demuestra también la implicacién original. O

SENALAMOS LA SIGUIENTE NOTACION por si a caso los estudiantes la
encuentran: la equivalencia 16gica se denota a veces con =. Por ejem-
plo:

pea=p=qNq=rp)

Damos también la significaciéon de algunas palabras importantes:

= “Contradiccién”: Una formula es una contradiccion si es falsa pa-
ra toda asignacioén de los valores de verdad de sus variables. Por
ejemplo, p < —p” es una contradiccion: es falsa cuando p es ver-
dadero, y falsa también cuando p es falso.

= “Tautologfa”: Una formula es una tautologia si es verdadera para
toda asignacién de los valores de verdad de sus variables. Por
ejemplo, (p A (p = q)) = q es una tautologia.
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EN LOS TEXTOS MATEMATICOS se destacan ciertas proposiciones 16gi-
cas demostradas, dandoles el nombre de Teorema, Proposicion (en un
sentido diferente del de proposicién Iogica visto hasta ahora), de lema
o de corolario. Un teorema es un resultado importante del texto; una
proposicién también, pero de importancia algo menor. Un lema es un
resultado que sera utilizado en la demostracién de algtin teorema o
proposicién. Un corolario es una consecuencia facil de un teorema o
proposicioén.

1.1.4 Cdlculo de proposiciones
La expresion:
~((=((pva) AT)) A (=4))

puede simplificarse en la expresién mucho maés sencilla “q V r”. Se
puede demostrar como anteriormente utilizando tablas de verdad.
Otra manera de hacer esta simplificacién consiste en aplicar ciertas
reglas de simplificacién. Damos en el cuadro 1.2 una serie de reglas
de simplificacién (no se pide al estudiante aprenderlas de memoria).

Ejemplo 1.1.11.
Veamos como simplificar la expresion “—((=((pVg) Ar)) V (—q))” uti-
lizando estas reglas:

—(=((pVg)Ar)Vq) Justificacién
=-(=((pVvg)Ar)) A=(—q) Ley de De Morgan
={(pVvg)Ar)A—(—g) Ley de la doble negacién
=({(pVvg)Ar)Ng Ley de la doble negacion
=(pVvg) A(rng) Asociatividad de A
=(pVvg) A(gAT) Conmutatividad de A
=((pva) rng)Ar Asociatividad de A
=qANr Ley de absorcién de A
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Ley de la doble negacién

Leyes de De Morgan

Conmutatividad de V y A

Asociatividad de V y A

Distributividad de cada una de
las operaciones con respecto a la
otra

Leyes de idempotencia

vy f son neutros para Ay V
respectivamente.

Leyes de dominacién

Leyes de los inversos

Leyes de absorcién

Cuadro 1.2: Las leyes de la l6gica proposi-
cional. Aqui v es una tautologia (cualquie-
ra), y f es una contradiccién (cualquiera).
Esta tabla esta dada a titulo indicativo. No
se pide memorizar la lista, ni los nombres.
En cambio, tiene que ser capaz de demos-
trar cada una de estas leyes, y de utilizarlas,
con la ayuda del cuadro, como en el ejemplo
1.1.11.
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1.2 Conjuntos

1.2.1 Definiciones bdsicas

En matematica, un conjunto es una coleccién bien definida de ob-
jetos distintos.

Por ejemplo, podemos definir el conjunto de los ntmeros 2,4,6 y
8, e identificarlo con la letra A. En simbolos, se escribe:

A={2,4,68}

Las llaves (“{” y “}”) son los simbolos reservados para la definicién
de un conjunto.

LoSs OBJETOS QUE FORMAN UN CONJUNTO se llaman los elementos del
conjunto. Se dice de ellos que pertenecen al conjunto. Que un objeto x
pertenezca a (=sea elemento de) un conjunto C se nota x € C, y que
no pertenezca a C se nota x ¢ C.

En el ejemplo anterior, 2 € A (2 es un elemento de A, pertenece a
A) pero 3 ¢ A (3 no pertenece a A).

Hay que hacer bien la distincién entre un conjunto y sus elemen-
tos. Por ejemplo, 1 (ntmero) es distinto de {1} (conjunto). Especial-
mente, no tiene sentido “2 € 1”. En cambio “2 € {1}"” es una propo-
sicién bien formada (y falsa).

Ejemplo 1.2.1.
{(1,2),(3,2),(1,1)} un conjunto de pares de ntimeros
{x,y,2} un conjunto de variables
{exp, cos} un conjunto de funciones O
{{1},{1,2},{2,5}} un conjunto de conjuntos
{1,exp,{1},{1,2}} un conjunto de varios tipos de objetos.

CONJUNTO Y ORDEN O REPETICION DE LOS ELEMENTOS

La definicién de un conjunto no toma en cuenta ningtin orden de
sus elementos. El conjunto A del ejemplo anterior pude igualmente
definirse como {2,6,4,8}, 0 {8,6,4,2}, o ...Las colecciones ordena-
das de objetos se llaman sucesiones y se suelen notar con paréntesis,
como por ejemplo (2,4,6,8) (una sucesién con cuatro términos), o
(2,6,4,8) (una sucesion distinta de la anterior).

Observar que, por definicién, un conjunto tiene sus elementos dis-
tintos, por lo cual es incorrecto escribir {2,4,2}. En cambio, una su-
cesion puede tener elementos repetidos: (2,4,2) es una sucesion bien
definida.

CONJUNTOS FINITOS Y CONJUNTOS INFINITOS

Un conjunto puede ser finito o infinito. El nimero de elementos
de un conjunto finito se llama su cardinal, y se nota con doble barra
| | o con #. Por ejemplo, si A = {2,4,6,8} entonces |[A| = 4 (“A
tiene cuatro elementos” o “A tiene cardinal cuatro”) . Se puede notar
también #A = 4.

simbolo
N
Z
Q
R
C

conjunto
enteros naturales
enteros
numeros racionales
numeros reales
numeros complejos

elementos
{0,1,2,3,...}

Cuadro 1.3: ciertos conjuntos infinitos impor-
tantes se identifican con simbolos reserva-

dos.
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DEFINIR UN CONJUNTO POR UNA PROPIEDAD CARACTERISTICA DE SUS
ELEMENTOS

En vez de definir un conjunto dando la lista explicita de sus ele-
mentos, se puede definir dando una propiedad caracteristica de sus
elementos. Por ejemplo:

Sea B el conjunto de todos los nimeros enteros pares n que cumplen
n>2yn<9.

Esta definicién se escribe con simbolos de la manera siguiente:
B={n| nesunenteroyn >2yn <9}

Explicacioén:

» Las llaves “{” y “}” indican que se va a definir un conjunto.

w “{n| ...}"” selee “el conjunto de los n tal que ...” y a continua-
cién se da la propiedad caracteristica de los elementos del conjun-
to.

Mencionar que la letra 7 no juega ningtn papel particular, y se puede
igualmente definir B como, por ejemplo:

B={w| wesunenteroyw > 2y w < 9}

Ejemplo 1.2.2.
Tenemos:

v [0,40) = {x? | x € R}.
. {xe]R|x20yx2§x}:[O,1].

» Dar una descripcién mds simple de {x € R | x? = x}

EL conjuNTO vACio

El conjunto mds pequetio de todos es { }, el conjunto vacio. Es el
conjunto sin ningln elemento. Se suele notar con @. Su cardinal es
0. Tiene muchas descripciones: para una propiedad dada que nunca
se da, es el conjunto de los elementos que cumplen esta propiedad.
Por ejemplo:

O={x|xeNyx+1=x}, @={x]0=1}.

PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS

Definicion 1.2.1. Dados dos conjuntos A y B, el conjunto de todos los
pares ordenados (a,b) donde a estd en A y b en B se denomina producto
cartesiano de A por B, y se nota A x B.

Ejemplo 1.2.3.

Si A ={1,2,3} y B = {a,e}, entonces el producto cartesiano A x B =
{(1,a),(1,e),(2,a),(2,¢),(3,a),(3,¢e)}. Podemos representarlo median-
te una tabla:

i Entender estos ejemplos es un ejercicio !
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L+ =213]
1) [ ca) [ Ga)
we) [ o) | GO

Esto nos deja ver claramente que, si los conjuntos A y B son finitos,
entonces |A x B| = |A| - |B| (el cardinal del producto cartesiano es el
producto de los cardinales). O

Ejemplo 1.2.4.

El conjunto R x R (también notado R?) es el conjunto de todos los
pares ordenados de ntimeros reales: los (x, i), que podemos identificar
a los puntos del plano. O

1.2.2  Subconjuntos

Dados dos conjuntos A y B, se dice que A es un subconjunto de
B si todo elemento de A es también elemento de B. Se nota A C B
cuando A es un subconjunto de B (la notacién debe evocar “A es
mds pequenio que B”), y A ¢ B cuando no lo es.

Ejemplo 1.2.5.

» {1,2} C {1,2,3} pero {1,4} ¢ {1,2,3} yaque 4 ¢ {1,2,3}.
s NCZCcQCRcCC.

= @ C {1,2}. De hecho, @ es un subconjunto de todos los conjuntos.

O

Ejemplo 1.2.6.

Los subconjuntos de {1,2} son: @, {1}, {2} y {1,2}. Es muy importan-
te darse cuenta que 1 no es un subconjunto de {1,2}. El objeto 1 es un
nimero, no es un conjunto. Las proposiciones siguientes son ciertas:
1 e {1,2},1 € {1}, {1} C {1,2}. Las proposiciones siguientes son
falsas: {1} € {1,2},1 C {1,2}. O

Para decir que A es un subconjunto de B, se dice también que A
es una parte de B, que A esta contenido en B, que A esta incluido en B,
o que B contiene A.

1.2.3 Operaciones con conjuntos: union, interseccion, diferencia

Consideramos como ejemplo para las definiciones que siguen X =
{1,2,3}eY ={1,3,5,7}.

= La unién AU B de dos conjuntos A y B es el conjunto de los ob-
jetos que pertenecen a (por lo menos) uno de los dos conjuntos.
Ejemplo: XUY = {1,2,3,5,7}.

= La interseccion AN B de dos conjuntos A y B es el conjunto de
los objetos que pertenecen a sendos conjuntos A e B. Ejemplo:
XNy = {1,3}.
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» La diferencia A\ B (“A menos B”) es el conjunto de los objetos que
pertenecen a A pero no a B. Ejemplo: X\ Y = {2}, Y\ X = {5,7}.
Se nota también a veces A — B

Representamos convenientemente la unién, la interseccién, la di-
ferencia de dos conjuntos, al igual que otras operaciones, mediante
diagramas como los de la figura 1.1.

Cuando B es un subconjunto de A, entonces la diferencia A \ B se

llama también complementario de A en B. A menudo, el conjunto A es
fijado sin ambigiiedad. En este caso el complementario de B en A se
nota B.

Se define igualmente la unién de una coleccién cualquiera de con-
juntos: el conjunto de los objetos que pertenecen a por lo menos uno
de los conjuntos. Y la interseccién de una coleccién cualquiera de
conjuntos: el conjunto de los objetos que pertenecen a todos los con-

juntos de la coleccién.

Figura 1.1: Diagramas de conjuntos (“diagra-
mas de Venn”). Los dos discos representan

Ejemplo 1.2.7. dos conjuntos. En rojo: su uni6n en el primer
Consideramos los conjuntos [0,1/n] para todos los enteros positivos diagrama, su interseccion en el segundo, y
n. Los conjuntos de esta coleccién son los intervalos [0,1] (el conjunto la diferencia (conjunto de la derecha menos
asociado a n = 1), [0,1/2] (asociado a n = 2), [0,1/3] (asociado a conjunto de la izquierda) en el ultimo.

n = 3) ...La interseccién de esta coleccién infinita de conjuntos es

{0}. O

Se dice de dos conjuntos A y B son disjuntos si su interseccion es
vacia (AN B = Q).

Ejemplo 1.2.8.
Los intervalos (—o0;0] y [0, +0) no son disjuntos, ya que su intersec-
cién es {0}. Los intervalos abiertos (—o0;0) y (0, +o0) son disjuntos.

Los intervalos (—o0;0] y (0, +-c0) también son disjuntos. O
Es interesante observar que la unién y la in-
Sabemos que la adicion y las multiplicacién de los ntiimeros son terseccion son operaciones sobre conjuntos,
y . ” o o “ c g ” como la adicién es una operacion sobre nu-
conmutativas” (a+b = b+a, a X b = b x a), “asociativas” ((a + meros. Por ejemplo, podemos construir las
b)+c = (a+ (b+c)) y similarmente para X, pero al contrario de tablas de unién y de interseccion para los
la divisién, por ejemplo), que la multiplicacioén es distributiva con subconjuntos de {1,2}:
respecto a la adicién (a x (b+¢) = (a x b) + (a x c)). Podemos, de [ U [ 2 [ {13 ] {27 [{12}]
manera similar, hacer una lista de propiedades de las operaciones U, {@} {@} ?{ {{2}} }1/2{
. . . " 1 1 1 1,2 1,2
N y complementario sobre los subconjuntos de un conjunto fijo X: 2 EEERAEET;
ver el cuadro 1.4 {2} | {12} | {1,2} | {1,2} | {1,2}
”fodas eétas reglas pue'zden.s.er utilizadas en un “calculo de conjun- A (oM@ L]
tos”, por ejemplo para simplificar formulas. o> ol ol o 7
{1y jJo|{i}]| o | {1}
{2} o] © [{2}] {2}
{L2p lo | {1} [ {2} | {12}

Ejemplo 1.2.9.
Consideramos un conjunto X y los subconjuntos A, By C de X. Va-
mos a simplificar la expresién (AU B) N C U B, utilizando las reglas
del cuadro 1.4.



22

A=A
AUB=ANB
ANB=AUB
AUB=BUA
ANB=BNA

(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AUA=A
ANA=A
AU =A
ANX=A
AUX =X
AN =0
AUA=X
ANA=0Q
AU(ANB)=A
AN(AUB)=A

_ Y= Y= M~ M~

Ley del doble complemento

Leyes de De Morgan
Conmutatividad de Uy N
Asociatividad de U y N

Distributividad de cada una
de las operaciones con res-
pecto a la otra

A es idempotente para am-
bas operaciones

X y @ son neutros para Ny
U respectivamente.

Xy @ son absorbentes para U
y N respectivamente.

A es inversa de A para Uy
N

Leyes de absorcién

Cuadro 1.4: Las leyes de la teoria de con-
juntos. Aqui X es un conjunto y A, B, C
son subconjuntos de X. El estudiante debe-
ria ser por lo menos capaz de convencerse
de la validez de cada una por medio de dia-
gramas de Venn.
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(AUB)NCUB Justificacién
=(AUB)NCNB Ley de De Morgan
((AUB)NC)NB  Ley del doble complemento
((AUB)NC)NB Ley del doble complemento
=(AUB)N(CNB) Asociatividad de N
=(AUB)N(BNC) Conmutatividad de N
((AUB)NB)NC  Asociatividad de N
BNC Ley de absorcién de N

O

Finalmente, vamos a dar una demostraciéon formal de unas de
estas reglas, como ejemplo de demostracion.

Demostramos que para cualesquier subconjuntos A y B de un conjunto X,
se tiene AU B = AN B (una de las leyes de De Morgan).

Demostraciéon. Sea x € X. Por definicién del complementario,
“x € AUB” es equivalente a “x ¢ AU B”. Es la negacién de: “x
pertenece a A o a B”. Por lo tanto, es equivalente a “x no pertenece
nia A nia B”, que es equivalente a “x € A N B”. Esto establece que
x € AUB iy solosi x € AN B. Los dos conjuntos tienen los mismos
elementos, por lo tanto son iguales. g

Demostramos que para cualesquier conjuntos A, B y C, se tiene
AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (distributividad de N con respecto a
u).

Demostracién. Vamos a demostrar en primero que AN (BUC) C
(ANB)U(ANC), yluego que (ANB)U(ANC) C AN(BUC).O
sea: que todo elemento del primer conjunto es elemento del segunda,
y vice-versa. Esto demostrara bien que los dos conjuntos tienen los
mismos elementos, o sea: que son iguales. (Este tipo de demostracién
de la igualdad de dos conjuntos de llama “demostraciéon de la doble—
inclusién”).

Demostremos AN(BUC) C (ANB)U(ANC).Seax € AN(BU
C). En particular x € A,y x € BUC. Por lo tanto x € Bo x € C.
En el primer caso (x € B), obtenemos x € AN B. En el segundo caso
(x € C), obtenemos x € AN C. En ambos casos podemos concluir que
x € (ANB)U(ANQC). Esta asi demostrada la inclusiéon anunciada.
En efecto, hemos comprobado que todo elemento x de AN (BUC)
pertenece también a (AN B)U(ANC).

Demostremos ahora que (ANB)U(ANC) C AN (BUC). Sea
x € (ANB)U(ANC). Otra vez examinamos los dos casos posibles:
x € (ANB) ox € (ANC). En el primer caso tenemos x € A.
Tenemos también x € By por lo tanto x € (B U C). Concluimos
que x € AN (BUC). El segundo caso se trata de la misma manera,
intercambiando los papeles de By C. En ambos casos, x € AN (BU
C). esto demuestra la inclusién anunciada, y acaba la demostracién
de la igualdad de los conjuntos. g
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1.3 Algebras de Boole

El algebra de conjuntos y el dlgebra de proposiciones presentan
grandes paralelismos. Hay un concepto matemadtico que generaliza
ambas teorias, y otras: el concepto de dlgebra de Boole.

Definicion 1.3.1. Un dlgebra de Boole es un conjunto B con:

= dos operaciones, que se suelen llamar suma y producto y notar con +
y X (o0, a veces, por solamente un punto: -),

= una transformacion que asocia a cada elemento de x un elemento x' de B
que se suele llamar complementario

= elementos distinguidos 0 y 1

tal que todas las leyes del cuadro 1.5 se verifican.

(X)) =x Ley del doble complementario | Cuadro 1.5: Las leyes de las algebras de
Boole

Leyes de De Morgan

rry=ytx conmutatividad de + y x

(x X y) XzZ=XxX aSOCiatiVidad de + y X

xx(y+z)=(xxy)+

Distributividad de cada una de
x+(yxz)=(x+y)x

las operaciones con respecto a la
otra

bas operaciones

1 y 0 son neutros para X y +
respectivamente.

Leyes de dominacién
Leyes de los inversos

Leyes de absorcién

rhx=x } Cada x es idempotente para am-

Ejemplos fundamentales:

= Sea X un conjunto. Entonces el conjunto de todos los subconjuntos
de X, con U y N para las operaciones + y x,y A’ = A para el
complementario, es un algebra de Boole.
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» El conjunto {V, F} (conjunto de los dos valores de verdad) es un
algebra de Boole, con Ay V como operaciones + y x,y p' = —p
para el complementario, es un algebra de Boole.

El teorema siguiente nos dice que para comprobar que un conjun-
to B con operaciones +, X y ' es un algebra de Boole, nos tenemos
que comprobar todas las propiedades de la definicién, sino solamen-
te unas pocas.

Teorema 1.3.2. Sea B un conjunto con operaciones +, X y' y elementos 0
y 1. Si cumple las leyes:

conmutatividad de + y X.
= gsociatividad de + y X.

» Distributividad de cada una de las operaciones+ y X con respecto a la
otra.

= 1y 0son neutros para X y + respectivamente.
= Leyes de los inversos.

entonces necesariamente cumple también las otras leyes, y B es un dlgebra
de Boole.

Ejemplo 1.3.1.

Como ilustracién, ensefiamos la demostracion abstracta de la ley de
dominacién x + 1 = x directamente a partir de las conco propiedades
del teorema.

x+1 =1x(x+1) porque 1 es neutro para x.
= (x+x') x (x+1) por les leyes de los inversos.
=x+(x' x1) por distributividad.
=x+u porque 1 es neutro para X.
=1 por las leyes de los inversos.

OTRO EJEMPLO: CIRCUITOS DE CONMUTACION

En otra asignatura los estudiantes encontrardn un ejemplo mads
de dlgebras de Boole: la digebra de conmutacién del anélisis de circui-
tos electrénicos. Se consideran circuitos de conmutacién como él de la
figura 1.2.

Un circuito de conmutacién consiste en un conjunto de entradas,
un procesador y un conjunto de salidas. Las entradas y las salidas se
suelen representar graficamente como segmentos. Son variables que
toman los posibles valores binarios, en funcién de si estdn activas
0 no: cuando circula corriente a través de ellas toman el valor 1; en
caso contrario toman el valor o. Esto hace que los circuitos sean con-
siderados sistemas binarios. El procesador se compone de distintos
componentes simples que se pueden combinar entre si y a los que se
denomina puertas. Fundamentalmente se utilizan tres puertas: AND,

La asignatura Circuitos electrénicos digita-
les. Los estudiantes haran muchos ejerci-
cios con circuitos de conmutacion.

Ry

¥ —% ] xy'
Y

Figura 1.2: Un circuito de conmutacién.
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AND OR NOT

OR, NOT. Gréficamente se representan mediante distintos simbolos,
aunque quizds los méas usuales son los siguientes.

El digebra de conmutacion es el algebra de Boole cuyo conjunto es
{0,1} y cuyas operaciones +, x y complementario son definidas por

las tablas:
+ |0 1 x |10 1 X
00 1 0/0 O 0
111 1 110 1 1

Es facil comprobar que se trata de una reescritura de algebra de Boole
de la légica proposicional, tomando F =0, V =1, + =V, X = A,
! __ -,

Las operaciones son realizadas por las puertas:

= La puerta AND acttia sobre dos variables binarias x,y mediante
la operacién x, de manera que las entradas son las dos variables
x,y y la salida es xy.

= La puerta OR acttia sobre dos variables binarias x,y mediante la
operacién +, siendo las entradas las dos variables x,y y la salida
el valor correspondiente a x + y.

» La puerta NOT acttia sobre una variable x mediante la operacion’,
de forma que la entrada es la variable x y la salida es x.

Ejemplo 1.3.2.
El circuito de la figura 1.2 representa la funciéon de conmutacién x'y +
/

xy'. O

Ejemplo 1.3.3.
El circuito de la figura 1.4 produce la funcién de conmutacion xy + z’:

O

Figura 1.3: Las puertas légicas AND, OR y
NOT.

Yy xy+z'

FTgura 1.4: El circuito con funcién de conmu-
tacion xy + z'.
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Combinatoria

2.1 Contar

013627 Lo s .
%ooen o H
. . 231812 -~ kM XA
En esta parte del curso presentamos una variedad de reglas y prin- 102271 21 -
wi #~ wi  The OEIS Foundahon Inc.

cipios para contar: dado un conjunto finito, ; Podemos contar sus ot 5 Launches the OBIS Wikt Q)Q{R
elementos (sin hacer la lista de dichos elementos, claro estd) ? S - :
L
.
Croy B a e
Ejemplo 2.1.1. Un problema de reparto, y el truco de colocar k — 1 P o e S S
. e oo
barras entre 1 objetos para forma k grupos. R

AD00326 0,15, 12,22,35, 51, 70, 52, 117, 145, 176, 210, 247, 287, 330, 375, 425, 477, 532
o AODOG70 1, 1,3, 13,75, 541, 4683, 47263, 545835, 7087261, 1022475653, 1622632575,

AD1006 1,1,2,4,9, 21,51, 127, 523, 635, 2188, 5798, 15511, 41835, 113634, 310572, 853467, .
a AO0S316 1,1.1,2.3,8, 14, 42,81, 262,536, 1826, 3926, 19820, 0694, 110954, 252935, 933453,

A00S086 0, 0,1,2,5,7, 11, 15,21

= Pregunta 1: Si cinco nifios comparten 12 canicas idénticas ; De
cuantas maneras pueden repartirselas ? (Por ejemplo: 2 para el pri-
mer nifio, 2 para el segundo, ninguna para el tercero, 5 para el
cuarto y 3 para el dltimo)

= Pregunta 2: ; Cudntos ndmeros de 16 bits tienen exactamente cuatro ,
“1” ? (Por ejemplo 0010011000001000.) &

Sorprendentemente, las dos preguntas tienen la misma respuesta. En
efecto, dibujemos las 12 canicas:

000000000000

La distribucion de las canicas con 2 canicas para el primer nifio, 2 para
el segundo, ninguna para el tercero, 5 para el cuarto y 3 para el altimo,
la representamos asi:

00/00//00000/000

Es decir, formamos los grupos de canicas que atribuimos a los nifios,
introduciendo separaciones. Como son 5 nifios, hace falta 4 separa-
ciones. Asi, las posibles distribuciones de las canicas corresponden a
todas las posibles sucesiones de 12 simbolos “0” y 4 simbolos “/”. En
total, son 16 simbolos. En fin, el ntimero de posibles distribuciones es
el nimero de posibles elecciones de las posiciones de los 4 simbolos
“/” entre las 16 posiciones posibles. Cambiando los “0” en (cero)
y los “/” en “1” vemos que se trata exactamente del problema de la
pregunta 2. O

u ”

¢ POR QUE CONTAR ?
Contar es ttil en informaética por varias razones. Entre otras:


http://oeis.org
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= Determinar el tiempo y la memoria necesarios para la resolucién
de un problema de cédlculo se reduce a menudo a un problema de
contar.

= Contar es la base de las probabilidades.

2.2 El principio de la biyeccion

El principio de biyecciéon dice que, si podemos poner dos con-
juntos “en correspondencia”, entonces tienen el mismo ntmero de
elementos. Nos hace falta decir mds precisamente lo que significa
“poner dos conjuntos en correspondencia” (diremos : establecer una
biyeccién entre los dos conjuntos). Para esto, necesitamos introducir
las nociones de aplicacién y de biyeccion.

2.2.1  Aplicaciones

Damos en primer lugar una definicién simple, pero algo incom-
pleta, de aplicacion.

Definicion 2.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Definimos una aplicacién
de A en B asociando a cada elemento de A un elemento de B.

Ejemplo 2.2.1.
Definamos una aplicacién f de Z en Z de la manera siguiente: aso-
ciamos a cada entero 1 par el entero n/2 y a cada entero n impar el
entero (n —1)/2.

En formulas: para cualquier n € Z

n/2
f(n)—{ o 1/2

Cada aplicacién admite varias descripciones. La aplicaciéon f tam-
bién es la aplicacién de Z en Z que asocia a cada entero n el mayor
entero k de los que cumplen 2k < n. O

sin es par
si n es impar

Ejemplo 2.2.2.

Sea X = {1,2,3} e Y = {a,b,c,d}. Definamos una aplicacién g de X
en Y asociandod aly a2, yca3.Se puede resumir esta definicion de
g por una tabla, como sigue, o un diagrama (figura 2.1).

X 1

2 3
gx)|d d ¢

Si f es una aplicacién de A en B entonces:
= A se llama el conjunto de partida de f (también su dominio).
= B se llama el conjunto de llegada de f.

= Paraa € A, el Gnico elemento b de B que le corresponde por f se
llama imagen de a por f. Se nota b = f(a).

“Funcién” casi es sinénimo de “aplicacion”.

La definicién 2.2.1 carece de precisién. Hay
una definicion moderna muy precisa, pero
menos directa. El grafo de una aplicacién es
el conjunto de todos los pares (4, f(a)) con
a € A. Si G es un subconjunto del producto
cartesiano A x B (es decir: un conjunto de
pares (a,b) cona € A, b € B) es el gra-
fo de una aplicacién si y solo si para cada
x € A hay un Unico par (a,b) € G tal que
a = x. La definicibn moderna de aplicacion
es: el dato de los dos conjuntos Ay By de
un subconjunto G de A X B que es un grafo
de aplicacion de A en B.

Figura 2.1: Ejemplo 2.2.2.
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= Para b € B, los elementos 2 € A que le corresponden por f (es
decir: tal que f(a) = b) se llaman los antecedentes de b. El conjunto
de los antecedentes de b es la fibra de f encima de b.

La notacién f : A — B significa: “f es una aplicacién de A en B”.
Si f es definida por una regla se puede notar:

f: A — B
a > descripcién de la regla

Ejemplo 2.2.3.
Por ejemplo para definir la funcién f de los enteros en los enteros que

cumple f(n) = % se puede notar:

fr z - Z

n(n+1)
n — 5

Ejemplo 2.2.4.

Hay a aplicacién f de R en R definida por f(x) = exp(x) (la fun-
cién exponencial), y otra aplicacion ¢ de R en (0, +o0) definida por la
misma formula, g(x) = exp(x). Consideramos estas dos aplicaciones
como distintas porque tienen conjuntos de llegada diferentes. Esto nos
permite decir que g es biyectiva mientras que f no lo es (ver la seccién

2.2.2). ¢

Ejemplo 2.2.5.

Hay una aplicacién “suma” ue asocia a cada par de enteros su suma:
(x,y) — x+y, con conjunto de partida Z x Z (el conjunto de los pares
de enteros) y con conjunto de llegada Z. O

2.2.2  Biyecciones

Obsérvese que la definicién de una aplicacién de A en B es algo
asimétrica: a cada elemento de A debe corresponder uno y sélo un
elemento de B, mientras que a un elemento de B le puede correspon-

der uno, varios o ningtn elemento de A. Por ejemplo en la figura 2.1 de cada elemen-
to de A sale una flecha exactamente, mien-
tras que a cada elemento de B puede llegar
restablece. una, ninguna o varias flechas.

Las biyecciones son las aplicaciones para las cuales la simetria se

Definicion 2.2.2. Sea f una aplicacién de A en B. Es una biyeccién cuan-
do todo elemento de B es imagen de uno, y sélo un elemento de A.

Ejemplo 2.2.6.

s La aplicacién de X = {1,2,3} en Y = {a,b,¢,d} representada por
el diagrama de la figura 2.1 no es una biyeccién. En efecto, hay
elementos sin antecedentes (como b por ejemplo). También hay un
elemento con mds de un antecedente (el elemento d).
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= Al contrario, la aplicacién de X = {1,2,3,4} en Y = {A,B,C,D}
representada por el diagrama de la figura 2.2 es una biyeccién.

= Contar los elementos de un conjunto finito es establecer una biyec-
ci6n del conjunto de un conjunto de la forma {1,2,3,...,n}.

= Las herramientas de medida fisicas utilizan biyecciones entre mag-
nitudes fisicas (por ejemplo entre temperatura y altura de una colum-
na de alcohol para un termémetro).

= Hay 4 aplicaciones del conjunto {1,2} en él mismo. Dos de ellas
son biyecciones, las otras dos no. Ver el cuadro 2.1.

2.2.3 El principio de la biyeccién

Regla 1. (Principio de la biyeccion) Sean A y B dos conjuntos finitos. Si
existe una biyeccion de A en B entonces A y B tienen mismo cardinal.

Ejemplo 2.2.7. Continuacién del ejemplo 2.1.1
Consideramos otra vez los dos problemas:

= Contar las maneras de repartir 12 canicas idénticas entre 5 nifios.
= Contar los nameros de 16 bits con exactamente cuatro “1”.
Mostramos, de manera mds formal, que tienen el mismo nimero de
soluciones. Sea A el conjunto de todas las maneras posibles de repartir
las 12 canicas entre los 5 nifios. Una reparticién esta caracterizada por
los ntimeros de canicas x1, X2, X3, X4, X5 recibidas por cada nifio.

Sea B el conjunto de los niimeros de 16 bits con exactamente cuatro

“_r

1.

Definimos una aplicacion f : A — B de la manera siguiente:

f(x1, x9,x3, %4, X5) es el ntimero que se escribe:

X1 X2 X3 X4 X5

——N N NN NN N
00---0100---0100---0100---0100---0

Por ejemplo: f(2,2,0,5,3) = 0010011000001000.

Vemos que todo ntimero de 16 bits con cuatro 1 es imagen de uno, y
s6lo un elemento (x1, xp, X3, x4, x5) de A: x1 es el numero de ceros que
preceden el primer “1”, xp es el nimero de ceros entre el primero y
el segundo “1”, ...Por lo tanto f es una biyeccién de A en B. Por el
principio de la biyeccién, A y B tienen el mismo niimero de elementos.

O

Ejemplo 2.2.8.

Un objeto se desplaza en el plano, empezando en (0,0). Cada paso es
de longitud 1. Es o bien un paso hacia el norte (vector (0,1)) o bien
un paso hacia el este (vector (1,0)). Sean m y n dos enteros positivos.
¢ Cuédntas maneras posibles tiene el punto de llegar al punto (m,n) ?
Por ejemplo, la parte izquierda de la figura 2.3 representa todas las
soluciones para m = 4,n = 2.

Para contestar, asociamos a cada trayectoria la sucesiéon de pasos (N
para norte o E para este) realizados. Observamos que cuando el objeto

BOoWOM
= A W@ O

Figura 2.2: esta aplicacién es una biyeccién.

x |12 x |12
filx) |12 f(x) | 2 1
x |1 2 x |1 2

fox) | 11 fulx) | 2 2

Cuadro 2.1: Las cuatro aplicaciones f1, fo,
f3, fa de {1,2} en él mismo son las aplica-
ciones representadas por estas tablas. So-
lamente f1 y f> son biyecciones.

Hay una formula general para contar las so-
luciones de los problemas de distribucion
de este tipo, algo como ("™'/""1). Aconse-
jo fuertemente no memorizar esta formula
y, en cambio, aprender este razonamiento.
Una vez que hemos reducido el problema a
un problema de contar cadenas de bits, sa-
bemos que coeficiente binomial utilizar. Es-
tos repartos de m objetos en n grupos se
llaman a veces combinaciones con repeti-
ciones de n elementos tomados de m en m.
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llega al punto (m,n), es que ha hecho exactamente m pasos hacia el
este y n pasos hacia el norte. Sea A el conjunto de todas las trayectorias
que llegan a (m,n) y sea B el conjunto de las palabras hechas con m
“E” y n “N”. Sea f la aplicacién de A en B que a cada trayectoria aso-
cia su sucesion de pasos. Esta aplicaciéon es una biyeccién, ya que para
cada sucesion con m “E” y n “N”, hay una y solamente una trayectoria
llegando a (m, n) con esta sucesion. Por el principio de la biyeccién, A
y B tienen el mismo ntimero de elementos. Es el niamero de elecciones
posibles de las posiciones de los 1 “E” entre las m + n posiciones po-
sibles. Viene dado por el coeficiente binomial (mzn), como lo veremos
mas adelante.

La figura 2.3 representa esta biyeccién en el caso (m,n) = (4,2). ¢

2.2.4 Estrategia: contar sucesiones finitas

La estrategia para contar presentada en este curso es la siguiente:

1. Vamos a desarrollar técnicas para contar un tipo muy especial de
objetos matemadticos: las sucesiones finitas.

2. Cada vez que encontremos un problema de recuento, reducire-
mos el problema a un recuento de sucesiones. Mds precisamente,
buscaremos una biyeccién entre el conjunto a contar y un conjun-
to de sucesiones. Es lo que hemos hecho en los ejemplos 2.1.1 y
2.2.8.

Llamamos sucesiones a las colecciones ordenadas de objetos como
las siguientes:

= (0,0,1,0,1,1,0), un ejemplo de sucesion de bits. A veces lo escri-
bimos simplemente 0010110, y lo llamamos “cadena de bits”.

= (12,15,-3,5,7), un ejemplo de sucesion de ntimeros.

= (C,A,S,C, AR A)y (R,0,M,A) son ejemplos de sucesiones de
caracteres. Las escribimos a veces sin las paréntesis no las comas:
CASCARA, ROMA, y en este caso las llamamos también “cadenas
de caracteres” o “palabras”.

El orden importa: la sucesion (R, O, M, A) es distinta de (A, M, O, R).
Por esto marcamos la sucesion con paréntesis “(...)” en vez de lla-
ves “{...}"". También una sucesién no tiene por que tener términos
distintos.
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Figura 2.3: a la izquierda, los caminos que
van de (0,0) a (4,2) con pasos unidad Nor-
te y Este; y a la derecha las sucesiones de
pasos que les corresponden.

El estudiante que llega en primer curso de
grado tiene, en general, la idea que todo ob-
jeto matematico tiene que definirse por me-
dio de formulas j Es falso ! Muchos objetos
matematicos se describen mejor en caste-
llano, como la aplicacion f del ejemplo 2.2.8.
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Los ejemplos anteriores son ejemplos de sucesiones finitas. Las
sucesiones infinitas existen también, pero no las encontraremos en el
estudio de este tema.

Observése que las sucesiones de longitud 2 son los pares ordenados
mencionados en la definicién 1.2.1. Extendemos esta definicién a més
de dos conjuntos:

Definicion 2.2.3. Dados los conjuntos Ay, Ay, ..., Ay, entonces el con-
junto de todas las sucesiones de longitud n cuyo primer término pertenece a
Ay, segundo término a Ay, ..., n—ésimo término a Ay se llama producto
cartesiano de los conjuntos Ay, Ay, ..., Ay. Se nota A; X Ay X -+ X

An. El producto cartesiano IR" es el &mbito na-
tural de la geometria.

El producto cartesiano de n veces el mismo conjunto A se puede
notar A" envezde A X A X --- X A. Sus elementos son las sucesiones
de longitud n cuyos términos pertenecen todos a A. Les llamamos a
veces palabras de longitud n sobre el alfabeto A. Tienen una interpre- Hay un nombre mas para estos objetos: va-
tacion mads: son también las aplicaciones de {1,2,...,n} en A. Por riaciones con repeticiones.
ejemplo, si A = {c,a,s,7}, entonces “cascara” es un elemento de A7,
y la aplicacién correspondente es la aplicacién f de {1,2,3,4,5,6,7}
en {c,a,s,r} que asocia a los cada namero k la k-ésima letra de “cas-
cara”. O sea, es la aplicacion que cumple f(1) = ¢, f(2) =a, f(3) =5,

f(4) =c f(5) =a f(6) =1y f(7) = a.

Ejemplo 2.2.9.
Las cuatro aplicaciones de {1,2} en él mismo, del cuadro 2.1, se repre-

sentan también como las palabras: “12”, “21”, “11” y “22”". O

2.3 El principio de adicion

Ejemplo 2.3.1.
Entre los enteros del 1 al 100, los que son multiplos de 13 o de 17 son
745 = 12, porque hay 7 mdltiplos de 13 (ya que el cociente en la
divisién de 100 entre 13 es 7), hay 5 multiplos de 17 (ya que el cociente
en la divisién de 100 entre 17 es 5), y no hay ningtin multiplo comdn
de 13y de17.

En cambio, entre los nimeros del 1 al 1000, hay 76 multiplos de 13
y 58 multiplos de 17, pro el nimero de multiplos de 13 o de 17 no
es 76 + 58, ya que existen multiplos comunes de 13 y de 17 que son
contados dos veces en esta suma. O

Este ejemplo ilustra el caso mds simple del principio de adicion: si
dos conjuntos A y B son disjuntos (es decir su interseccién es vacia),
se verifica que

|AUB| = [A] +[B]

Presentamos ahora la forma mds general de este principio. Deci-
mos de conjuntos A1, Ay, ..., Ay que son disjuntos dos a dos (o mu-
tuamente disjuntos) si cada par de estos conjuntos tiene interseccién

vacla: A1NAy =0, A1NA3 =0, ApNA3 =0, ... Obsérvese que “mutuamente disjuntos” no
es equivalente a que la interseccion A N
AN As--- seavacia.



combinatoria 33

Ejemplo 2.3.2.
Los intervalos abiertos I = (0,1), ] = (1,2) y K = (2, 3) son disjuntos
dos a dos porque IN] = @y INK =@y JNK = @ (jf Hay que

comprobar que las tres intersecciones son vacias !).

Los intervalos M = [0,1], N = [1,2] y P = (2, 3) son disjuntos (es decir
MNNNP = Q), pero no son disjuntos dos a dos: MNN = {1}. ¢

Regla 2. (Principio de adicién) Si los conjuntos Ay, Az, ..., Ay son dis- ¢ Y cuando los conjuntos no son disjuntos
dos a dos, no podemos decir nada sobre el
numero de elementos de la unién ? ;No hay
formula ?

|Al UAU---U AH| = |A1| + |A2| +o+ |An| — Si, hay. Es mas complicada pero la pre-

sentaremos en la seccion 2.8.

juntos dos a dos, entonces

Ejemplo 2.3.3.
Entre los enteros del 1 al 100, los que son multiplos de 13, 15, 17 o0 19
son 7+ 6 + 5+ 5 = 33 porque:

= Hay 7 multiplos de 13, hay 6 multiplos de 15, hay 5 mdltiplos de 17
y 5 multiplos de 19.

= No hay multiplo comtin para 13 y 15, ni para 13 y 17, ni para 13 y
19, ni para 15 y 17, ni para 15 y 19, ni para 17 y 19.

2.4 El principio de multiplicacion

2.4.1  El principio de multiplicacion

Ejemplo 2.4.1.
¢ Cuéntas palabras de longitud 4 podemos formar con las letras a, c,
s7?

Solucién: Tenemos 3 posibilidades para cada una de las letras. Obte-
nemos 3 x 3 x3x3=23%=81 palabras posibles. O

Ejemplo 2.4.2.

En una promocioén de 50 estudiantes, se reparten un primer premio, un
segundo premio y un tercer premio. ; Cuales son los repartos posibles
?

Solucién: Hay 50 posibilidades para atribuir el primer premio. Para
atribuir el segundo premio solamente hay 49 posibilidades, ya que
hay que excluir el laureado del primer premio. Y para atribuir el tercer
premio quedan solamente 48 posibilidades. Hay por lo tanto 50 x 49 x
48 repartos posibles. %

Son dos ejemplos de aplicacién del principio de multiplicacién
que enunciamos a continuacion.

Regla 3 (Principio de multiplicacién). Sea S un conjunto de sucesiones
de longitud n tal que haya:

» kq elecciones posibles para el primer término.
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= Para cada eleccién de primer término, ko elecciones posibles para el se-
gundo término.

= Para cada eleccion de los dos primeros términos, k3 elecciones posibles
para el tercer término.

Entonces S tiene k1 - ky - ko - - - k;, elementos.

2.4.2  El cardinal del producto cartesiano, y el niimero de subcon-
juntos de un conjunto

Este principio tiene dos aplicaciones particularmente interesantes,
que detallamos a continuacién.

CUANDO LAS ELECCIONES PARA EL PRIMER TERMINO forman un con-
junto Aj, las elecciones para el segundo término forman un conjun-
to Ay, ...y las elecciones de los diferentes términos son indepen-
dientes entre si. Entonces S es exactamente el producto cartesiano
A1 X Ap X -+ X Ay. Es el caso del ejemplo 2.4.1, con A] = Ay =
Az = Ay = {a,c,s}. Obtenemos que el cardenal del producto carte-
siano es el producto de los cardenales:

|Ap X Ag X - X Ay| = |Aq] - |Az] - - | Ay

UN CASO PARTICULAR es cuando todos los conjuntos A; son iguales a
un mismo conjunto A. Entonces obtenemos:

A% = [A["
Recordar que este conjunto A” tiene las interpretaciones siguientes:

= El conjunto de las palabras de longitud # en el alfabeto A (es decir,
el conjunto de las sucesiones de longitud 7 con términos en A).

» El conjunto de todas las aplicaciones de {1,2,...,n} en A.

Ejemplo 2.4.3.

Pregunta: ; Cudntos subconjuntos tiene {1,2,3,...,10} ?

Solucién: sea S el conjunto de los subconjuntos de {1,2,3,...,10} y
B el conjunto de las sucesiones de 10 bits. Definimos una biyeccién de
S en B de la manera siguiente: a un subconjunto T de {1,2,3,...,10}
asociamos la sucesién aja, - - -ajg donde a; = 1sii € T, sino a; = 0.
Por ejemplo a T = {1,5,7,10} se asocia: 1000101001.

Por el principio de la biyeccién, tenemos |S| = |B|. Ahora B es simple-
mente {0, 1}10. Por lo tanto B = 210 = 1024. En conclusién, el conjunto
{1,2,3,...,10} tiene 1024 subconjuntos. O

Razonando de manera similar para un conjunto con un niimero #
cualquiera de elementos, obtenemos el resultado siguiente:

Teorema 2.4.1. Un conjunto de n elementos tiene exactamente 2" subcon-
juntos.

Los estudiantes en informatica deberian
conocer las primeras potencias de 2:

1
2
4
8
1

32

64
128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536

En particular, es atil saber que 210 & 1000.
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Ejemplo 2.4.4.
¢ Cudntas aplicaciones hay de {1,2,3} en {1,2,3,4,5,6} ?

Solucién: Estas aplicaciones son simplemente las palabras de longitud
3 en el alfabeto {1,2,3,4,5,6}. Por lo tanto hay 6° tales aplicaciones. ¢

Ejemplo 2.4.5.
De manera general, vemos que el niamero de aplicaciones del conjunto
finito X al conjunto finito Y es |Y|IX]. O

2.4.3 El principio de adicion y el principio de multiplicacion juntos

Ejemplo 2.4.6.
En este ejemplo se aplica tanto el principio de adicién como el princi-
pio de multiplicacién.

En cierto sistema informatico, una contrasefia vélida tiene entre 6 y 8
caracteres validos. El primero tiene que ser un caracter alfabético, los
siguientes son alfabéticos o numéricos. Hay 52 caracteres alfabéticos
autorizados. Son:

A=A{ab,c,...,z,ABC,...,Z}
y 10 caracteres numéricos autorizados:

N=1{0,12,...,9}

Pregunta: ; Cudntas contrasefias vélidas hay ?

Solucién: Sea k el nimero de contrasefias validas, es el nimero que
buscamos. Sea S = A U N. El conjunto de las contrasefias validas es:

(Ax S U(AxS)U(AxS)

Las contrasefias en A x S° son las de 6 caracteres (como por ejemplo
“Z34pp1”; “Z” estd en Ay “34pp1” estd en S°), las contraseas en
A x S° tienen longitud 7 y las contrasefias en A x S” tienen longitud
8. Como estos tres conjuntos son disjuntos dos a dos, podemos aplicar
el principio de adicién;

k=|AxS%4+|AxS®|+]|AxS
Luego aplicando la regla de multiplicacién obtenemos:
k=|A]-[S°[+]A] - [S°] +]4] - |7]

Aplicando el principio de adicién para S = AUN (ya que Ay N son
disjuntos), obtenemos |S| = |A| + |N| = 52 + 10 = 62. Finalmente:

k=52-62°+52-62°+52-627 = 1,8-10'* contrasefias posibles.
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2.4.4 Palabras sin repeticion y permutaciones

Aplicamos ahora la regla de multiplicacién para contar las pala-
bras sin repeticién, como abc, abd, cba, ... pero no aba (repeticion de
a).

¢ Cuéntas son las palabras sin repeticién de longitud #n sobre un
alfabeto de k elementos ? Tenemos:

= k elecciones posibles para la primera letra,

= Para cada eleccién posible de primera letra, k — 1 elecciones posi-
bles para la segunda letra.

» Para cada eleccién de las dos primeras letras, k — 2 elecciones po-
sibles de tercera letra.

Por lo tanto:

Teorema 2.4.2. El niimero de palabras de longitud n, sin repeticion de
letras, sobre un alfabeto de k elementos es:

k(k—1)(k—2) - (k—n+1)

Obsérvese que es un producto de n términos.

Ejemplo 2.4.7.

(Cuantos ntimeros de 3 cifras existen sin cifras repetidas ? Respuesta:
10 x 9 x 8 = 720, puesto que hay 10 posibles elecciones para el primer
digito, 9 para el segundo y 8 para el tercero. O

UNA CASO PARTICULAR DEL RECUENTO ANTERIOR es él de las palabras
de longitud #n sin repeticién sobre un alfabeto de n elementos (mismo
n). Estas palabras se llaman permutaciones del alfabeto.

Ejemplo 2.4.8.
(Cuéntos ntimeros de tres cifras distintas se pueden escribir con los
digitos 1, 3, 5? Respuesta: son las 6 permutaciones de {1, 3,5}, a saber:

135, 153, 315,
351, 513, 531

O

Como caso particular de la formula para contar las palabras sin re-
peticién de longitud n sobre un alfabeto dado, vemos que el ntiimero
de permutaciones de un conjunto de #n elementos es:

nn—1)(n-2)---2-1

Es el producto de los n primeros enteros no—negativos (el factorial de
n, notada n!). Lo enunciamos como teorema.

Las palabras sin repeticién se llaman a ve-
ces variaciones sin repeticion.

“Sobre un alfabeto de k elementos” signifi-
ca que tenemos a nuestra disposicion este
numero de letras. Por ejemplo, las cadenas
de bits son las palabras sobre el alfabeto

(0,1}.



Teorema 2.4.3. El niimero de permutaciones de un conjunto de n elementos
es nl.

Ejemplo 2.4.9.

¢ Cuéntas son las permutaciones (=anagramas) de la palabra CON-
TAR ? Ya que CONTAR no tiene letra repetida, son las 6! permutacio-
nes del conjunto {C,O,N, T, A,R}. Se llaman también permutaciones
del conjunto {C,O,N, T, A,R}. O

Hemos visto que las palabras de longitud n sobre A se identifi-
can con las aplicaciones de {1,2,...,n} en A. Bajo esta identifica-
cién, las permutaciones de A se corresponden con las biyecciones de
{1,2,...,n} en A.

2.5 El principio de division

2.5.1  El principio de division

Ejemplo 2.5.1.

Queremos montar una red local de 8 ordenadores en anillo doble, es
decir como en la figura 2.4. Los ordenadores, con niimeros de 1 hasta 8,
tienen caracteristicas diferentes. ; Cudntas redes diferentes se pueden
montar ? Consideramos dos redes como idénticas si tienen la misma
topologia (es decir: si cada ordenador tiene los mismos vecinos en las
dos redes). La topologia de una red es importante porque determina
que ordenadores se comunican mds rdpidamente entre si, y el com-
portamiento de la red en caso de ruptura de cables.

Intentando reducir el problema a un problema de conteo de sucesio-
nes, podemos introducir la aplicacién f que a una permutacién de
{1,2,...,8} asocia la configuracién donde el ordenador etiquetado con
el primer ntimero de la permutacion esta en la posicion maés alta del
anillo, el ordenador etiquetado con el segundo ntimero inmediatamen-
te a su derecha ... (por ejemplo la configuracién de la figura 2.4viene
de la permutacién 13276845) pero, por cierto, no es una biyeccion (la
configuracién de la figura 2.4 es la misma que la configuracién obteni-
da de la permutacién 23768451 por ejemplo) ... O

Vamos a introducir una regla mds, para refinar el principio de
biyeccién y resolver problemas como el anterior.

Definicion 2.5.1. Una aplicacion f : A — B es de grado combinatorio k
si todo elemento del conjunto de llegada B tiene exactamente k antecedentes.

OBSERVESE que las aplicaciones de grado combinatorio 1 son exacta-
mente las aplicaciones biyectivas.

Regla 4 (Principio de divisién). Si f : A — B es de grado combinatorio
k entonces |A| = k - |B].
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Importante: el factorial de 0 se define como:
0! = 1. Es consistente con el Teorema.

Los primeros factoriales:

AN = =

24

120

720

5040

40320

362880

3628800

39916800

479001600
6227020800
87178291200
1307674368000
20922789888000
355687428096000
6402373705728000
121645100408832000
2432902008176640000

Figura 2.4: Ejemplo 2.5.1.
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Ejemplo 2.5.2.
Seguimos con el ejemplo 2.5.1.

Contamos las permutaciones de {1,2,...,8} que dan lugar a la mis-
ma topologia de la red. Son todas las sucesiones de ordenadores que
encontramos recorriendo el anillo de una manera u otra. Para una to-
pologia de red dada podemos:

» Elegir arbitrariamente un “primer” ordenador en el anillo (8 posi-
bilidades).

= Para cada primer ordenador, podemos elegir uno o el otro sentido
para recorrer el anillo (2 posibilidades).

Por el principio de multiplicacién, hay 16 permutaciones que corres-
ponden a una topologia de red dada.

Aplicando ahora el principio de divisién, con el conjunto de las per-
mutaciones de {1,2,...,8} para A, el conjunto de las topologias de
red para B, y la aplicacién f definida en el ejemplo 2.5.1, vemos que
|B| = |A|/16 = 8!/16 = 2520. ¢

2.5.2  Elrecuento de los subconjuntos de k elementos de un conjunto
de n elementos

Ejemplo 2.5.3.
¢ Cuédntas manos de poker se pueden obtener de un juego de 52 car-
tas ?

Un mano de poker es cualquier conjunto de 5 cartas. Para contarlas,
consideramos en primer lugar las sucesiones de 5 cartas, que sabemos
contar: son 52 x 51 x 50 x 49 x 48 por el principio de multiplicacién.
Sea S el conjunto de todas las sucesiones (con orden) de 5 cartas ex-
traidas del juego de 52 cartas, y C el conjunto de todos los conjuntos
(sin orden) de 5 cartas extraidos del juego. Sea f la aplicacién de S en
C que olvida el orden. Por ejemplo,

f((5&%,19,K$,Q0,10¢)) =
f((10,5&, K, Q0,100)) = ... =
{5&,10, K, Q0,104

Dado un conjunto de 5 cartas, ; Cudntos antecedentes tiene por f ?
Respuesta: son todas las permutaciones del conjunto, son 5!. Por lo
tanto f es de grado combinatorio 5!. Por el principio de divisién, el
cardinal de C es:

[S| 52 x51 x50 x49 x 48

ICl="5 51

2~ 2,6 milliones

O

Lo que hemos hecho en este ejemplo es contar todos los subcon-
juntos de 5 elementos de un conjunto de 52 elementos.

Los subconjuntos de k elementos de un conjunto dado A se lla-
man a veces combinaciones de elementos de A tomados de k en k. Los
nimeros de combinaciones de n elementos tomados de k en k son
omnipresentes en matemaética, al punto de tener un nombre: coefi-
cientes binomiales, y un simbolo especial: (}).

Aplicando el principio de divisién como en el ejemplo 2.5.3, obte-
nemos las formulas siguiente para los coeficientes binomiales.

En () ponemos el grande nimero n arriba,
el pequeno k abajo.



Teorema 2.5.2. Los coeficientes binomiales (}) verifican la formula:

(n) nn=1)(n-2)---(n—k+2)(n—k+1)
k k!

OBSERVESE que el numerador se puede escribir:

n(n_l)(n_z)...(n—k+2)(ﬂ—k+1):m

Por lo tanto, el coeficiente binomial cumple también:

<Z> B ld(nnik)' (2.1)

Ejemplo 2.5.4.
Calculemos (150). Tenemos:

10 _10><9><8><7x6
5]  5x4x3x2x1

Podemos simplificar eliminando factores comunes del numerador y
del denominador:

10 10x9x8Xx7x6
(5)2 5x4x3x2x1

(2x5)x (3x3)x (2x4)x7x6

S5x4x3x2x1

C(ZxB) x(Fx3)x(2x4)x7x6
B BxAxFxIx1
=3x2x7x6
=252

O

Desarrollaremos el estudio de los coeficientes binomiales més en

detalle en la seccién 2.6.

2.5.3 Permutaciones de palabras con letras repetidas (anagramas)

Consideramos otra aplicacién del principio de division.

Ejemplo 2.5.5. (El truco de poner ntimeros a las letras)

¢ Cuantos anagramas tiene la palabras “SOSOS” ? ; Y “CASCA-
RA”?

Las mismas preguntas se formulan también ast:

¢ Cudntas palabras sobre el alfabeto {S, O} tienen 2 ocurrencias
deOytresdeS?

¢ Cuantas palabras sobre el alfabeto {C, A, S, R} tienen 2 ocu-
rrencias de C, 3 ocurrencias de A, 1 ocurrencia de S y una ocu-
rrencia de R ?
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Ya sabemos contar los anagramas de SOSOS (;Por que ?) ; Como con-
tar los anagramas de CASCARA ? Aplicamos el principio de divi-
sién. Sea B el conjunto de los anagramas de CASCARA, es el conjun-
to cuyo cardinal queremos determinar. Introducimos ahora un nue-
vo alfabeto X, que consiste de copias distintas de sus letras: X =
{C1,4A1,5,Cp, A3, R, A3}. Sea B el conjunto de todas las permutacio-
nes de X. Sea f : A — B la aplicacién que “olvida los indices”. Por
ejemplo:
f(A1C1RSA3CyAy) = ACRSACA

Entonces f tiene grado combinatorio:
3 x 2 x 1! x 1!

En efecto, dos permutaciones de X tienen la misma imagen si y sélo si
se obtienen cada una de la otra permutando las letras A, Ay, A3 entre
ellas y las letras C; y C; entre ellas (y necesariamente guardando la R
y la S fijas)

Por el principio de divisién:

_ 1A
Bl = 3pnm

Pero |A| = 7! (permutaciones de un conjunto de 7 elementos). Por lo

tanto:
71

Bl = 350y = 420

O

El razonamiento se generaliza, proporcionando el resultado si-
guiente:

Teorema 2.5.3. El niimero de palabras formadas con exactamente ki ocu-
rrencias de un elemento, ko ocurrencias de otro elemento, . .., k, ocurrencias
de un elemento distinto de todos los anteriores es:

n!
kilko!- - - k!

donde n = ki + ko + - - - + k; (obsérvese que es la longitud de la palabra).

2.6 Coeficientes binomiales

El coeficiente binomial (') cuenta los subconjuntos de k elementos
de un conjunto de #n elementos. Damos a continuacién unas propie-
dades ttiles e interesantes de estos ntimeros.

2.6.1  Una simétria de los coeficientes binomiales

Proposicién 2.6.1. Dados dos enteros no—negativos n y k se tiene:

(5= e

Damos dos demostraciones de este resultado.
Demostracién. Hemos establecido en (2.1)que:

Los conjuntos de k elementos de un conjun-
to de n elementos se llaman a veces com-
binaciones (sin repeticién) de n elementos
tomados de k en k.



Sustituyendo k por n — k (y, en consecuencia, n — k por n — (n — k),
que vale k) en esta formula obtenemos:

(") = o

Esto es igual a (). O
La segunda demostracion es una demostracion biyectiva de la iden-
tidad (2.2): consiste en hallar para cada uno de los dos miembros
de (2.2) un conjunto que tiene este niimero de elementos, y luego
establecer que estos dos conjuntos estdn en biyeccion.
Demostracién. Sean X (respectivamente Y) el conjunto de los
subconjuntos de cardinal k (resp. n — k) de {1,2,3,...,n}. Entonces
1 X| = (}) e Y] = (,"})- Para todo subconjunto A de {1,2,3,...,n}
a k elementos, notamos f(A) para A (el complementario de A). En-
tonces f es una biyeccion de X en Y. Por lo tanto, |X| = |Y|. Esto
establece la identidad (2.2). (]

2.6.2  El tridngulo de Pascal

Proposicién 2.6.2. Para todos enteros n y k con n > 0y k > 1 se tiene:

n+1 n n
()= () (5) @
Demostracién. Definimos los conjuntos siguientes:

= X el conjunto de todos los subconjuntos de {1,2,...,n+1}.

= A el conjunto de todos los subconjuntos de {1,2,...,n+ 1} que
contienen n + 1.

» B el conjunto de todos los subconjuntos de {1,2,...,n+ 1} que
no contienen 7 + 1. O simplemente, B es el conjunto de todos los
subconjuntos de {1,2,...,n}.

Observamos que X = AU B, y que esta unién es disjunta. Por lo
tanto (por el principio de adicién), |X| = |A| + |B|. Tenemos |X| =
("tY y |B| = (}). Para determinar |A|, consideramos el conjunto
C de todos los subconjuntos de {1,2,3,...,n} con k — 1 elementos.
La aplicaciéon f : C — A definida por f(S) = SU{n+ 1} es una
biyeccién. Por lo tanto |C| = |A]. Pero |C| = (" ). Obtenemos asi la
formula anunciada. U

Calculemos los primeros coeficientes binomiales y los colocamos
en la tabla 2.2, llamada tridngulo de Pascal.

OBSERVACION: Para n = 0 o n = k se tiene siempre (;) = 1. Para
k =1 se tiene (}) = n.
Los coeficientes binomiales involucrados en la formula (2.3) estan
en la configuracién siguiente:
G2 ()
n+1

La formula (2.3) se interpreta de la manera siguiente con respecto a
esta tabla:
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1.5e5 -
le5

5e4 -

5 10 15
Figura 2.5: los coeficientes binomiales (Zko).
Obsérvese que la sucesion crece y luego
decrece. Se dice que esta sucesion es uni-
modal, y es una propiedad frecuente e in-
teresante de las sucesiones producidas por
recuentos. También se aprecia la simétria de
la sucesion, ver (2.2).

20
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| [k=0]k=1]k=2][k=3][k=4]k=5]

n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=23 1 3 1

n==4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1

En la tabla anterior, cada coeficiente binomial es la suma del coeficiente que
esta en su norte y del que esta en su noroeste.

Nos permite por lo tanto calcular los coeficientes binomiales sucesi-
vamente.

Obsérvese sin embargo que esta tabla esta a menudo representada
con otras orientaciones, ver cuadro 2.3

2.6.3 La formula del binomio de Newton

LAS FILAS DE LAS TABLAS ANTERIORES suenan familiares ...

(x+y)? = 2% +2 xy +1?
(x+y)P = +32y+3x/2+1°
(x+y)t =2t +43y+6 2y +4 3y’ +

Proposiciéon 2.6.3 (Teorema del binomio de Newton). E! coeficiente
binomial (}}) es el coeficiente de xky"=K en el desarrollo de (x + y)".

Demostracién. Desarrollamos (x + y)" pero prohibiendo cambiar el
orden de los x y de los y, es decir sin derecho a la regla de conmutacion.
Por ejemplo, para n = 2 obtenemos:

(x4+y)? = (x+y) (x+y) = x- (x+y)+y- (x+y) = xx+xYy+Yyx + VY.

Como no tenemos derecho a la regla de conmutacién, guardamos xy
e yx separados. Igualmente para n = 3 obtenemos:

(x +y)° = xxx + XXy + XY+ YXX + XYY + YXY + Yyx +yyy

Obtenemos todas las palabras de longitud 3 en la letras x e y. De
manera general, desarrollando el producto obtenemos una suma de
términos. Cada término corresponde a una eleccion entre x e y para
cada uno de los n factores (x + y): en k-ésima posiciéon del término
obtenemos la letra x o y elegida en el k-ésimo factor (x + y). Por lo
tanto, lo que obtenemos son exactamente todas las palabras de lon-
gitud 7 en las letras x e y. Simplificamos ahora la suma, por medio
de la regla de conmutacién. Esta simplificacion consiste en asociar a
cada palabra el monomio x*y" =¥ con el mismo ntimero de x y de y.

Cuadro 2.2: el triangulo de Pascal

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 1 1 1 1 1
1 2 3 5 6
1 3 6 10
1 4 10
1 5
1

Cuadro 2.3: El triangulo de Pascal, con va-
rias orientaciones.

+ ' DE ARTR CONJECTANDI. ‘8

folo ordine fitlive mutato, dicentur quari omnes permutatio=
nes rerum illacum. !

Res autem permutandz vel omnes poflont effe diverfe,
vel aliquot earum ezdem; qua quidem per totidem Alpha-
:c:i literas, five diverfas five ealdem, commodé defigna-

untur.

1. Si res ommes permutande fumt diverfa :

CUM numerus permutationum in rebus pluribus iniri ne-
queat, nifi idem prids in omnibus aliis numero paucio-

.xibus compertus habeatur, liquet in kidc inquifitione utendum

vid fyntheticd, hoc eft, ordiendum nobis effe ab hypothefibus
omnium primis & fimpliciffimis :

Uxfntius rei, vel literz, 4, una tantdhm fumptio vel pofi-
tio eft.

Duarum rerum, aut literarum, 2 & &, vel g precedit &
& fequitur, vel precedente & fequitur 4 ; unde duo ipfarum -
fiunt ordines a b & 5 a.

Tres, porrd, litere a, 4, ¢, ita collocari poffunt, ut pri-
mus locus vel ipfi a vel 4 vel ¢ concedatur : fi @ primum te-
net locum, reliqua duz duobus, ut diximus, meodis difponi
queunt : fi 4 in primum locum transferatur, reliquarum dua-
rum duplex itidem poterit_effe pofitio; quod & intelligen=
dum, ubi tertia ¢ primam fedem occupaverit. Unde trium
literarum in univerfum ter duz, feu 6, exiftunt permutatio=
nesabe,ach: bac, bea: cabd, cha.

Similiter, fi 4 extent literz 4, #, ¢, d, earum unaquzque
primum obtinere locum poteft, intered dum tres reliquz, ut
nunc oftenfum, ter bis, feu fexiés, ordinem variabunt :
quare clim earum, quae primo loco poni poffunt, fint qua-

. tuor, fequitur omnes quatuor quater ter bis, feu quater fexies,

hoc eft, vicies quater fitcum inter fe permutare poffe.

Ob eandem rajionem accedente 4t4 literd ¢ inftitui poffunt
quinquics tot variationes, quot in cafu precedenti, hoc eft,
quinquies 24, feu 120. Et generalitér, datis quotcunque
literis, numerus permutationum, quas fubire poffunt omnes,
totiés excedit numerum permutationum, quas recipiunt litere
uni pauciores, quot funt unitates in dato literarum numero.
Unde fponte manat {equens

B2 Regula



Para cada k, el monomio x¥y" ¥ tiene exactamente (}) antecedentes
(todas las palabras con exactamente k “x”). Por lo tanto este mono-
mio aparece en la suma simplificada con el coeficiente (}). O

Una forma quizas mas simple del teorema del binomio de Newton
es la siguiente:

El coeficiente binomial (}) es el coeficiente de x* en el desarrollo de (1 + x)".

Se obtiene de la versién anterior sustituyendo y por 1.

Se puede utilizar esta propiedad como definicion de los coeficientes
binomiales. En este caso, tiene sentido considerar (}) con k negativo
(vale 0).

2.7 El principio del palomar

2.7.1  Principio de comparacion. Aplicaciones inyectivas y aplicacio-
nes sobreyectivas

La condicién que define “funcién biyectiva” (todo elemento de B
es imagen de uno, y sélo un, elemento de A) puede partirse en dos
(“uno por lo menos” de un lado, “no mas de un” por el otro lado),
dando lugar a dos tipos de aplicaciones las aplicaciones inyectivas y
las aplicaciones sobreyectivas.

Definicion 2.7.1. Sea f una funcién de A en B.

= Decimos que f es inyectiva cuando cada elemento del conjunto de llegada
B es imagen de, a 1o mds, un elemento del conjunto de partida A.

» Decimos que f es sobreyectiva cuando cada elemento del conjunto de
llegada B es imagen de al menos un elemento del conjunto de partida A.

Obsérvese que una aplicacion es biyectiva si y sélo si es inyectiva
y sobreyectiva a la vez.

PARA ENTENDER LAS NOCIONES DE “APLICACION INYECTIVA” Y “APLI-
CACION SOBREYECTIVA”, puede ser ttil enunciar lo que es para una
aplicacién f : A — B no ser inyectiva o 1o ser sobreyectiva:

= La aplicaciéon f no es inyectiva si y solo si existen dos elementos
del conjunto de partida A que tienen la misma imagen: f(a) =

f(a') cona #d.

= La aplicaciéon f no es sobreyectiva si y sélo si existe un elemento
del conjunto de llegada B que no sea la imagen de ningtin elemen-
to del conjunto de partida A.

Ejemplo 2.7.1.

Hemos visto (pardgrafo 2.2.4) que las aplicaciones con conjunto de par-
tida {1,2,...,n} se identifican con las palabras de longitud n. Vemos
que en esta identificacién, las aplicaciones inyectivas corresponden a
las palabras sin repeticién. O
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Ejemplo 2.7.2. X
Los diagramas de la figura 2.6 proporcionan ejemplos respectivamente
de:

= aplicacién ni inyectiva (d tiene dos antecedentes), ni sobreyectiva (b
no tiene antecedente).
= aplicacién inyectiva pero no sobreyectiva (C no tiene antecedente).

= aplicacién sobreyectiva pero no inyectiva (C tiene dos anteceden-
tes):

= aplicacién a la vez inyectiva y sobreyectiva, es decir: biyectiva.

Regla 5 (Principio de comparacién). Sea f una aplicacién de A en B.

<
" S T - I w I [

» Si f es inyectiva entonces |A| < |B].

» Si f es sobreyectiva entonces |A| > |B|.

2.7.2  El principio del palomar

Ejemplo 2.7.3.

Si 100 palomas vuelan hacia los 99 nichos de un palomar, entonces por

lo menos en uno de los nichos habrd dos o mas palomas.

O

No hace falta seguir la clase de IMD para saber esto ... pero si la

Ejemplo 2.7.4.

Considérese los 60 niimeros de 15 cifras siguientes:

887964719632934
558079829715801
287229227755456
185696359139546
704043291794585
129996517563239
918930703766236
203255531597317
196140160830560
117050842616421
471598056079794
895397921831942
793443436342175
812999090787980
809176361839847

853595052833373
307576632323256
614322636818484
574393100402120
164943283221929
241354310206714
933789763806865
965760785214437
598577947802257
737669914029536
701491105472926
748605058193416
627143070588176
815653706272151
279183905034511

353509619982551
959631796100512
477470770159150
358758104182863
932251176700079
107264753201775
262826621816025
247116472139512
800411246266011
740543467620656
921393733200788
372197002112284
191487778595898
807868444440746
580827257466009

misma idea se aplica al problema siguiente, ; Suena mas interesante ?

830081730551540
280379210953414
964060126349588
843847375041982
842476365687260
430048151603065
764046725256856
155568031850258
246457748356885
271869513523706
668448572075951
926502765039260
172981291280290
959818069149332
237622287732636

Afirmamos que existen dos subconjuntos de este conjunto de niimeros,

disjuntos y con la misma suma ...

O

La idea del ejemplo 2.7.3 se formaliza de la manera siguiente:

Figura 2.6: ejemplos de aplicaciones: arriba:
ni inyectiva, ni sobreyectiva; luego: inyecti-
va pero no sobreyectiva; luego: sobreyectiva
pero no inyectiva; y abajo: biyectiva.



Regla 6 (Principio del palomar). Si |A| > |B| entonces ninguna funcion
f + A — B es inyectiva. Es decir, para toda aplicacion f : A — B, existen
dos elementos distintos del conjunto de partida A con la misma imagen por

f.

Obsérvese que esta regla no es otra cosa que el contrarreciproco
del principio de comparacién para funciones inyectivas (paragrafo
anterior).

Ejemplo 2.7.5.

Demostramos ahora la afirmacién hecha en el ejemplo 2.7.4. Las palo-
mas seran los conjuntos de ntiimeros de la lista, los nichos serdn sus
sumas.

Cada numero de la lista es inferior a 10'%, y hay 60 nimeros en la
lista. Por lo tanto, la suma de todos les elementos de la lista es in-
ferior a 60 x 1015. Este ntimero es también, claro, una cota superior
para la suma de los elementos de cualquier subconjunto del conjunto
de los nimeros de la lista. Consideremos la aplicacion f que a cada
uno de estos subconjuntos asocia la suma de sus elementos. Toma sus
valores en {1,2,...,60 x 10!°}. Tenemos 2% > 60 x 10'® (en efecto,
210 = 1024 > 1000, por lo tanto 20 = (219)¢ > (10%)® = 1018, y,
por otra parte, 10" > 60 x 10'%). Por el principio del palomar, existen
dos subconjuntos A y B del conjunto de los 60 ntiimeros con la misma
suma. Los conjuntos A y B no son necesariamente disjuntos. Pero los
conjuntos A\ By B\ Alo son, y también tienen la misma suma. ¢

2.7.3  El principio del palomar, generalizado

El principio del palomar admite (entre otras) la siguiente genera-
lizacién:

Regla 7 (Principio del palomar generalizado). Si |A| > k|B| entonces
para toda aplicacién f : A — B, existen k + 1 elementos de A que tienen la
misma imagen por f.

Ejemplo 2.7.6.

En Sevilla capital hay poco mas de 700 0oo personas, y ciertamente
mas de 600 0oo personas que no son calvas. Entre ellas, hay por lo
menos cuatro personas que tienen exactamente el mismo ntdmero de
cabellos. En efecto, nadie tiene mds de 200 0oo pelos. Sea A el conjunto
de los sevillanos no calvos y B = {1,2,...,200 000}. Tenemos |A| >
600 000 > 3-|B|. Sea f : A — B la aplicacién que a cada sevillano
no calvo asocia su nimero de pelos. Se aplica el principio del palomar
generalizado. %

2.8 El principio de inclusién y exclusion

En el paragrafo 2.3 hemos contado los elementos de la unién de
conjuntos, cuando son disjuntos dos a dos. Aqui examinamos el caso
general, quitando la restriccién “disjuntos dos a dos”.
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Ejemplo 2.8.1. Continuacién del ejemplo 2.3.1

Queremos contar lo enteros del 1 al 1000 que son mdltiplos de 13 o
de 17. Hay 76 multiplos de 13 y 58 mltiplos de 17 en este intervalo.
Pero en la suma 76 + 58 no contamos bien los multiplos de 13 o de 17,
ya que contamos dos veces sus multiplos comunes. Tenemos que restar
una vez los multiplos comunes de 13 y de 17 para obtener la cuenta
correcta:

76 + 58 — niimero de multiplos comunes de 13 y de 17 entre 1 y 1000.

Veremos en la parte “aritmética” (Tema 4) que los multiplos comunes
de 13 y 17 son exactamente los multiplos de 13 x 17, que vale 221. Hay
4 multiplos de 221 entre 1 y 1000. Por lo tanto el ntiimero de multiplos
de 13 0 17 entre 1 y 1000 es 76 + 58 — 4 = 130. O

Enunciamos el resultado general:
Sean A y B dos conjuntos. Entonces:

|AUB| = |A| +|B| — |ANB]

Demostracién. Basta con descomponer A U B como unién de sub-
conjuntos disjuntos dos a dos y luego aplicar el principio de la suma.
Tenemos:

AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANB)
y los conjuntos a la derecha son disjuntos dos a dos. Por lo tanto:
|[AUB|=|A\(ANB)|+|B\ (ANB)|+|ANB]

Tenemos también: A = (ANB)U(A\ (ANB)) con los conjuntos
de la derecha disjuntos. Otra vez por el principio de adicién: |A| =
|ANB|+|A\ (AN B)|. Por lo tanto: |A\ (AN B)| = |A| — |ANB|.
Similarmente, |B\ (AN B)| = |B| — |A N B|. Obtenemos asi:

|AUB| = |A|—|ANB|+|B|—|ANB|+|ANB| = |A|+|B|—|ANB|

O
En el caso de tres conjuntos hay una formula similar.

Sean A, By C tres conjuntos. Entonces:

|[AUBUC| = |A| + |B| +|C|
—|ANB|-|ANC| - |BNC]
+]|ANBNC|

Ejemplo 2.8.2. (El truco de reunir letras.)

¢ Cudntas permutaciones del conjunto {0,1,2,...,9} contienen, conse-
cutivamente y en este orden: “4” y luego “2”, o0 “0” y luego “4”, 0 “6”
y luego “0” ?

Por ejemplo, 9516243870 no conviene, pero 9516042387 si.

Solucién: Sea Py, el conjunto de las permutaciones que contienen "42".
Sea Py, el conjunto de las permutaciones que contienen "04", y Py el
conjunto de las permutaciones que contienen “60”. Estamos buscando
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|Pap U Pyg U Pyo|. Aplicamos la formula de inclusién y exclusién ante-
rior:
|Pgp U Pog U Po| = |Pya| + [Pos| + | Peo
— | Py N Pog| — [Pg2 N Pgg| — [Pos N P
+ |Pgy N Poa N Peo

Contamos en primer lugar los elementos de Py, de la manera siguien-
te: en todas las permutaciones que contienen "42"podemos agrupar el
4y el 2 en un nuevo simbolo . Esto define una biyeccion f de Py

en el conjunto de todas las permutaciones de {0, 1, 3,5, 6,7,8,9}.
Por ejemplo:

£((9,5,1,6,0,4,2,3,8,7)) = (9,5, 1,6,0,,3,8, 7)

Por lo tanto, Py, tiene 9! elementos.

Se procede similarmente con los otros 6 conjuntos: Pg N Pyy esta en
biyeccion con las permutaciones de { 1,3,5,6,7,8,9}, Py N Py

esta en biyeccion con las permutaciones de {1,3,, 5, , 7,8,9},

Finalmente:

|P42UP04UP60| =9/4+9!149!
— 8! —8! - 8!
+ 7!

O

Enunciamos finalmente la formula en su versién mas general.

Regla 8 (Principio de inclusién y exclusién). Sean Aj, Ay, ..., Ay
conjuntos. Entonces:

|A1UA2U"'UA”‘ =
la suma de los cardinales de los conjuntos
— la suma de los cardinales de las intersecciones dos por dos
+ la suma de los cardinales de las intersecciones tres por tres
— la suma de los cardinales de las intersecciones cuatro por cuatro
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Recursion

3.1 Introduccion

Ejemplo 3.1.1.

Aqui esta un problema de combinatoria que las técnicas del Tema an-
terior no resuelven directamente: ; Cuédntas son las cadenas de n bits
sin ningtin "00"(es decir sin ningtn par de “0” consecutivos) ? Nota-
mos a, este numero. por lo tanto a9 = 1 (para la cadena de longitud
0), y enumerando explicitamente las cadenas de n bits que cumplen
la condicién (ver cuadro 3.1) a1 = 2,4y = 3,a3 = 5,a4 = 8 ...; Po-
demos obtener los valores de 4, mas eficientemente ? ; Hay alguna
formula general ? ; Podemos dar una buena aproximacién de a, para
n grande ?

Para contestar observamos que si n > 2, cualquiera cadena de n bits
sin ningtn "00¢umple una, y solamente una de las dos condiciones
siguientes;

= 0 bien termina por 0. En este caso el pentltimo bit tiene que ser 1,
y los bits anteriores pueden formar cualquiera cadena de longitud
n — 2 sin "00".

= 0 bien termina por . En este caso, los bits anteriores pueden
formar cualquiera cadena de longitud n — 1 sin "00".

“u_r
1

Cémo hay a,_1 cadenas de bits del primer tipo y a,_» cadenas de bits
del segundo tipo, obtenemos la relacién:

ap = ay_1+az—2 para cualquier n > 2

Esta relacién es una relacion de recurrencia para la sucesién ag, a1, a; .. .:
es una relacién que expresa los términos de la sucesién en funcién de
los términos con indices mds pequefios. Gracias a esta relacién, y los
dos valores iniciales a9 = 1 y a; = 1, podemos calcular eficientemente
tantos valores 4, cémo queremos.

En este tema, estudiaremos cémo hallar una formula explicita para las
sucesiones que cumplen ciertas relaciones de recurrencia. Obtendre-
mos, por ejemplo, que la sucesiéon de los ntimeros a, cumple:

1
4y = — (ﬂwl _ rg+1)

V5

donde r1 y 73 son las dos soluciones de la ecuacién x? = x+1. Mas
explicitamente, r| = % y 1y = 177\@ (o vice versa), y por lo tanto:

- 1 1+\/§ n+1 1_\/5 n+1
M=\ T2 L2

n valorde a,,  cadenas de n bits
sin ningun “00”
n=1 m =2 0
1
01
n=2 a =3 10
11
010
011
n=3 a3 =5 101
110
111
0101
0110
0111
1010
n=4 a=8 1011
1101
1110
1111
a, =?

Cuadro 3.1: Cadenas de n bits sin ningln

00.
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Es satisfactorio obtener una tal expresion explicita. Obsérvese, sin em- nan r{1/V5  error relativo
bargo, que es de poca utilidad para calcular los un término particular 0 1 0,72 27 %
a,. Intente, por ejemplo, calcular a1y con esta formula. Es mucho més ; ; }51;; 51?:/;’

. .1 .z . / 7 o
simple utilizar la relacién de recurrencia. 3 3 307 229%
Sin embargo la formula no es inutil: observamos que |r1| > 1y |r2] < 4 5 4,96 0,81%
1. Por lo tanto 7! tiene limite infinito y 75! tiene limite 0 para n — 5 8 8,02 0,31%
0. Por lo tanto, estamos asegurados que r{‘”/ /5 daré una buena g 5’ g’gf (?&f;;
aproximacién de a, para n grande (ver cuadro 3.2). Para n = 10 el 8 34 33:99 0:0170/2
error ya es mds pequefio que 0,01 %. % 9 55 5500 0,0066 %

10 89 89,00 0,0025 %

Mis generalmente, una definicion de una sucesién de objetos f(0), Guadro 3.2: Error relativo cometido al apro-

f(1), f(2) ...es recursiva cuando la definicién de cada objeto (excepto ximar a,, por 1} /+/5
los primeros) involucra los objetos anteriores.

Ejemplo 3.1.2. En matematicas.

En matematicas, la funcién factorial es la aplicaciéon del conjunto de
los enteros naturales en él mismo que asocia a # el producto de los
n primeros enteros positivos. Una definicién alternativa (pero equi-
valente) es la siguiente: es la funcién f del conjunto de los enteros
naturales en él mismo que cumple: f(0) = 1y, para cualquier n > 0,
f(n) = nx f(n—1). Vemos que la definicién de f(n) (para n # 0)
involucra f(n — 1). Esta definicién del factorial es recursiva. O

Ejemplo 3.1.3. En programacién.
Para calcular n! podemos utilizar el algoritmo siguiente:

Factoriall(n):
p1
Para i desde 1 hasta n:
pepri

Devolver p como resultado.

Otro algoritmo realizando el mismo trabajo es:

Factoriall(n):
Si n=0:
Devolver 1 cémo resultado.
Sino:
Devolver n x FactorialRecursivo(n —1) cémo resultado.

El segundo algoritmo es recursivo, el primero no lo es. ¢

Ejemplo 3.1.4.
En el ejemplo 3.1.1 tenemos una definicién recursiva de la sucesion de
los a,. Consta de:

= la relacién de recurrencia: a, = a,,_1 + a,_», n>0.

» las condiciones iniciales: ag = a1 = 1.

En la seccién 3.5 introduciremos también una técnica de demos-
tracién aparentada a la recursién: la demostracién por induccion, que
demuestra una sucesion infinita de proposiciones, utilizando que ca-
da uno implica la siguiente.
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o1
o—1
o—|
o1
o—1
o1
o1
o—1
o1
o—1
o—|
o1
o—1

z[n] = sin(2rw finTy) +sin(2w fonTs), f1 = 1 Hz, fo = 2Hz, f; = 5 Hz.

3.2 Sucesiones

3.2.1  Definiciones

Definicion 3.2.1. Una sucesién numérica se define especificando:

= un intervalo de enteros I,

=y asociando a cada elemento n de I un niimero.

Los elementos de I se llaman los indices de la sucesion, y los niimeros
asociados son los términos de la sucesion.

En muchos contextos se consideran tinicamente las sucesiones cu-
yo conjunto de indices es un intervalo de enteros de la forma [p, +0)
(todos los enteros superiores o igual a p). Serd el caso en esta leccion.

En general para nombrar la sucesién, se suele utilizar una letra
(por ejemplo a). Entonces el término de indice n lo notamos 4, (o
sea, el término de indice 1 es a4, el término de indice 2 es a; ...)..
Nos podemos referir a la sucesién por su nombre: 4, o utilizando la
notacion siguiente: (a,),e1, que se lee: “la sucesion de los a, para
nen I. Si I es un intervalo de enteros de la forma [p, +0c0) se suele
notar también: (a),>p.

Ejemplo 3.2.1.

Hay una sucesién cuyos indices son los ntmeros naturales, tal que
el término de indice 1 es n%. Sus primeros términos aparecen en el
cuadro 3.2.

Si llamamos b esta sucesion, tenemos by = 0, by =1, bp =4 ...y en
general b, = n? para cualquier n > 0. Podemos referirnos a la sucesion
b como (n2),en como (12),50, 0 c6mo (by)y>0- O

PODEMOS HACER OPERACIONES COn sucesiones:

= ]a suma de dos sucesiones con el mismo conjunto de indices. Si las
dos sucesiones son u = (Uy)nye; ¥ ¥ = (Un)ner entonces su suma
esu+ 0= (uy+ Vn)nel-

= También, podemos multiplicar una sucesién por un ntmero: el
producto de u = (u),er por el nimero x es x - u = (Xuy )pey-

recursiéon 51

Figura 3.1: En tratamiento de la sefal se
consideran sucesiones cuyos indices son
instantes sucesivos y cuyos términos son las
medidas de una sefal numérica discreta a
estos instantes (Esta figura viene de una lec-
cién de tratamiento de la sefial impartida en
la ETSII).

Un intervalo de enteros es un conjunto
de enteros consecutivos, cémo por ejemplo
{1,2,3,4,5}, el conjunto de todos los nu-
meros naturales IN, el conjunto de todos los
enteros Z ...

No es prohibido notar () los términos de
la sucesion. A veces, al contrario, es conve-
niente.

indice n 0 1 2 3 4

Térmnon? 0 1 4 9 16

Figura 3.2: Los primeros términos de la su-
cesion de los cuadrados de los enteros na-
turales.

Son las misma reglas que para la suma
de vectores: (x1,x2) + (y1,y2) = (%1 +
Y1, X2 + Y2), excepto que aqui los vectores
son “de longitud infinita”.

Las sucesiones de nimeros reales (o com-
plejos) con conjunto de indices I forma un
espacio vectorial, ver el curso de algebra li-
neal impartido al segundo cuatrimestre.
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Ejemplo 3.2.2.

Siu = (n?),>1 (es decir, para cualquier n > 1, u, = n?>) y v = (2n+
1),>1 (para cualquier n > 1, v, = 2n+ 1) entonces u +v = (n? +
2n + 1)«,,21. <>

Definicion 3.2.2. Una combinacion lineal de sucesiones u, v, w ...es
cualquiera sucesion de la forma x u+y v+z w+--- con x,y, z,... nimeros.
O sea: es una suma con coeficientes de las sucesiones.

Ejemplo 3.2.3.
Siu=(n?),>1yv=(2n+1),>1 entonces (—n? +4n+2),>1 es una
combinacién lineal de u y v. En efecto, es —u + 2 v. O

Cuando disponemos de una formula para los términos u; de una
sucesion, en funcién del indice n, nos referimos a esta formula cémo
el término general de la sucesion.

Ejemplo 3.2.4.

La “sucesién de término general n2” con conjunto de indices N es la
sucesién (1n2),>, es decir la sucesién u tal que u, = n® para cualquier
n>0. %

Podemos también hacer cambios de indices (andlogos a los cam-
bios de variable de una funcién).

Ejemplo 3.2.5.

Sea b la sucesion de los cuadrados de los enteros naturales, es decir b =
(n?),>0. Entonces la sucesién ¢ = (b,11),>0 €s una nueva sucesién,
cuyos primeros términossoncg = by =1,¢c; =by =4, =03 =9 ...

O

Ejemplo 3.2.6.

Sea u la sucesién de término general 12 y cuyos indices estén en IN. Es
decir u = (n?),>0. Sea v la sucesién de término general 1,1 — t, 411 —
uy, y conjunto de indices IN. Entonces para cualquier n > 0:

Oop =422 —n+1)?*—n*=n*+4n+4)— (B> +2n+1) —n?

Reagrupamos los términos en n2, los términos en n y los términos
constantes:

op=(1-1-1D)n*+4—-2)n+(4—-1)=—-n’+2n+3

Por lo tanto, v es la sucesion de término general —n242n+3. O

3.3 Ecuaciones de recurrencia

3.3.1 Definiciones

Hemos visto (ya en el ejemplo ??) que ciertas sucesiones satisfacen
relaciones de recurrencia. Podemos también empezar con una rela-
cién de recurrencia, y buscar todas las sucesiones que la satisfacen.
Hablamos, en este caso, de ecuacién de recurrencia.



Ejemplo 3.3.1.

Upt1 = 2 Uy, para cualquier n > 0

es una ecuacién de recurrencia. No es dificil resolverla: sus soluciones
son exactamente la sucesién (2"),>¢ y todos sus multiplos. O

Estudiaremos métodos de resolucién de ciertos tipos de ecuacién
de recurrencia solamente, que forman parte de las ecuaciones de recu-
rrencia lineales a coeficientes constantes.

Definicion 3.3.1. Una ecuacién de recurrencia lineal a coeficientes cons-
tantes es una ecuacion de recurrencia que puede ponerse de la forma:

Uy = AUy + AUy 1 + B2Upi + - -+ G qUp i1 + (1)

para cualquier n > p  (3.1)
donde:
= p es un entero.
=k es un entero positivo, llamado orden de la ecuacién.
= g, dq, ..., a_1 son nimeros. Son los coeficientes de la ecuacion.

= g es una sucesion con indices n > p, llamada término independiente
de la ecuacion.

Ademds, si g = 0, decimos que la ecuacion de recurrencia lineal es homo-
génea.

Ejemplo 3.3.2.
La ecuacién de recurrencia:

Upio = Uy + Uy + 12, para cualquier n > 0

es lineal a coeficientes constantes. Su orden es k = 2, sus coeficientes
son ag = a1 = 1, su término independiente es g(1) = n?. Cémo g(n) #
0, no es homoggénea. O

Ejemplo 3.3.3.
La ecuacién de recurrencia:

Uy = Uy_1 +Up—2 + n?, para cualquier n > 2

no es exactamente de la forma (3.10). Sin embargo, podemos hacer
una “cambio de indices” (cémo un cambio de variables), poniendo
m = n —2 (y por lo tanto n = m 4 2). La ecuacién de recurrencia es
equivalente a:

Upygp = U1 + U + (m + 2)2, para cualquier m > 0

(Obsérvese que n > 2 es equivalente a m > 0 ya que m = n —2). Si
queremos, podemos utilizar otra vez n cémo variable (ya que es una
“variable muda”). Obtenemos la ecuacién de recurrencia equivalente:

Upgo = Uyl + tn + (1 +2)2, para cualquier m > 0
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Ejemplo 3.3.4.
Las ecuaciones de recurrencia siguientes no son lineales a coeficientes
constantes:

— 42
" Uptl = Uy

» u,1 = (n+1)uy. (el coeficiente n + 1 no es constante, varia cuando
n varia).

® Uppl = Up +Up_1 + Uy - F U U,

3.3.2  Un poco de dlgebra lineal

A continuacién desarrollamos en un ejemplo una analogia entre,
por una parte, las sucesiones y las ecuaciones de recurrencia lineales
a coeficientes constantes, y, por otra parte, los vectores y los sistemas
de ecuaciones lineales. De hecho, es méds que una analogia: son dos
casos particulares de una misma teorfa general (el dlgebra lineal). Pe-
ro para descubrir esta teoria en toda su generalidad, los estudiantes
de IS tendran que esperar el segundo cuatrimestre.

ECUACIONES LINEALES.

Esto es una ecuacién lineal:
x+y+z=1 (3.2)

Sus incégnitas son x, y, z. Podemos decir
también que consideramos un vector incég-
nito (x,y,z). El conjunto de las soluciones
del sistema es un subconjunto de R3 (de he-
cho es una plano). Contiene, por ejemplo, el
vector (1,-1,1).

Esto es una ecuacién de recurrencia lineal:

Unta — Upy1 — Up = 3", n=0 (33)

Representa una sistema de (un ntiimero in-
finito de) ecuaciones, cada una correspon-
diendo a un valor de n:

Up—up—ug =1
uz —uUx — Uy =3
Ug — Uz —up =9 (34)

Hay un numero infinito de incégnitas, son
ug, U1, Uz ... Podemos decir también que te-
nemos una sucesion incégnita u. El conjun-
to de las soluciones es un subconjunto del
espacio de las sucesiones numéricas con in-
dices en IN. Contiene, por ejemplo, la suce-
sion (3" /5),>00.
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EL CONJUNTO DE LAS SOLUCIONES Y LA “SOLUCION GENERAL”.

Resolviendo la ecuacién (3.2), obtenemos
otra descripcién del conjunto de sus solu-
ciones: es el conjunto de todos los vectores
de la forma (1 —s—t,s,t) paras, t € R.
Por ejemplo, el vector soluciéon (1, —1,1) se
obtiene con —1y t = 1. Eligiendos =t =0
obtenemos otra solucién: (1,0,0). Decimos
que (1 —s—t,s,t) esla solucién general del
sistema: significa que es una formula que
da todas las soluciones. En esta formula, s
y t son pardmetros.

A continuacién, presentaremos técnicas
que nos permiten resolver la ecuacién de
recurrencia (3.3). Obtendremos que el con-
junto de las soluciones es el conjunto de
todas las sucesiones de la forma (sr] +
try +3"/5),>0 para s y t en R, donde rq
y ro son las dos soluciones de la ecua-
cion ¥2 —x —1 = 0 (valen, por lo tanto,
(14++/5)/2y (1 —+/5)/2). Por ejemplo, eli-
giendo s = t = 0 obtenemos la solucién
(3"/5). Eligiendo s = 1 y t = 0 obtenemos
otra solucién: (r] 4-3"/5),>0. Decimos que
(s +try +3"/5),>0 es la solucién gene-
ral de la ecuacién de recurrencia, con para-
metros s y t.

Definicion 3.3.2. Llamamos “solucién general” de una ecuacion de recu-
rrencia lineal a coeficientes constantes una formula para el término general
de la sucesion, que depende de pardmetros.

LA ECUACION HOMOGENEA ASOCIADA.

Esto es la ecuacién homogénea asociada a la
ecuacion (3.2):

x+y+z=0

Se obtiene de la ecuacién (3.2) cancelan-
do los “términos constantes” (los que no
vienen en factor de ninguna incégnita). Su
conjunto de soluciones también es un sub-
conjunto de R3. Necesariamente contiene el
vector 0 de R3 (es decir, el vector (0,0,0)).

Esto es la ecuacién de recurrencia lineal homo-
génea asociada a (3.3)):

Uptp — Upp1 — Uy =0, n=>0

Se obtiene de (3.3) cancelando todos los tér-
minos que no vienen en factor de ningu-
na incégnita ug. Su conjunto de soluciones
también es un conjunto de soluciones. Ne-
cesariamente contiene la sucesion 0 (es de-
cir la sucesién z definida por: z, = 0 para
cualquier n > 0).

Definicion 3.3.3. Recordamos la ecuacion de recurrencia lineal a coeficien-

tes constantes (3.10):

Uptk =

agiy + Ayt 1 + @2lpg2 + -+ A1ty k1 + g(n)

para cualquier n > p

La ecuacién de recurrencia homogénea asociada es la ecuacién obtenida sus-
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tituyendo g(n) por 0. Es:

Uptk =

agln + A1y + A2Up g2 + 0+ A1 Up k-1

para cualquier n > p

LA SOLUCION GENERAL DE UNA ECUACION HOMOGENEA.

La solucién general de la ecuacién homo-
génea asociada a (3.2) es: (—s —t,s,t). Se
descompone en: s (—1,1,0) + (—1,0,1).
Por lo tanto, el plano de las soluciones de
esta ecuacion homogénea es exactamente

La solucién general de la ecuacién de re-
currencia homogénea asociada a (3.3) es:
(s + t15)y>0. Se descompone en: s v +
t w, donde v = (1])>0 y w = (r})n>0- Por
lo tanto, el conjunto de las soluciones de

el conjunto de todas las combinaciones li-
neales de (—1,1,0) y de (—1,0,1) (decimos
que estos dos vectores forman una base del

la ecuacién de recurrencia homogénea aso-
ciada a (3.3) es exactamente el conjunto de
todas las combinaciones lineales de las dos
plan). sucesiones v y w (diremos que estas dos su-
cesiones forman una base del espacio de las

soluciones).

Para las ecuaciones de recurrencia lineales homogéneas a coefi-
cientes constantes, tenemos el resultado siguiente (que no demostra-
remos).

Teorema 3.3.4. El conjunto de las soluciones de una ecuacién de recu-
rrencia lineal homogénea a coeficientes constantes de orden k es siempre el
conjunto de las combinaciones lineales de ciertas k soluciones. Del conjunto
de estas k soluciones, diremos que es una base de las soluciones.

Ejemplo 3.3.5.
Para la ecuacién de recurrencia homogénea asociada a (3.3), las su-
cesiones v = ()0 y w = (r})u>0 forman una base de soluciones.

O

OBSERVESE que si una base de soluciones de la ecuacién de recurren-
cia homogénea es {f1, f2,..., fr} (cada f; es una sucesioén), entonces
su solucién general es t1f1 + tafo + - - - + tyfy, con ty, to, ..
metros.

., tx para-



La solucién de la ecuaciéon homogénea aso-
ciada a (3.2) se obtiene de la solucién gene-
ral de (3.2) cancelando los términos cons-
tantes. Reciprocamente, tenemos la des-
composicion: (1 —s —t,s,t) = (1,0,0) +
(—s —t,s,t) que interpretamos asf: la solu-
cién general de la ecuacién (3.2) es la suma
de una solucién particular de (3.2) y de la
soluciéon general de su ecuacién homogé-
nea asociada.

recursion 57

LA SOLUCION GENERAL DE UNA ECUACION, Y LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION HOMOGENEA ASOCIADA

La solucién general de la ecuacién de recu-
rrencia homogénea asociada a (3.3) se ob-
tiene de la solucién general de (3.3) can-
celando los términos constantes. Reciproca-
mente, tenemos la descomposicion: (s} +
t?’g + 3”/5),120 = (3”/5),120 + (S T{l +
tr3)n>0 que interpretamos asi: la solucién
general de la ecuacién de recurrencia (3.3)
es la suma de una solucién particular de
(3-3) y de la solucién general de su ecua-

cién de recurrencia homogénea asociada.

Tenemos el resultado general siguiente:

Teorema 3.3.5. La solucién general de una ecuacién de recurrencia lineal
a coeficientes constantes es la suma de una solucién particular suya (cual-
quiera) y de la solucion general de la ecuacion de recurrencia homogénea
asociada.

Es facil dar una demostracion.
Demostracion. La ecuacién de recurrencia es de la forma:
Uptk =

Aoy + A1l g + AUy ip + - + A1y + (1)

para cualquier n > p  (3.5)

Sea v una solucion cualquiera de esta ecuacién. Significa que se
cumple:

Untk =
AgUn + 0101 + A20pq2 + - A A1V yp—1 + (1)

para cualquier n > p  (3.6)

Para n fijo, las dos ecuaciones (de incognitas wy,, wyy1, ..., Wyk):

(wn+k + anrk) =

ao(wn +vn) + a1 (Wpt1 +0p41) + 02 (W2 + 0y 19) + -+ F 1 (Wnp—1 + 041
y
Wypk = A0Wn + AWy 1 + AWt + -+ + A1 Wy k1 +8(1)  (3.7)

son equivalentes ya que cada una se obtiene de la otra afiadiendo o
sustrayendo término a término la igualdad:

Vpik = A0Un + @10y 41 + 82012 + -+ - + Q104 k1 + (1)

De esto deducimos que w es solucién de la ecuacion homogénea
asociada a (3.5) si y solo si w + v es solucién de (3.5). O
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3.4 Recetas para resolver la ecuaciones de recurrencia linea-
les a coeficientes constantes, homogéneas o con término
constante casi—polinomial

Resolver una ecuaciéon de recurrencia lineal a coeficientes cons-
tantes significa: dar una formula para su solucién general. Vamos a
presentar una receta para resolver un pequefia, aunque importante,
clase de ecuaciones de recurrencia lineales a coeficientes constantes.
Son las ecuaciones

Upik =
agiy + A1y y1 + 2Up g2 + -+ AUy 1 + 7" P(n)

para cualquier n > p  (3.8)

con P polinomio (es decir: P(n) = co+c1n+ con?+ - - +cyn?). Es de-
cir, son las ecuaciones de recurrencia lineales a coeficientes constan-
tes cuyo término independiente es el producto de una sucesién ex-
ponencial 7" y de una sucesion polinomial P(#). Incluye (con P = 0)
la clase de las ecuaciones de recurrencia lineales homogéneas a coefi-
cientes constantes.

3.4.1 método general

La receta se basa sobre el teorema 3.3.5, que dice que la solucién
general de (3.8) es la suma de una solucién particular de (3.8) y de
la soluciéon general de la ecuacién homogénea asociada. La receta
consiste, por lo tanto, en:

1. Resolver la ecuacién homogénea asociada.
2. Hallar una solucién particular de (3.8).

3. Hacer la suma.

3.4.2  Resolucion de la ecuacion de recurrencia lineal homogénea a
coeficientes constantes

Consideramos la ecuacién de recurrencia lineal homogénea a coe-
ficientes constantes:

Uptk =
agUp + A1Uy41 + AoUpyp + - - F A Uk

para cualquier n > p (3.9)

Definicion 3.4.1. La ecuacién caracteristica de una ecuacién de recurren-

cia lineal homogénea a coeficientes constantes (3.9) es la ecuacion obtenida

cambiando cada u,.; por x' (es decir: u,,x por x*, u, 1 por x=1,.

vey

U1 por x¥, que vale x, uy, por x°, que vale 1). Es, por lo tanto:

k

K =ayrajx+ax®+---+ ak,lxkfl

(3.10)



Ejemplo 3.4.1.
La ecuacién caracteristica de:
Upyo = Upyy1 + Un, para cualquier n > 0
es x> = x + 1 (obtenida sustituyendo u, 5 por x%, u, 1 por x!, que
vale x, y u, por %0, que vale 1). O

Enunciamos ya el teorema que proporciona la solucién general de
(3:9)-
Teorema 3.4.2. Sean r1, rp, ..., ¥s todas las soluciones de la ecuacion

caracteristica de (3.9), y mq, my, ..., ms sus multiplicidades respectivas.
Entonces una base de soluciones de (3.9) es:

() (e () o (el
() (nrd) () - (i)
(1) (nrt) (e - (o)

Recordamos lo que son las multiplicidades de las raices de una
ecuacién polinomial. La ecuacién:

xk = a0+a1x+~--+ak,1xk*1
es equivalente a
P(x)=0

donde P(x) = x* —a;_1x*1 — ... —ayx — ap. Es un polinomio de
grado k.

k k—1

Teorema 3.4.3. Un polinomio P(x) = x* —ap_1x*"" — -+ —a3x — ag

admite una factorizacién de la forma:
(x —r) " (x—rp)"2 - (x —15)"™

donde los r; son niimeros complejos (reales o imaginarios) y los m; son ni-
meros estrictamente positivos. Ademds esta factorizacion es iinica, excepto
por el orden de los factores (x — r;)™i.

Cdmo consecuencia, vemos que rq, 1, ..., s Son exactamente las solu-
ciones (o “raices”) de P(x) = 0. El entero m; se llama multiplicidad de la
solucién r;.

OBSERVESE que la suma de las multiplicidades m; es igual a k, el
grado de P.

Ejemplo 3.4.2.

3 2

= El polinomio x*> — x? — x + 1 se factoriza cémo: (x — 1)%(x + 1).
Tiene, por lo tanto, dos raices: la raiz 1, que tiene multiplicidad 2, y
la raiz —1, que tiene multiplicidad 1.

» El polinomio x* — 1 se factoriza cémo (x — 1)(x —i)(x + 1)(x +
i), donde i es una raiz cuadrada de —1 (es un ntimero complejo
imaginario). Por lo tanto tiene cuatro raices, todas de multiplicidad
1.
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Ejemplo 3.4.3.
Cuando todas las soluciones de la ecuacién caracteristica son simples
entonces son s = k soluciones y el término general de la solucién
general de (3.9) es:

tr] +tory + -+ g

Ejemplo 3.4.4.
Consideramos la ecuacién de recurrencia:

Upy2 = Upy1 + Un
Su ecuacion caracteristica es:

¥=x+1

Es equivalente a P(x) = 0 con P(x) = x2 — x — 1. La ecuacién tiene dos

soluciones distintas r1 y rp, necesariamente simples (ya que my y mp
cumplen my +my = 2y my > 0, my > 0). Por lo tanto el conjunto de las
soluciones de la ecuacién de recurrencia admite como base el conjunto
formado de (r]);>0 y (r3)n>0- Por lo tanto, la solucién general de la
ecuacién de recurrencia tiene término general:

sri +tr}

con s y t pardmetros. ¢

Ejemplo 3.4.5.
Consideramos la ecuacion de recurrencia:

Upto =4uUpy1 —4un
Su ecuacidn caracteristica es:
x2=2x—4

Es equivalente a P(x) = 0 con P(x) = x? — 4 x + 4. Factorizamos fa-
cilmente P, es igual a (x — 2)2. Por lo tanto P(x) = 0 tiene una Gnica
solucién, es x = 2, y esta solucién tiene multiplicidad m = 2. El con-
junto de las soluciones de la ecuacién de recurrencia admite como base
el conjunto formado por (2"),>0 y (n2"),>0. Finalmente la solucién
general de la ecuacién de recurrencia tiene término general:

tg 2"+t n2".

con ty y t1 pardmetros. o

Ejemplo 3.4.6.
Consideramos la ecuacién de recurrencia:

Upta =2Upyp — Un
Su ecuacion caracteristica es:

¥ =2x2-1

Una solucién es simple cuando tiene multi-
plicidad m = 1.



Es equivalente a P(x) = 0 con P(x) = x* — 2x2 + 1. Factorizamos
facilmente P, es igual a (x> —1)? = (x — 1)?(x + 1). Por lo tanto
P(x) = 0 tiene dos soluciones, son x = 1y x = —1, y cada una
tiene multiplicidad 2. Por lo tanto, el conjunto de las soluciones de
la ecuacién de recurrencia admite cémo base el conjunto formado de
las sucesiones: ((—1)"),>0, (1 (=1)")y>0, (1)n>0, (1)n>0- La solucién
general tiene término general

(=D)'"ty+n(=1)"ty) +t3+nty

con ty, t, tp, t4 pardmetros. ¢

3.4.3 Una receta para hallar una solucion particular de (3.8)

Se basa en el teorema siguiente, que no demostraremos.

Teorema 3.4.4. Consideramos la ecuacion

Uptk =
AUy + A1Uyq + AUy + -+ -+ A Uy k1 + 1" P(n)

para cualquier n > p  (3.8)

con P polinomio de grado d. Sea m la multiplicidad de r como raiz de la
ecuacién caracteristica de la ecuacion homogénea asociada a (3.8) (si v no
es raiz de la ecuacion caracteristica, entonces la multiplicidad m wvale 0).
Entonces (3.8) admite una iinica solucion de la forma (r"n™Q(n))n>p con
Q polinomio de grado d.

Para encontrar la solucién cuya existencia viene asegurada por el
teorema 3.4.4, escribimos Q con coeficientes indeterminados:

Q(”):Co+cln+c2n2+...+cdnd

y ponemos i, = r"n™Q(n). Inyectamos esta expresion en la ecuacién
de recurrencia y reagrupamos los términos segtin las potencias de n.
Nos queda a resolver un sistema lineal de ecuaciones en las d + 1
variables cg, c¢1, ..., ¢ que, segun el teorema, tiene una solucién
Unica.

Ejemplo 3.4.7.
Resolvemos la ecuacion de recurrencia:

Upt1 = 2 Uy + 3 para cualquier n > 0. (3.11)

Resolvemos en primer lugar la ecuacién de recurrencia homogénea
asociada. Es inmediato obtener su solucién general: es la sucesién de
término general ¢ 27, donde t es un pardmetro. Buscamos ahora una
solucién particular de la ecuacién completa. Cémo su término inde-
pendiente es g(n) = 3, que podemos escribir c6mo 3 x 1". Es de la
forma "P(n), conr = 1y P(n) = 3 (grado d = 0). Cémo 1 no es
raiz de la ecuacién caracteristica de la ecuacion homogénea asociada a
(3.11), su multiplicidad es m = 0 (la ecuacién caracteristica es x = 2).
Buscamos la tinica solucién de (3.11) de la forma u = (1"19Q(n)) con
Q de grado 0, es decir: Q(n) = ¢y (una constante).
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Sustituyendo u; y u,4+1 por ¢y en la ecuacién de recurrencia, obtene-
mos la condicién:

cop = 2¢o + 3 para cualquier n > 0.

Esta condicién se simplifica en ¢y = —3. Concluimos que la sucesién
constante de término general —3 es una solucién particular de la ecua-
cién completa. Aplicando el teorema, obtenemos que la solucién ge-
neral de la ecuacién de recurrencia es la sucesién de término general
2" — 3. o

Ejemplo 3.4.8.
Vamos a obtener la solucién general de:

Upto =2Upiq] — Un + n? para cualquier n > 0. (3.12)

Hemos obtenido la solucién de la ecuacién homogénea asociada en
el ejemplo ??: es la sucesion de término general fg + nt;. La ecuacién
caracteristica es x> = 2x — 1, equivalente a (x — 1)? = 0. El término
independiente de (3.12) es (n?), de la forma (#"P(n)) conr = 1y
P(n) = n?* (grado d = 2). Cémo r es raiz doble (= de multiplicidad
m = 2) de la ecuacién caracteristica, buscamos la tinica solucién de
(3.12) de la forma (1"n2Q(n)) con Q de grado 2, o sea: u, = n’Q(n) =
en* + dn® + an?. Calculamos:

g1 =e(n+1)*+dn+1)°3+a(n+1)>2
= en* + (d + 4e)n® + (a + 3d + 6e)n>+
(2a+3d+4e)n+ (a+d+e)

Upsn =e(n+2)*+d(n+2)° +a(n+2)>2
= en* + (d +8e)n® + (a + 6d + 24e)n®+
(4a 4 12d + 32¢)n + (4a + 84 + 16e)

Nos conduce al sistema:

e=2—e

d+8e=2(d+4e)—d
a+6d+24e=2(a+3d+6e) —a+1
4a 4 12d + 32¢ = 2(2a + 3d + 4e)
4a+8d+16e =2(a+d+e)

Es equivalente a:

0=0

0=0

12¢ =1

d+4e=0

a+3d+7e=0
Su tnica solucién es: @ = 5/12, d = —4/12, e = 1/12. Corresponde
a la solucién particular de término general 11—2(114 —4n3 +5n?) de la
ecuacion de recurrencia.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién de recurrencia es la
sucesion de término general:

E(n4 —4n® +5n%) + tin + £y

con tg y t1 pardmetros. o



3.5 Demostraciones por induccion

3.5.1  Induccion simple

La induccion matemdtica es una técnica de demostracién que sirve
para demostrar una sucesién, posiblemente infinita, de proposicio-
nes, por ejemplo:

“Para cualquier entero n positivo, la suma de los n primeros enteros
positivos vale n(n +1)/2”

que resume la sucesién infinita de proposiciones:

1 =1
142 = 2x3/2
1+2+3 = 3x4/2

1+2+34+4 = 4x5/2

Se acepta como demostracion vélida de todas las proposiciones de
la sucesién la demostracion de las dos proposiciones siguientes:

1. La demostracién de la primera de las proposiciones (“caso base”).

2. La demostracién del hecho que cada una de las proposiciones
implica la siguiente.

Ejemplo 3.5.1.
Vamos a demostrar por induccién que para cualquier entero n po-
sitivo, la suma de los n primeros enteros positivos vale n(n +1)/2.
Demostracién
Para cualquier entero positivo n, llamamos P(n) la proposicién:

“La suma de los n primeros enteros positivos vale n(n +1)/2”

Demostramos en primer lugar P(1). Esta proposicién dice:
“La suma de los 1 primeros enteros positivos vale 1 x 2/2”

Es cierta, ya que 1 x 2/2 = 1. Por lo tanto P(1) queda demostrada.
Ahora fijamos n > 0 y suponemos (por un momento) que P(n) es
cierta, es decir que:

142+...+n=n(n+1)/2

Afadimos n + 1 en ambos lados de la igualdad:
142+...4n+n+1)=nn+1)/24+ (n+1)

Observamos (factorizando por n+1) que n(n+1)/2+ (n+1) =
n/24+1)(n+1)=(n+2)/2x(n+1) = n+1)(n+2)/2. Por
lo tanto:

1424+ ... +n+(n+1)=mn+1)(n+2)/2.
Es decir, P(n + 1) es cierta.

En fin, acabamos de demostrar que para cualquier n > 0, P(n) impli-
ca P(n+ 1), y hemos comprobado anteriormente que P(1) es cierta.
Por induccién, podemos concluir que P(n) es cierta para cualquier
n > 0.
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Induccion tiene un sentido diferente en otras
areas.

La idea es simple. Con un ejemplo de la vi-
da cotidiana: si una ley estipula que este afio
tengo que llenar una declaracioén de renta, y
otra ley estipula que cada persona que llena
una declaracién de renta algun afo, tendra
que llenar también una declaracién de renta
el afio siguiente, entonces, segln la ley, ten-
dré que llenar una declaracion de renta cada
afo a partir de este.

Comentarios

Damos un nombre a las proposiciones. No
es obligatorio, pero es cémodo. Aqui, por
ejemplo. P(3) es la proposicién: “La suma
de los 3 primeros enteros positivos vale 3 x
4/2."

Es el primer paso de la demostracién: de-
mostramos el “caso base”.

El segundo paso de la demostracién por
induccién consiste en demostrar que para
cualquier n positivo, P(n) = P(n+ 1). Se
hace fijando n arbitrario (de manera que
la demostracién de la implicacién P(n) =
P(n + 1) funcione para todos los n a la
vez), suponiendo por un momento P(n)
cierta, y deduciendo bajo esta hipétesis que
P(n+ 1) seria cierta también.

(Aclaracion: este “P(n + 1) es cierta” vale
bajo la hipétesis “P(n) cierta”).

Esta frase de conclusién es importante. Es-
tudiantes, tenéis que escribirla (o alguna
frase equivalente).
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Ejemplo 3.5.2.

Vamos a demostrar por induccién que n! > 2" para todos los enteros
positivos n “suficientemente grande”. Calculamos en primer lugar los
primeros valores de estas cantidades.

n 1 2 3 4 5 6
nt 1 2 6 24 120 720
2" 2 4 8 16 32 54

A partir de estas observaciones (en particular viendo cémo n! parece
crecer tantas veces mas rapidamente que 2") adivinamos que tendre-
mos n! > 2" para cualquier n > 4. Es lo que vamos a demostrar por
induccion. La hipétesis de induccién sera:

P(n):“ nt > 2n”

Demostramos en primer lugar el caso base. Aqui es P(4). Por célculo
directo, P(4) es cierta.

Luego demostramos que para cualquier n > 4, P(n) implica P(n +1).
Fijamos #n > 4 y suponemos P(n) cierta, es decir, n! > 2". Para hacer
aparecer (n + 1)!, multiplicamos ambos lados de la desigualdad por
n + 1. Obtenemos (n + 1)! > (n+1)2". Cémo n > 4, tenemos n +
1 > 2 (no necesitamos mas). Por lo tanto, (1 4 1)2" > 22" = 2"+1,
Deducimos que (1 +1)! > 2"*1, es decir que P(n + 1) es cierta.

Acabamos de demostrar que para cualquier n > 4, P(n) implica P(n +
1). Habiamos comprobado anteriormente que P(4) es cierta. Por in-
duccién, concluimos que P(n) es cierta para cualquier 7. O

A veces no es inmediato encontrar “la buena” hipétesis de recu-

rrencia.

Ejemplo 3.5.3.
¢ Cuales son los enteros podemos obtener como sumas de 3 y de 8
(con repeticiones) ?

3 = 3

6 = 3+3

8 = 8

9 = 3+3+3

11 = 8+3

12 = 3+3+3+3

14 = 3+3+8

15 = 3+3+3+3+3
16 = 8+8

y parece que a partir de 14 podemos obtenerlos todos. Vamos a de-
mostrarlo por induccién.

Para cualquier n positivo, sea P(n) la proposicién:

“el nimero n es una suma de 3 y de 8”



Queremos demostrar que P(n) es cierto para todo n > 14.

Para demostrar el caso base P(14) basta exhibir la descomposicion:
14=8+3+3

Queremos demostrar ahora que para cualquier n > 14, si P(n) es cierta
entonces P(n + 1) es cierta también. Escribimos:

n+l=m-2)+3
y vemos que la hipétesis P(n) no sirve aqui. Lo que serviria seria
P(n—2)...
Lo arreglamos todo introduciendo, para cualquier #, la proposicién:
Q(n) ="P(n)y P(n+1)y P(n+2)"
Obsérvese que Q(n) es equivalente a:

“Cada uno de los tres enteros 1, 1 +1y n+2 es suma de 3 y de
8.!!

Demostramos el caso base Q(14), que dice que cada uno de los tres
enteros 14, 15 y 16 es suma de 3 y de 8. Lo hacemos exhibiendo des-
composiciones explicitas:

14 = 8+3+3
15 = 3+3+3+3+3
16 = 8+8

Luego demostramos que, para cualquier n > 14, Q(n) implica Q(n +
1 =. Para esto fijamos n > 14 y suponemos Q(#) cierta. Tenemos que
demostrar Q(n+1), o sea: que n+1, n+2y n+ 3 son sumas de 3
y 8. Cémo hemos supuesto Q(n) cierta, tenemos que n, n +1y n+2
son sumas de 3 y 8. Queda por demostrar que n 4 3 también. Cémo

7o

n es suma de 3 y 8, n + 3 también (basta afiadir una vez “3” a una
descomposicién de n). Por lo tanto, Q(n + 1) es cierta.

Hemos demostrado que Q(n) implica Q(n + 1) y, justo antes, que
Q(14) es cierta. Por lo tanto Q(n) es cierta para cualquier n > 14.
Coémo consecuencia, todo entero 1 > 14 es suma de 3 y 8. O

3.5.2  Induccion completa

Existe una variacién de la demostracién por induccién, llamada
induccion completa. Consiste en demostrar una sucesién de proposi-
ciones P(N), P(N + 1), P(N + 2) ...demostrando las dos proposi-
ciones siguientes:

1. la demostracion de la primera proposicion (caso base, P(N)) o de
unas cudntas primeras (casos bases).

2. la demostracién del hecho que cada proposicién, excepto los ca-
sos bases, esta implicada por todas las anteriores. Es decir, para
cualquier n > N

P(N)yP(N+1)yP(N+2)y --- yP(n—1)yP(n) = P(n+1)
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La induccién completa no es mas que la
induccion “simple”, cambiando la hipétesis
de recurrencia P(n) por Q(n) = “P(N) y
P(N+1)y...y P(n)".
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Ejemplo 3.5.4.

Vamos a demostrar formalmente que todo entero superior o igual a
2 es un producto de nimeros primos (aceptamos lo productos de un
solo factor). Recordamos que un ndmero primo es un ndamero positivo,
distinto de 1, que no tiene mds divisores (positivos) que él mismo y 1.

Para cualquier n > 0, sea P(n) la proposicion:
El entero n es un producto de niimeros primos.

Demostramos en primer lugar el caso base P(2). Cémo 2 es primo, es
un producto de primos.

Demostramos ahora que cada proposicién P(n), para n > 2, es im-
plicada por la conjuncién de P(2) y P(3) y ...y P(n — 1). Para esto,
fijamos n > 2 y suponemos todas estas proposiciones P(2),P(3), ...,
P(n —1) ciertas. Significa que cualquier entero k que cumple 2 < k <
n — 1 es un producto de primos. Para el entero n hay dos casos:

= Caso n primo: en este caso, 1 es bien un producto de primos (un
producto de un solo factor).

= Caso n no primo: observamos que n admite algtn divisor k dife-
rente de 1 y n (sino, ya que n # 1, n serfa primo). Sea j = n/k.
Tenemos también 1 < j < n (cémo consecuencia de 1 < k < n). Por
lo tanto P(j) y P(k) son ciertas: los enteros j y k son productos de
primos. Cémo n = j - k, es también un producto de primos.

En ambos casos, P(n) es cierta.

Hemos demostrado que P(2) es cierta y que para cada n > 2, P(n) es
implicada por P(2) y P(3) y ...y P(n — 1). Por induccién completa,
concluimos que P(n) es cierta para cualquier n > 2. O



4
Aritmética

4.1 Introduccion: ecuaciones lineales diofdnticas

Este tema presenta los objetos bdsicos del aritmética (divisores,
nimeros primos, méximo comun divisor) y su estudio continuard
en el tema siguiente (aritmética modular) dénde, ademaés, podremos
utilizar los conocimientos adquiridos para entender unas aplicacio-
nes del aritmética (el sistema de criptografia RSA en particular).

Como motivacién para este tema, consideramos el problema si-
guiente:

Sean a, b y ¢ enteros. Hallar todas las soluciones x, y enteras de la
ecuacién ax + by = c.

La ecuacién ax + by = c es una ecuacién lineal, y ya sabemos
encontrar todas sus soluciones reales: por ejemplo, si b < 0, es el
conjunto de los puntos de la forma (x, (¢ — ax)/b) para x € R. Deci-
mos que (x, (c —ax)/b) es la solucion general de la ecuacién, es decir
una formula involucrando pardmetros (aqui un tinico parametro x)
que describe todas las soluciones.

El problema que consideramos aqui es diferente, y de hecho, mds
complicado, porque buscamos solamente las soluciones con x e i en-
teros. Llamamos ecuacion didfantica el problema de buscar solamente
las soluciones enteras de una ecuacién. Nuestro problema, por lo
tanto, es resolver la ecuacién diofantica ax + by = c de incégnitas x
ey.

Como siempre cuando se trata de ecuaciones, hay tres preguntas
fundamentales:

= ; Admite soluciones ?
= ; Cuadl es la forma del conjunto de las soluciones ?

= Dar una formula general para las soluciones (a lo mejor con para-
metros). Esta formula general la llamaremos solucién general de la
ecuacion.

Ejemplo 4.1.1.
Veamos en unos ejemplos la variedad de respuestas posibles a estas
preguntas.

La aritmética fue estudiada extensivamen-
te por los griegos antiguos, y muchos ob-
jetos que presentaremos a continuacion lle-
van nombre des matematicos griegos de
la antigliedad: las ecuaciones diofanticas
fueron estudiadas por Diofanto de Ale-
jandria, la division euclidea y el algorit-
mo de Euclides fueron descritos por Eu-
clides, la criba de Eratéstenes por Era-
téstenes. Se puede saber mas sobre es-
tos precursores en http://gap-system.
org/~history/BiogIndex.html
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= La ecuacién diofantica x + y = 1 tiene una infinidad de soluciones,
son todos los pares de la forma (1 — y,y) paray € Z.

= La ecuacién diofantica 3x 4 4y = 6 tiene una infinidad de solucio-
nes enteras: son todos los pares de la forma (4k — 6,6 — 3k) para
k en Z (para esta ecuacién, esto se puede demostrar, sin saber na-
da de la teorfa que desarrollaremos, haciendo un simple cambio de
variable X’ = x+y e ¥y = y). La expresion (4k — 6,6 — 3k) es la
solucién general de la ecuacién.

= La ecuacién diofantica 2x + 4y = 3 no tiene ninguna solucién ente-
ra. Es porque si x e y son enteros, entonces 2x + 4y debe ser par, y
por lo tanto no puede ser igual a 3. Mds generalmente, vemos que
para que ax + by = c admita soluciones, es necesario que cualquier
divisor comtn de a y b divida también c.

Llegados a este punto, tenemos que reconocer que la situacién es mas
complicada que para las ecuaciones lineales no diofanticas. O

En la resolucién de las ecuaciones diofanticas ax + by = c, el md-
ximo comiin divisor de a y b tiene un papel central. Antes de presentar
un método de resolucién de las ecuaciones diofdnticas ax + by = ¢,
introduciremos las nociones de aritmética que nos permitan enten-
der y calcular este mdximo comtun divisor.

4.2 Aritmética con primos

4.2.1  Definiciones

Empezamos con las definiciones de los objetos que nos interesaran
en este parte del curso.

Definicion 4.2.1. Sean a y b dos enteros. Se dice que a divide b cuando
existe un entero k tal que b = k a. En este caso, se dice también que b es un
multiplo de a.

Ejemplo 4.2.1.
Los multiplos de 2 son los nimeros pares. El nimero 0 tiene un solo
multiplo (él mismo) y todos los enteros son mdltiplos de 1. O

Definicion 4.2.2. Sia es un entero, entonces cuando hablamos de sus divi-
sores nos referimos (en general, y siempre en estos apuntes) a sus divisores
positivos, es decir todos los enteros positivos d que dividen a.

Ejemplo 4.2.2.

Cualquier entero n > 1 tiene por lo menos dos divisores: él mismo
y 1. Ciertos enteros no tienen mds divisores, como 2, 3,5,7, 11 ...y
otros tienen mucho maés, cémo 12 (4 divisores ademds de 12 y 1) o 30
(6 divisores ademas de 1 y 30). O

Definicion 4.2.3. Dados dos o mds enteros, sus divisores comunes son
los enteros positivos que les dividen todos, y su méximo comun divisor
(abreviacién: Mcd) es el mdximo de ellos. Sus multiplos comunes son los
enteros positivos que son miiltiplos de todos, y su minimo comun multi-
plo (abreviacion: mcm) es el menor de ellos.

765 43 21 1 456 7 891011

[
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Figura 4.1: La ecuacion 3x + 4y = 6 tie-
ne una infinidad de soluciones enteras. Son
los puntos de la forma (—6,6) + k- (4, —3)
parak € Z.

Figura 4.2: La ecuacién 2x + 4y = 3 no
tiene ninguna solucién entera. Dicho de otra
manera: la recta de ecuacién 2x + 4y = 3
no pasa por ningun punto a coordenadas en-
teras.

En inglés: Mcd=gcd (greatest common divi-
sor) y mcm=Ilcm (lowest common multiple).



Ejemplo 4.2.3.

Los enteros 9 y 4 tienen solamente un divisor comtn (el nimero 1). Es,
por lo tanto, su Mcd. Al contrario, los ntimeros 24 y 36 tienen como
divisores comunes: 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Su Mcd es, por lo tanto, 12. O

Ejemplo 4.2.4.

Los enteros 9 y 4 no tienen ningtin multiplo comtn inferior a 36. Por
lo tanto, 36 es su mcm. Al contrario, los ntimeros 24 y 36 admiten 72
como multiplo comtin. Como no tienen ningtn multiplo comdn més

pequefio, 72 es su mcm. O
Ejemplo 4.2.5.

Los ndmeros 6, 10 y 15 tienen un tnico divisor comun (es 1). Es, por
lo tanto, su Mcd. Su mcm es 30. O

Definicion 4.2.4. Un entero n > 1 es primo si sus tinicos divisores son 1
y n, y compuesto en el caso contrario.

PoRr LO TANTO, seglin esta definicién, el ntimero 1 no es ni primo ni
compuesto.

DAMOS AHORA un procedimiento, llamado Criba de Eratdstenes, para
obtener la lista de los primeros niimeros primos. Digamos por ejem-
plo que queremos obtener la lista de los ntimeros primos no mayores
que n, donde # es un entero.

1. Escribimos la lista de los enteros del 2 al #.
2. Mientras se quedan enteros no tachados:

= Marcamos el primer entero no tachado.
= Lo tachamos en la lista, y tachamos también todos

sus multiplos.

Entonces los primos inferiores o iguales a n son exac-
tamente los nlimeros marcados.

Ejemplo 4.2.6.

Vamos a obtener todos los primos no mayores que 30 por medio del
criba de Eratéstenes. Empezamos haciendo la lista de los nameros del
2 al 30.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Marcamos el primer ntimero de la lista (es 2) y lo tachamos, él y sus
multiplos (son todos lo ntimeros pares).

4l 3 4 5 6 7 g 9 w 11 ¥ 13 K 15
16 17 18 19 20 21 227 23 24 25 26 27 28 29 30
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Si, asi es con la definicion moderna de “en-
tero primo”.
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Marcamos el primer elemento no tachado que queda (el 3), y lo tacha-
mos, él y sus multiplos.

.45 7 § 9 W 11 ¥ 13 M4 15
16 17 19262/(24232425262728’2936

Marcamos el primer elemento no tachado que queda (el 5), y lo tacha-
mos, él y sus mdltiplos.

@4¢7$?}611M13M%

A6 17 19 20 21 27 23 24 25 26 27 28 29 30

Y seguimos ...Obtenemos al final (cuando todos los elementos estdn
tachados):

2 [5] 4 [3] 6 [7] # ¢ 20 [x] 2 [3]

6 (37| ¥ [g] 20 24 2 [ 24 B 26 27 %

Hacemos ahora la lista de todos los elementos marcados:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29

Son todos los primos p que cumplen p < 30. O

Mas tarde demostraremos el resultado siguiente, que aceptamos de
momento:

Teorema 4.2.5 (Teorema de Euclides). Hay una infinidad de niimeros
primos.

4.2.2  El teorema fundamental del aritmética y sus consecuencias

Teorema 4.2.6 (Teorema fundamental del aritmética, factorizacion
unica). Sea n un entero positivo. Entonces admite una descomposicion cé-
mo producto de potencias de primos distintos. Ademds, esta descomposicion
es tinica, excepto por el orden de los factores.

Si notamos esta descomposicion:

€1 ,€2 Ck
n=pypy - Pr
con ey, ey, ...ey estrictamente positivos, entonces los niimeros p1, pa, ...,
pi son exactamente los divisores primos de n. Y para cada i, p;' es la mayor
potencia de p; que divida n.

Ejemplo 4.2.7.

La descomposicién de 12 es 12 = 22 x 3. En el teorema corresponde
apy =26 =2, pp =3, e = 1 Podemos escribir también esta
descomposicién como 12 = 3l x 22, correspondiendo a p; =3,¢1 =1,
p2 = 2, e = 2 (es en este sentido que “la descomposicién es tinica
excepto por el orden de los factores”). %

Definicion 4.2.7. Sea n un entero positivo y p un numero primo. Llama-
mos multiplicidad de p en n el mayor entero k tal que p* divida n. Lo
notamos pp(n).

M

]

5
30



Ejemplo 4.2.8.

La descomposicién en primos de 12 es 2% x 3. Segtn el teorema 4.2.6,
los exponentes de 2 y 3 en esta descomposicién son las multiplicidades
de 2y 3 en 12, es decir: (12) = 2y u3(12) = 1. Segun el teorema
una vez m, los otros primos no dividen 12. por lo tanto, para cualquier
primo p distinto de 2 y de 3 tenemos ji,,(12) = 0. O

La descomposicién en primos es bien ttil para resolver los pro-
blemas sobre divisores y multiplos de enteros. En efecto, tenemos
las propiedades siguientes, que enunciamos sin demostracién (hacer
las demostraciones es un buen ejercicio):

» a divide b si y solo si para cualquier primo p, pp(a) < pp(b).

= los divisores comunes de a5, ay, ..., a; son los ndmeros n tal que
para cualquier primo p, se tiene

pp(n) < min(pp(ar), pp(az), -, pp(ag))-

= los multiplos comunes de a1, ay, ..., a; son los ntimeros n tal que
para cualquier primo p, se tiene

pp(n) = max(pp(a1), pp(az), .., pp(ar))
» En particular, si a = pi'p3---plf y b = py’ szfz e p{:" con los p;
primos distintos, entonces el Mcd de a y b es:

plinin(elrfl)p;nin(ebﬁ) o pkmfn(ek/fk)

Yy su mcm es:

méx(e,f1) méx(ea,f2) "PkméX(Ek,fk)

P1 P> ’

= Como consecuencia importante del apartado anterior, y de la iden-
tidad: min(e, f) + méx(e, f) = e + f, tenemos

Mcd(a,b) x mcm(a,b) =a x b.

= Otra consecuencia es: los divisores comunes de 4 y b son exacta-
mente los divisores de su Mcd.

= Los miiltiplos comunes de a y de b son exactamente los multiplos
de su mcm.

Ejemplo 4.2.9.

Consideramos el entero 23 x 3° x 52 x 117. Sus divisores son exacta-
mente los nimeros de la forma 273°5¢11% con 0 < a <3y0<b <5y
0 <c<2y0<d <11 Si queremos contarlos: tenemos 4 posibilida-
des para a (los valores 0, 1, 2 y 3), y 6 posibilidades para b, 3 posibili-
dades para c, y 8 posibilidades para d. En total, son 4 x 6 x 3 x 8 = 576
divisores. ¢
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Se tiene min(e, f) + méx(e, f) = e+ f
porque de los dos enteros e y f, uno es
el min y el otro es el max. Por lo tanto,
min(e, f) + max(e, f) es la suma de los
dos nimeros ey f.
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Ejemplo 4.2.10.
Sia=23x3%x5x72x13%yb =3 x5%x7* x 113 entonces Mcd(a,b) =
3 x5x72ymem(a,b) =23 x 35 x 52 x 74 x 113 x 133 O

Ejemplo 4.2.11.
El Mcd de 24 y 36 es 12. Por lo tanto, su mcm es (24 x 36)/12 =72.

Aqui viene una observacion importante: por lo expuesto mds arri-
ba, calcular el Mcd de dos enteros (al igual que muchos otros pro-
blemas de aritmética) es extremadamente facil cuando conocemos la
descomposicién en primos de por lo menos uno de los dos enteros.
El problema es que no conocemos ningiin algoritmo computacionalmente
eficiente para calcular la descomposicion en primos de un entero. En mu-
chas aplicaciones del aritmética (por ejemplo en la criptografia RSA)
con grandes enteros, no podemos contar sobre esta descomposicion.
Mas abajo presentaremos un algoritmo muy eficiente (el algoritmo
de Euclides) para calcular el Mcd (y resolver mucho mds problemas)
que no involucra la descomposicién en primos.

Ejemplo 4.2.12.
Queremos calcular el Mcd de a y b con:

a = 12301866845301177551304949583849627207728535695
95334792197322452151726400507263657518745202199
78646938995647494277406384592519255732630345373
15482685079170261221429134616704292143116022212
40479274737794080665351419597459856902143413

b = 11207812846804988555387474152334412866415217
5572832183631847092406844348136304804012456204
6121362543934488420605783350036563586646780962
3774668283432801317316228300876392743688154857
07422569774006565091930648179754454977613704261121

i Pero la descomposiciéon en primos de a y b es muy dificil de obtener !
La descomposicién de a por ejemplo es:

a =
33478071698956898786044169848212690817704794983
7137685689124313889828837938780022876147116525
31743087737814467999489

X
36746043666799590428244633799627952632279158164
3430876426760322838157396665112792333734171433
96810270092798736308917

Es el “récord del mundo” de factorizacién (en 2009), y necesit6 2 afios
de célculos involucrando centenas de ordenadores j En comparacion,
mi pequefio portétil encuentra (con SAGE) el Mcd de a y de b en me-
nos de un milisegundo de tiempo CPU. No utiliza al descomposicién
en primos. Utiliza un algoritmo muy simple y muy eficiente que pre-
sentaremos en la seccién siguiente, el algoritmo de Euclides.

Mcd(a, b) =
3347807169895689878604416984821269081770479498
371376856891243138898288379387800228761471165
2531743087737814467999489

i Inténtalo en el tuyo ! La instruccién para
calcular el Mcd deay b es gcd(a,b).



4.2.3 Demostraciones

A continuacién vamos a demostrar formalmente dos resultados ya
enunciados:

= FL CONJUNTO DE LOS NUMEROS PRIMOS ES INFINITO (Teorema de
Euclides).

= CUALQUIER ENTERO POSITIVO SE DESCOMPONE DE MANERA UNICA
COMO PRODUCTO DE POTENCIAS DE PRIMOS (Teorema fundamental del
aritmeética).

En las demostraciones nos basaremos solamente sobre los tres resul-
tados siguientes:

= CUALQUIER CONJUNTO NO VACIO DE ENTEROS POSITIVOS TIENE UN
MENOR ELEMENTO. Es una propiedad fundamental de los nimeros
enteros que no se demuestra.

= CUALQUIER ENTERO ESTRICTAMENTE SUPERIOR A 1 ES PRODUCTO DE
PRIMOS. Esto ya fue demostrado en la parte sobre induccién ma-
tematica.

= SI UN PRIMO DIVIDE UN PRODUCTO DE ENTEROS, ENTONCES NECESA-
RIAMENTE DIVIDE UN FACTOR DEL PRODUCTO. O sea, si p es primo y
divide aqa; - - - a; entonces necesariamente p divide por lo menos
uno de los enteros a4, ay, ..., ai. Esto lo demostraremos mas tar-
de, cuando tendremos las herramientas necesarias para hacerlo (el
algoritmo de Euclides extendido y la nocién de ntiimeros coprimos).

Damos dos demostraciones del teorema de Euclides (EL cONJUNTO
DE LOS NUMEROS PRIMOS ES INFINITO).

Demostracion 1 del Teorema de Euclides. Construimos por induccién una
sucesion infinita de ntimeros primos p1, pa, p3 distintos, ... Esto de-
mostrard que hay una infinidad de primos.

Empezamos definiendo p; = 2. Luego, suponemos que ya hemos
definido py, pa, . .., px. Vamos a definir pjy 1. Para esto, consideramos
el nimero 1+ p1pz - - - px. Es producto de primos, y, como es estricta-
mente superior a 1, admite en particular por lo menos un divisor pri-
mo. Definimos py1 cémo el menor divisor primo de 1+ p1ps - - - pi.
Nos queda a demostrar que es un “nuevo” primo, es decir que es dis-
tinto de p1, p2, ..., px. Si no fuese el caso, tendriamos que py, 1 divi-
de el producto pyp2 - - - px. COmMO py4q divide también 14 p1p2 - - - py,
deducirfamos que pj divide 1. Es imposible porque 1 no tiene nin-
gun divisor primo. Esto demuestra que pj; es distinto de los primos
construidos anteriormente y acaba la demostracién del teorema. O

La segunda demostraciéon es una demostracién por reduccion al
absurdo. Demostrar una proposicién P por reduccién al absurdo con-
siste en establecer que la negaciéon P implica algo falso: =P = f.
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k 14+pip2---px Pri1
1 3 3

2 7 7

3 43 43

4 1807 13

5 23479 53

6 1244335 5

7 6221671 6221671

8 38709183810571 38709183810571

Cuadro 4.1: Los primeros nimeros primos
producidos por el algoritmo descrito en la
primera demostracion del teorema de Eucli-
des.
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Examinando la tabla de verdad de la implicacién, vemos que en con-
secuencia P ha de ser falso.

Demostracion 2 del teorema de Euclides. Suponemos que hay solamen-
te un namero finito de primos. Sea g su producto. Consideramos
el niimero 1+ 4. Como 1+ 4 > 1y como cada nimero superior a
1 es producto de primos, 1 + g admite algtin divisor primo p. En-
tonces p divide a la vez g y 1+ g. Por lo tanto p divide 1, ya que
1 = (1+g) — q. Es imposible, ya que 1 no tiene ningun divisor pri-
mo. Por contradiccién, tenemos que concluir que la hipétesis segtin
la cudl hay solamente un nimero finito de primos es falsa. Es decir,
hay un ntimero infinito de primos. O

Demostramos ahora el teorema fundamental del aritmética (CUALQUIER
ENTERO POSITIVO SE DESCOMPONE DE MANERA UNICA COMO PRODUCTO
DE POTENCIAS DE PRIMOS).

Demostracion del teorema fundamental del aritmética. Sea n un entero po-
sitivo. Ya hemos demostrado (en la parte “induccién”) que si n > 1,
entonces 1 es primo o producto de primos. Abusando del lengua-
je (pero sin dafiar la coherencia matematica) nos permitiremos decir
que si 1 es primo, también es producto de primos (es producto de un
solo primo) y si n = 1, también es producto de primos (es producto
de 0 primos). Por lo tanto, n es producto de primos. Reagrupando
los primos iguales en este producto obtenemos que n es producto de
potencias de primos distintos,

— 1,22 Ck
n=P1Py Pk
Para demostrar la unicidad de la descomposicién, vamos a pro-

ceder de la manera siguiente: demostraremos que para cualquiera
descomposicion de n de la forma

e e e

n = pllpzz e Pkk
con py, pa, - .., px distintos, se tiene que e = pp, (1), €2 = pp,(n), ...,
ex = pp,(n). Esto establecerd que no hay otra descomposicién que el

producto de los p”P(”) para los factores primos p de n.
Suponemos, por lo tanto, que

e1 e e
n = pllpzz e pkk
con los primos p; distintos y k > 0 (si k = 0 se tiene n = 1, que
tiene como tdnica descomposicién el “producto vacio”, es decir, el
producto con 0 factores).
Vamos a demostrar que e; = pp, (1), la multiplicidad de p; en
n. Esto significa que tenemos que demostrar, por una parte, que p‘il
divide n y, por otra parte, que si f > e; entonces p{ no divide n.
Que pj' divide 7 es evidente, ya que 1 es producto de p]' y de otros

numeros. Sea f > e;. Demostremos que p{ no divide n. Observamos
que la proposicién

P=" p{ divide n”



es equivalente a
Q="p/ "' divide p - - p.”

que implica

R="p; divide p3* - - - pi*.”
ya que f —ej > 0. Pero R es falsa. En efecto, como p; es distinto de
P2, ..., Pk ¥ que estos nimeros son primos, p; no divide ninguno de
ellos. Como p; es primo, no puede dividir un producto con factores
p2, .-+, Pk-

En resumen, P es equivalente a Q que implica R, pero R es falsa.
Por lo tanto, Q es falsa. En consecuencia, P es falsa también. Esto
acaba la demostracion de e; = uy(n).

Ahora sea i € {2,...,k}. La demostracion de “e; = pp,(n)” es
la misma que la de “e; = pp, (n)” mutatis mutandis. En conclusién,
ej = Jip,(n) para cualquier i. O

4.3 El algoritmo de Euclides

4.3.1 La division euclidea

La “divisién euclidea” es simplemente la divisién con restos. Su
buena definicién esta garantizada por el teorema siguiente.

Teorema 4.3.1. Sean a y b dos enteros con b # 0. Existe un tinico par
(q,r) de enteros que cumpla las dos condiciones siguientes:

1. a=bqg+r.
2. 0<r<|b|.

Los enteros q y v se llaman cociente y resto en la divisién euclidea de a

entre b.
Ejemplo 4.3.1.
La division de 152 por 50 es: 152 = 3 x 50 + 2. El cociente es 3, el resto
es 2. O
Ejemplo 4.3.2.

Un ntimero es impar si y solo si su resto en la division por2es 1. ¢

Ejemplo 4.3.3.

Tenemos —13 = —3 x 4 — 1, pero esto no es la divisién de —13 entre 4,
porque el resto no puede ser —1 (no puede ser negativo). La divisién
de —13 entre4 es —13 = —4 x 4 + 3. O
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Ejemplo 4.3.4.
La parte entera de un ntimero real x es el inico entero n (notado a
menudo [x]) que cumple:

n<x<n+1

Si x es el cociente a/b de dos enteros con b > 0, entonces estas des-
igualdades son equivalentes a:

n<a<bn+b

Es equivalente a:
0<a-—-bn<b

Reconocemos que a — bn es el resto de la divisién de a entre b, y n

es su cociente. En resumen, si b > 0, entonces [%} es el cociente en la

divisién euclidea de a entre b. O

Demostracion del Teorema 4.3.1. Sea A el conjunto de los ndmeros de
la forma a — kb para k € Z. Entonces A NN es un subconjunto no
vacio de IN. Por lo tanto admite un menor elemento r. Como r per-
tenece a A, existe un entero q tal que a —gb =r, es decir a = gb +r.
Como r pertenece a IN, tenemos r > 0. Finalmente r no puede ser
mayor o igual a |b|, sino r — |b| seria otro elemento de A N IN, menor
que r. Por lo tanto, r < |b|. Esto demuestra que existe por lo menos
un par (g, r) que satisface las condiciones del teorema.

No podemos tener otro par (4',7") que cumpla las condiciones del
teorema. En efecto, el intervalo {0,1,...,|b| — 1} no puede contener
dos niimeros de la forma a — kb, ya que dos ntmeros tienen dife-
rencia por lo menos b. Como ya contiene r, no puede contener otro
r"=a—q'b. O

Tenemos la propiedad importante siguiente de la divisién eucli-
dea.

Lema 4.3.2. Sean a y b dos enteros, con b # 0. Sea r el resto en la division
euclidea de a entre b. Entonces a y b por una parte, y b y v por otra parte,
tienen exactamente los mismos divisores comunes. En particular, tienen el
mismo Mcd:

Mcd(a,b) = Mcd(b,r)

Ejemplo 4.3.5.

Digamos que queremos calcular el Mcd de 1483 y 517. Tenemos: 1483 =
2 x 517 + 449. Por lo tanto, el resto en la divisién euclidea de 1483 en-
tre 517 es 449. Por lo tanto: Mcd(1483,517) = Mcd(517,449). Hemos
reducido el problema de calcular el Mcd de dos ntmeros en el pro-
blema de calcular el Mcd de ntimeros més pequefios. A continuacién
explotaremos esta idea mas a fondo. O

4.3.2  El algoritmo de Euclides (para calcular el Mcd)

Ejemplo 4.3.6.

Continuamos con el ejemplo 4.3.5, donde queriamos calcular Mcd (1483, 517).

Lo hacemos utilizando varias veces el lema 4.3.2, reduciendo cada vez
los enteros implicados por medio de una divisioén euclidea.



1483 = 2 x 517+ 449, por lo tanto Mcd(1483,517) = Mcd(517,449)
517 = 1 x 449 + 68, por lo tanto Mcd(517,449) = Mcd (449, 68)
449 = 6 x 68 + 41, por lo tanto Mcd (449, 68) = Mcd(68,41)

68 =1x41+27, por lo tanto Mcd(68,41) = Mcd(41,27)

41 =1x27+14, por lo tanto Mcd(41,27) = Mcd(27,14)

27 =1x14+13, por lo tanto Mcd(27,14) = Mcd (14, 13)
14=1x13+1, por lo tanto Mcd(14,13) = Mcd(13 1)
13=13x1+0, por lo tanto Mcd(13,1) = Mcd(1,0).

Al llegar aqui concluimos que Mcd(1483,517) = Mcd(1,0). Observa-
mos que los divisores de 0 son todos los enteros. Por lo tanto los di-
visores comunes de 0 y de 1 son simplemente los divisores de 1. Hay
solamente 1. Por lo tanto, el Mcd de Oy 1 es 1. O

Este procedimiento para calcular el Mcd de dos enteros funciona
siempre y, ademds es computacionalmente eficaz. Se llama el algorit-
mo de Euclides. En dos palabras, el algoritmo de Euclides define una
“sucesién de restos”, cuyos dos primeros términos son a4 y b, tal que
cada nuevo término es el resto en la divisién de los dos anteriores.
Aqui esta una definicién mas formal:

Definimos recursivamente una sucesion (r1,7,73,...)
por medio de

= las condiciones iniciales: r{ = a, r, = b,

= y de la relacién: para cualquier i > 2, sir;_1 y tj_»
son definidos y r;_1 # 0, entonces r; es el resto en la
division de r;_, entre r;_1.

La sucesién asi producida es finita, y el Mcd de a y b

es el ultimo término diferente de 0.

La sucesién asi definida es finita porque a cualquier etapa, se tiene,
por definicién de la divisién euclidea, para cualquier i > 2,0 <r; <
Yi—1-

Ejemplo 4.3.7. (Continuacién del ejemplo ??).
La sucesién de los restos en el algoritmo de Euclides aplicado a 1483
y 517 es:

517,449,69,41,28,13,2,1,0

El Mcd es 1 y se obtiene como ultimo resto distinto de 0. O

4.3.3 El algoritmo de Euclides extendido
Empezamos con una definicion.

Definicion 4.3.3. Si a y b son dos enteros, las combinaciones lineales a
coeficientes enteros de a y b son las expresiones de la forma ax + by con
X ey enteros.

OBSERVESE que si a y b son enteros y si a = bg +r es la divisién
euclidea de a entre b, entonces r es una combinacién lineal de a y de
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b. En efecto, r = a — gb Podemos utilizar esta descomposicién del

resto en cada etapa del algoritmo de Euclides.

Ejemplo 4.3.8.
Aplicamos el algoritmo de Euclides a @ = 1483 y b = 517. En cada
paso:

1. Dividimos el pentltimo resto obtenido por el ultimo resto obteni-
do, esto produce un nuevo resto (es el algoritmo de Euclides “no
extendido”).

2. Aislamos el nuevo resto para expresarlo como combinacién lineal
de los dos restos anteriores.

3. Sustituimos en esta combinacién lineal las expresiones de estos dos
restos anteriores en funcién de a y b.

4. Simplificamos: obtenemos una descomposicién del nuevo resto como
combinacién lineal de a y b.

Estos cuatro etapas corresponden a las cuatro columnas de la tabla

r = a — qb, es bien una combinacién lineal
de a y de b, los coeficientes son x = 1 e

y=-q

siguiente:

Divisiéon Aislar el nuevo resto  Sustituir Simplificar
1483 =2 x 517 +449 449 =1483 —2x 517 =a—-2b

517 =1x 449468 68 =517 — 449 =b— (a—2b) = —a+3b
449 = 6 x 68 + 41 41 =449 — 6 x 68 = (a—2b) —6(3b —a) = 72— 20b
68 =1x41+27 27 = 68 — 41 = (3b—a) — (7a — 20b) — —8a+23b
41 =1x27+14 14 =41-27 = (74 —20b) — (—8a+23b) =152 —43b
27 =1x14+13 13=27-14 = (—8a+23b) — (152 —43h) = —23a + 66b
14=1x13+1 1=14-13 = (152 — 43b) — (—23a + 66b) = 38a — 109b
13=13x14+0

En conclusién, el Mcd de 1483 y 517 es 1 y tenemos la descomposicién:
1 =38 x 1483 — 109 x 517. O

El “algoritmo de Euclides extendido” consiste en aplicar el algo-

ritmo de Euclides y, ademads, a cada paso, descomponer el nuevo

resto r; como combinacién lineal de a y b, utilizando para esto las

descomposiciones de los dos restos anteriores r;_1 y r;_, como com-

binaciones lineales de a y b. Produce, al final, una descomposicién

lineal del Mcd de a y b como combinacién lineal de a y b.

Sacamos ahora unas consecuencias tedricas de la existencia del

algoritmo de Euclides.

Lema 4.3.4. Sean a y b dos enteros con b # 0. Entonces Mcd(a, b) es una
combinacion lineal de a y b. Y, en consecuencia, cualquier miiltiplo de a y b
es también combinacion lineal de a y b.

Demostracion. El algoritmo de Euclides extendido proporciona una

descomposicién de Mcd(a,b) como combinacién lineal de a y b, es

decir una descomposicién de la forma:

Mcd(a, b) = xa + yb



Ahora, sea m un multiplo de Mcd(a, b). Existe un entero k tal que
m = kMcd(a,b). Por lo tanto,

m = k(xa+ yb) = kxa + kyb

Vemos que m es combinacién lineal de a y b (con coeficientes kx y

ky). O

Definicion 4.3.5. Sean a y b dos enteros. Una identidad de Bézout para
ay b es una descomposicion de Mcd(a,b) como combinacion lineal de a y
b, es decir una expresion de la forma:

Mcd(a,b) = xa + yb

Tenemos dos conjuntos: por una parte, el conjunto de los multi-
plos de Mcd(a, b), cuya estructura es clara, y por otra parte, el con-
junto de las combinaciones lineales de a y b, que parece mds en-
redado. Acabamos de establecer que el primero es estos conjuntos
esta contenido en el otro. Ahora viene el resultado fuerte: | los dos
conjuntos son iguales !

Teorema 4.3.6. Sean a y b dos enteros, con b # 0. Entonces las combina-
ciones lineales de a y b son exactamente los miiltiplos de Mcd(a, b).

Demostracion. Ya hemos demostrado que cualquier multiplo de Mcd(a, b)

es combinacion lineal de a y b. Nos queda por demostrar que cual-
quiera combinacion lineal de a y b es multiplo de Mcd(a, b). Es bas-
tante elemental. Consideremos una combinacién lineal de a y b, es
decir un ntiimero de la forma xa + yb con x e y enteros. Notemos d
para Mcd(a, b). Como d es un divisor comun de a y b, existen enteros
uyvtal que a = udyb = vd. Por lo tanto, xa + yb = xud + yvd =
(xu + yv)d. Es un maltiplo de d. O

Mas consecuencias, esta vez en relacién con el problema de las
ecuaciones diofénticas lineales.

Teorema 4.3.7. Consideramos la ecuacion diofdntica lineal ax + by = c
con a, b, c enteros y b # 0. Admite soluciones si y solo si ¢ es un muiltiplo
de Mcd(a, b).

Demostracion. En efecto, las soluciones (x,y) de ax 4 by = ¢ son exac-
tamente los coeficientes en las descomposiciones de ¢ como combi-
nacién lineal de a y b. En particular, la ecuacién admite soluciones
si y solo si ¢ admite descomposiciones como combinacién lineal de
ay b. Por el teorema anterior, es equivalente a: “c es un multiplo de
Mcd(a,b)”. O

Ejemplo 4.3.9.

La ecuacién 105x + 42y = 30 no admite ninguna solucién. En efecto,
calculamos (con el algoritmo de Euclides) que Mcd(105,42) = 21 y 21
no divide 30. O
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Ejemplo 4.3.10.

Sea ¢ un entero. La ecuacién 1483x + 517y = c admite siempre solu-
ciones, independientemente del valor de c. En efecto, hemos calculado
que Mcd(1483,517) = 1, siempre divide c. O

4.3.4 Nimeros coprimos

Definicion 4.3.8. Sean a y b dos enteros. Decimos que a y b son coprimos
(0 que son primos entre si) cuando su tinico divisor comiin es 1, es decir,
cuando su Mcd vale 1.

Una manera corta de demostrar a alguien que dos ntimeros a y
b son coprimos (sin ensefiarle toda la ejecucién del algoritmo de
Euclides que calcula que Mcd(a,b) = 1) consiste en ensefarle una
identidad de Bézout ax + by = 1.

Ejemplo 4.3.11.
Para certificar que 1487 y 512 son coprimos, basta ensefiar la identidad
de Bézout:

1 =238 x 1483 — 109 x 517

Ejemplo 4.3.12.
Dos enteros consecutivos 7 y n + 1 son siempre coprimos, ya que te-
nemos la identidad de Bézout:

1=(-1)xn+1x(n+1)

Ejemplo 4.3.13.
Sean a, b y ¢ enteros con b # 0. La ecuacién ax + by = c define una
recta del plano, y (—b,a) es un vector director de la recta. Sea d el
Mcddeaybywa =a/d, B = 0b/d Entonces (—pB,a) es también un
vector director de la recta. Los enteros « y B con coprimos. En efecto,
como d = Mcd(a, b), tenemos una identidad de Bézout d = ua + vb.
Dividiendo ambos lados por d obtenemos 1 = ua + vf. Esta nueva
identidad de Bézout certifica que & y § son coprimos.

Los vectores (—fB,a) y (B, —a) son los unicos vectores directores
de la recta de coordenadas enteras coprimas. Son también los mas
pequefios vectores directores de la recta de coordenadas enteras. ¢

Vemos que a y b son coprimos cuando 1 es combinacién lineal de
ay b, es decir, cuando existen enteros x e y tal que 1 = xa + yb. Pero
en este caso, cualquier entero k es también combinacién lineal de a y
b. En efecto, tenemos k = (kx)a + (ky)b. Esto caracteriza de manera
alternativa los pares de nliimeros coprimos.

Proposicién 4.3.9. Sean a y b dos enteros. Entonces a y b son coprimos si
y solo si todos los enteros pueden obtenerse como combinaciones lineales de

ayb.

Por ejemplo, para la recta de ecuacion
81x + 153y = 36, los mas pequefios vecto-
res directores de coordenadas enteras son
(=17,9) y (17, -9), ya que el Mcd de 81 y
153 es 9,y que (—153,81) =9-(—17,9).



Veamos a que corresponde la nocién de “coprimos” cuando uno
de los enteros es primo. Si a es un entero y p un primo, tenemos la
alternativa siguiente:

= p divide a. Entonces Mcd(a, p) = p. En particular, a y p no son
coprimos.

= p no divide a. Como los tnicos divisores de p son p y 1, y que p
no es divisor de a, vemos que el tinico divisor comtn de a y p es
1. Por lo tanto a y p son coprimos.

Por lo tanto, si p es primo, entonces 2 y p son coprimos si y solo si a
no es multiplo de p.

La proposiciéon y el teorema siguientes son importantes. Bastan
para justificar la introduccién de la nocién de “coprimos”.

Proposicién 4.3.10. Sean a, b, n enteros. Si n divide ab y si, ademds, n y
a son coprimos, entonces n divide b.

Demostracion. Suponemos que n divide ab y que n y a son coprimos.
Como n divide ab, existe un entero k tal que ab = kn. Como n y a
son coprimos, existen enteros x e y tal que 1 = xa + yn (identidad
de Bézout). Por lo tanto, xa = 1 — yn. Multiplicamos la identidad
ab = kn por x. Esto da xab = xkn. Sustituimos xa por 1 — yn, obte-
nemos (1 — yn)b = xkn. Desarrollamos y reagrupamos los términos
involucrando n, obtenemos: b = (yb + xk)n. Vemos que n divide
b. O

Teorema 4.3.11. Sea p un niimero primo. Si p divide un producto ajay - - - ay,
entonces necesariamente divide por lo menos uno de los factores aq, ay, ...,
aj.

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre k. Nuestra hipétesis
de induccién es:

P(k) ="Si p divide un producto de k enteros entonces divide por lo
menos uno de ellos.”

Incluimos en esta sucesién de proposiciones el caso k = 1. Un pro-
ducto de un solo entero a es simplemente este entero.

Nuestro caso base serd k = 1. La proposiciéon P(1) dice que si
p divide un entero a, entonces p divide por lo menos uno de los
elementos de la lista (a) ; Es una lista de un solo elemento ! En fin,
P(1) dice que si p divide 4, entonces p divide a. Por lo tanto P(1) es
cierta.

Demostramos ahora que cada una de las proposiciones P(k) im-
plica la siguiente, P(k + 1), para cualquier k > 1.

Sea k > 1. Suponemos P(k) cierta. Sean a1, ay, ..., ax,1 enteros tal
que p divide el producto aja; - - - ax41. Hay dos casos:

= 0 bien p divide aj .
= 0 bien p no divide a;1. En este caso p y a1 son coprimos. Uti-
lizando la proposicién 4.3.10 deducimos que p divide aqay - - - ay.

Pero, como hemos supuesto P(k) cierto, podemos deducir que p
divide por lo menos uno de los enteros ay, ay, ..., a.

aritmética 81



82

En ambos casos, p divide por lo menos uno de los factores del pro-
ducto. Por lo tanto P(k + 1) es cierta.

Hemos demostrado que P (k) implica P(k + 1) para cualquier k >
1. Esto establece (junto con la demostraciéon de P(1)) por induccién
que P(k) es cierta para cualquier k. O

Recordamos que el teorema 4.3.11 fue utilizado para demostrar
el teorema fundamental del aritmética (sobre la descomposicién en
primos) y el teorema de Euclides (sobre la infinidad de los niimeros
primos)

4.4 Resolucion de la ecuacion diofdntica lineal ax + by = c

Vamos a presentar un método de resolucién de la ecuacién dio-
fantica
ax+by =c

dénde a, by ¢ son enteros y a # 0 0 b # 0.

Se puede resolver la ecuacién diofdntica ax + by = c en cuatro etapas.
1. Determinar si la ecuacién tiene soluciones, o no.

2. Hallar una solucién particular de ax + by = c.

3. Hallar la solucién general de la ecuacién homogénea, ax + by = 0.

4. Hacer la suma de estas dos soluciones: es la solucién general de
ax+by =c.

Ya hemos observado que la ecuacién admite soluciones si y solo
si Mcd(a, b) divide ¢, y como hallar una solucién particular con el
algoritmo de Euclides extendido. A continuacién explicamos el tercer
paso, y luego repasaremos las cuatro etapas en detalle.

4.4.1  La ecuacién lineal homogénea asociada

La ecuacién lineal homogénea asociada a ax + by = c es la ecuacién
obtenida cancelando el término independiente c. Es:

ax+by =0

Proposicién 4.4.1. Sean a, b y c enteros, con a # 00 b # 0, tal que
Mcd(a, b) divide c. La solucion general de la ecuacion diofdntica ax + by =
c es la suma de:

= la solucién general de la ecuacién lineal diofdntica asociada, ax 4+ by = 0,
= Yy de una solucién cualquiera de ax + by = c.

Demostracion. Sea (xp,Yo) una soluciéon cualquiera de ax + by = c.
Entonces: ax + by = 0 es equivalente a: ax 4 by 4 axg + by = ¢ (ya que
axg + byp = c). Es equivalente a a(x + xg) + b(y + yo) = ¢, es decir a
que (x + xo,¥ + yo) sea solucién de ax + by = c. Por lo tanto, (X, Y)
es la solucién general de ax + by = c si y solo si (X,Y) + (xo,¥0) es
la solucién general de ax + by = c. O



Ejemplo 4.4.1.

La solucién general de 3x + 4y = 6 es (4k — 6,6 — 3k). Se descompone
como (4k, —3k) + (—6,6). La expresion (4k, —3k) es la solucion general
de 3x +4y =0,y (—6,6) es una solucién particular de 3x + 4y = 6. O

Resolver una ecuacién lineal diofantica homogénea ax + by = 0
es facil. En primer lugar, simplificamos por el Mcd de a y b. A con-
tinuacién (proposicién 4.4.2) demostraremos que la nueva ecuacién
que obtenemos tiene sus coeficientes primos entre si. Y luego (propo-
sicién 4.4.3) veremos que es inmediato resolver una ecuacion lineal
diéfantica homogénea con coeficientes primos entre si.

Proposicién 4.4.2. Sean a y b enteros, cona # 00 b # 0. Sean a y B los
enteros definidos por « = a/ Mcd(a,b) y p = b/ Mcd(a, b). Entonces a y
B son primos entre si.

Demostracion. Suponemos b # 0 (el caso a # 0 se trata de manera
similar).

La ecuacién ax 4+ by = 0 es equivalente a ax + By = 0 (hemos
dividido ambos lados de la ecuacién por Mcd(a, b)).

Afirmamos que & y B son coprimos. En efecto, existen enteros u
y v tal que Mcd(a,b) = au + bv (identidad de Bézout; el Mcd es
combinacién lineal de a y b). Dividiendo ambos lados por Mcd(a, b)
obtenemos 1 = au + Bo. Esta identidad de Bézout certifica que a y 8
son coprimos. O

Proposicién 4.4.3. Sean a y P enteros, con & # 0 0 B # 0. Entonces la
solucién general de la ecuacion lineal homogénea diofdntica ax + By = 0 es
(—PBk, ak) con k pardmetro.

Demostracion. Le ecuacién ax + By = 0 es equivalente a —ax = fy.

Sea (x,y) una solucién. Vemos que B divide ax. Como B y a son
coprimos, obtenemos que § divide —x (hemos utilizado la proposi-
cién 4.3.10). Esto significa que existe un entero k tal que x = —kp.
Como x— = kB y —ax = By, obtenemos que akp = By. Como B # 0,
podemos simplificar por B. Obtenemos y = ak. En resumen, si (x,y)
es una solucién, entonces existe un entero k tal que x = —fk ey = ak.

Reciprocamente, es inmediato comprobar, por célculo directo, que
para cualquier entero k, el par (— Bk, ak) es solucién de la ecuacion
ax + by =0, ya que ap = Mcd(a,b)ap y ba = Mcd(a, b)Ba.

Por lo tanto, hemos demostrado que la solucién general de ax +
by = 0 es (Bk, —ak) con k pardmetro. O

4.4.2  Resolucion de la ecuacién lineal diofdntica ax + by = c

Detallamos a continuacién las cuatro etapas de la resolucién evo-
cadas anteriormente.

1. Determinar si la ecuacion tiene soluciones, o no. Utilizamos el
criterio del teorema 4.3.7: la ecuacién admite soluciones si y solo
si el Mcd de a y b divide c. Calculamos, por lo tanto, el Mcd de a
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y b (con el algoritmo de Euclides). Si no hay solucién el problema
esta resuelto.

. Hallar una solucién particular de ax + by = c. Una tal solucién

particular es proporcionada por la identidad de Bézout. En efec-
to, la identidad de Bézout es de la forma ua + vb = Mcd(a, b).
En el etapa anterior hemos determinado que Mcd(a,b) divide
c. Encontramos el entero m tal que ¢ = mMcd(a,b). Multiplica-
mos la identidad de Bézout por m, obtenemos: (mu)a + (mv)b =
mMcd(a, b) = c. Por lo tanto, x = mu con y = mv es una solucién
particular de la ecuacién.

. Hallar la solucién general de la ecuacién homogénea, ax + by =

0. Se hace por medio de la proposicioén 4.4.3.

. Hacer la suma de estas dos soluciones: es la solucién general de

ax + by = c. Sin comentario.

Ejemplo 4.4.2.
Resolvamos la ecuacién dioféntica 227271x + 737814y = 53229.
En primer lugar, aplicamos el algoritmo de Euclides a los coeficien-

tes 737814 y 227271 para calcular su Mcd y determinar si la ecuacién
admite soluciones.

737814=3 x 227271 + 56001
227271= 4 x 56001 + 3267

56001 = 17 x 3267 + 462
3267 = 7 x 462 + 33
462 = 14 x 33 +0

Vemos que el Mcd de 737814 y 227271 es 33. Comprobamos que 33
divide 53229. En efecto, 53229 = 33 x 1613. Por o tanto la ecuacion
admite soluciones enteras.

Luego, buscamos alguna solucién de la ecuacién. Para esto, pone-
mos a = 227271 y b = 737814 y expresamos el Mcd como combi-
nacién lineal de a y b, por medio del algoritmo de Euclides extendi-
do. Nos dard una identidad de Bézout: Mcd(a,b) = ua + vb. Como
53229 = Mcd(a,b) x 1613, multiplicaremos por 1613 y obtendremos
una descomposicion: 53229 = (1613u)a + (1613v)b, correspondiendo
a una solucién x = 1613u, y = 1613v.

No necesitamos repetir todos los célculos, utilizamos las divisiones
euclideas realizadas en la etapa anterior.

b=3 x a + 56001 56001 = —3a+b
a=4 x 56001 + 3267 | 3267 =a—4 x 56001 =a—4(-3a+Db)
56001=17 x 3267 +462 | 462 =56001 —17 x 3267 = (—3a+b) —17(13a — 4b)
3267=7 x 462 + 33 33 =3267—7x462 = (132 — 4b) — 7(—224a + 69b)

Obtenemos la identidad de Bézout 33 = 1581a — 487b. Multiplicamos
ambos lados por 1613, obtenemos:

53229 = 25551534 — 785531b

Por lo tanto, una solucién particular es x = 2555153, y = —785531.

13a — 4b
—224a0 4 69b
1581a — 487b
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Luego resolvemos la ecuacién homogénea asociada. Es 227271 x + 737814y =

0. Dividiendo por el Mcd de los coeficientes obtenemos una ecuacion

equivalente con coeficientes coprimos:

6887x +22358b = 0

Como los coeficientes son coprimos, la solucion general es (—22358k, 6887k).

En conclusion, la solucién general de la ecuacién diofantica 227271x +
737814y = 53229 es (2555153 — 22358k, 737814 + 6887k). O

Ejemplo 4.4.3.
Resolvamos la ecuacién diofantica 143x 4 231y = 321.

Calculamos el Mcd de 143 y 231 por medio del algoritmo de Euclides.

231 1 x 143 + 88
143 = 1x88455
88 = 1x55+33
55 = 1x33+4+22
33 = 1x22+411
22 = 1x1140

El ultimo resto no nulo es 11, es el Mcd de 213 y 143. Dividiendo 321
entre 11 obtenemos: 321 = 29 x 11 + 2. Por lo tanto 11 no divide 321.
Concluimos que la ecuacién no tiene solucién entera. O

Ejemplo 4.4.4.
A continuacion, resolvemos el problema siguiente:

Hemos gastado 85,39 euros en boligrafos y cuadernos. Cada bo-
ligrafo costaba 1,27 euros, y cada cuaderno costaba 3,23 euros.
¢ Cuantos boligrafos y cuantos cuadernos fueron comprados, al
minimo ?

Sea x el nimero de boligrafos e y el numero de cuadernos. Expresamos
los precios en céntimos. Tenemos la relacién 127x + 323y = 8539.

Comprobamos que la ecuacién admite soluciones enteras calculando
el Mcd de 127 y 323 con el algoritmo de Euclides.

323=2 x 127 + 69
127=1 x 69 + 58
69=1 x 58 + 11
58=5x11+3
11=3x3+2
3=1x2+1
2=2x1+0

El Mcd de 127 y 323 es 1. Por lo tanto la ecuacion admite soluciones.

Buscamos ahora una solucién de la ecuacién por medio del algoritmo
de Euclides extendido. Ponemos a = 127 y b = 323

b=2xa+69. |69 =b-2a

a=1x69+58. | 58 =a—69 =a—(b—2a)
69=1x58+11. [ 11 =69 —58 = (b—2a) — (3a—b)
58=5x11+3. | 3 =58-5x11 = (3a—b)—5(—5a+2b)
11=3x3+2 | 2 =11-3x3 = (—5a+2b)—3(28a— 11b)
3=1x2+1. 1 =3-2 = (282 — 11b) — (—89a + 35b)

Como 143 y 231 son pequefios, podriamos
también calcular su Mcd descomponiéndo-
los en primos, sin aplicar el algoritmo de Eu-
clides.

=3a—0b

= —5a+2b
=28a—11b
—89a + 35b
= 117a — 46b
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Por lo tanto, 1172 — 46b = 1. Multiplicando por 8539 obtenemos 999 063a —

392794b = 8539. Vemos que una solucién particular de la ecuacién es
(x,y) = (999063, —392794).

Resolvemos ahora la ecuacién homogénea asociada. Es 127x 4 323y =
0. Como 127 y 323 son coprimos, su solucién general es (—323k, 127k).
Finalmente, la solucién general de la ecuacién diofantica 127x 4323y =
8539 es (x,y) = (999063 — 323k, —392794 + 127k).

Anadimos ahora las condiciones x > 0 e y > 0, ya que las cantidades
de boligrafos y de cuadernos no pueden ser negativas. Para (x,y) =
(999 063 — 323k, —392 794 + 127k), son equivalentes a

999063 — 323k > 0, —392794 4+ 127k > 0
Son equivalentes a:
392794/127 <k <999063/323

Realizando las divisiones euclideas de 392 794 entre 127 y 999 063 entre
323 simplificamos las desigualdades en

3092 +110/127 < k < 3093 4-24/323
Para k entero son equivalentes a:
3093 < k < 3093

Por lo tanto hay una tinica solucién, corresponde a k = 3093. Calcu-
lamos que esta solucién es x = 24 e y = 17. Hemos comprado 24
boligrafos y 17 cuadernos. ¢

Ejemplo 4.4.5.

A veces, cuando la ecuacién es especialmente sencilla, podemos uti-
lizar atajos para resolverla, en vez de aplicar estrictamente el método
propuesto en estos apuntes. Veamos como resolver la ecuacién diofan-
tica 81x + 153y = 36.

Calculamos el Mcd de 81 y 153. Los ntimeros son suficientemente pe-
quefios para hacerlo utilizando la descomposicion en primos. Tene-
mos 81 = 3%, Calculamos que 153 = 3 x 51 = 3 x 3 x 17. Por lo tanto
Mcd(81,153) = 32. Divide 36. Por lo tanto, la ecuacién admite solucio-
nes enteras. Podemos simplificar la ecuacién, dividendo todo por 9; la
ecuacién es equivalente a 9x 4 17y = 4. Los nuevos coeficientes 9 y 17
son coprimos.

En vez de calcular una identidad de Bézout para 9 y 17 por me-
dio del algoritmo de Euclides, encontramos una identidad de Bézout
“evidente”: 2 x 9 — 17 = 1. Deducimos (multiplicando por 4) que
8 x9—4x17 = 4. Por lo tanto (x,y) = (8, —4) es una solucién de
la ecuacién 81x 4 153y = 36.

Resolvemos ahora la ecuaciéon homogénea asociada. Es 81x 4- 153y = 0,
pero se simplifica en 9x + 17y = 0. Como 9 y 17 son coprimos, su
solucién general es (—17k, 9k).

En conclusién, la solucién general de 81x + 153y = 36 es (x,y) =
(8 — 17k, —4 + 9K). O
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Aritmeética modular

5.1 Congruencia modulo n

Los enteros se reparten entre pares e impares. Los enteros pares
son los enteros cuyo resto en la division entre 2 es 0. Los impares son
los restos que tienen resto 1.

En vez de repartir los enteros segtin su resto en la divisién entre
2, podemos repartirlos segtin su resto en la divisién entre 3, entre 4
...entre cualquier entero n > 2.

Por ejemplo, hay tres restos posibles en la divisién entre 3, y los
enteros se reparten segtin su resto en los tres conjuntos siguientes:

{...,—3,0,3,6,9,...}
{...,—2,1,4,7,10,...}
{...,-1,2,58,11,...}

Definicion 5.1.1. Sea n un entero superior o igual a 2.

Las clases de congruencia modulo 1 son los conjuntos de enteros que
tienen el mismo resto en la division entre n. Si a es un entero, notamos [al,
su clase de congruencia modulo n (o simplemente [a] cuando n es claro por
el contexto).

Decimos que dos enteros a y b son congruentes modulo # si pertenecen
a la misma clase de congruencia modulo n, es decir, si tienen el mismo resto
en la divisién entre n. Lo notamos: a = b mod n.

Aqui esta una caracterizaciéon alternativa de la congruencia.

Proposicion 5.1.2. Sea n > 2 un entero. Dos enteros a y b son congruentes
modulo n si y solo si su diferencia es un miiltiplo de n.

Demostracién. Supongamos que a — b es un multiplo de n. Es decir,
existe un entero k tal que .a — b = kn. Consideramos la divisién
euclidea de bentre n: b =gn+r,con0 < r < n. Como a = b+ kn,
tenemos a = (q + k)n + r. Reconocemos en esta expresion la division
euclidea de a entre n. Vemos que a tiene el mismo resto r que b en la
divisién entre n.

Supongamos ahora que a y b son congruentes modulo n. Escribi-
mos sus divisiones euclideas entre n respectivas:

a=qn+r, b=gn+r

La proposicién a demostrar es de la forma
p < q. Aqui la demostramos comprobando
que si g es cierta, entonces p también, y que
si p es cierta, entonces g también.
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(tienen el mismo resto ya que son congruentes). Haciendo la diferen-
cia obtenemos a — b = (g — g’)n. Por lo tanto a — b es multiplo de
n. O

Algunos célculos modulo 7 o 24 deben de ser familiares.

Ejemplo 5.1.1.

Si contamos 100 dias a partir de hoy, ;en qué dia de la semana caerd ?
Podemos resolver esta cuestiéon cogiendo un calendario y contando
100 difas, pero un método mads sencillo es utilizar el hecho de que los
dias de la semana se repiten en ciclos de 7. Como 100 = 14 x 7 4 2,
dentro de 100 dias serd el mismo dia de la semana que dentro de dos
dias y ésto es facil de determinar. Aqui hemos tomado #n = 7 y hemos
reemplazado 100 por el resto de su divisién entre 7, es decir, por 2.

En resumen, hemos utilizado que 100 = 2 mod 7 (100 es congruente
a 2 modulo 7). ¢

Ejemplo 5.1.2.

Son las 11 de la mafiana. ; Qué hora serd dentro de 70 horas ? Tenemos
70 = 3 x 24 — 2. Dentro de 70 horas serd la misma hora que hace
dos horas: serdn las 9 de la mafiana. Hemos utilizado que 70 = -2
mod 24. O

En regla general, si # es un entero positivo, hay n clases de con-
gruencia modulo n, que son [0}, [1]4, [2]4, ..., [n — 1]s. La clase [a],
es exactamente el conjunto de todos los enteros de la forma a + kn
parak € Z.

Definicion 5.1.3 (Notacién para el conjunto de las clases de con-
gruencia modulo n). Sea n un entero. Notamos Z,, el conjunto de las
clases de congruencia modulo n. Si n > 0,

Z, = {[O]nl [1]11/ [2]11/ sy [7’1 - 1]’1}

5.2 Aritmética (adicion y multiplicacion) modulo n

Sabemos que la suma de dos enteros pares siempre es par, la suma
de dos enteros impares siempre es impar, y que la suma de un entero
par y de un entero impar siempre es impar. Resumimos estas leyes
de la manera siguiente:

PAR + PAR = PAR
IMPAR+IMPAR=PAR
PAR+IMPAR=IMPAR

Tenemos leyes parecidas para los productos:

PAR x PAR = PAR
IMPAR x IMPAR=IMPAR
PAR x IMPAR=PAR
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Podemos presentar también estas leyes por medio de tablas.

+ ‘ PAR IMPAR X ‘ PAR IMPAR
PAR PAR IMPAR PAR | PAR PAR
IMPAR | IMPAR  PAR IMPAR | PAR IMPAR

PAR e IMPAR son los dos elementos del conjunto Z,. Les habia-
mos notado anteriormente [0] y [1]. Las tablas anteriores con esta

notacién son: Observamos que Z,, con esta adicion y es-
ta multiplicacion, es el algebra de Boole de

+ ‘ [0] [1] X ‘ 0] [1] dos elementos.
o] | o] [1] [0] | [o] [0]
Ap | [l (0] ap o 1]

Podemos definir de manera parecida la suma y el producto de
clases de congruencia modulo 7 para cualquier 7.

xe0s yel0z x+y xy

Ejemplo 5.2.1. 0 0 0 0
El conjunto Zj tiene tres elementos, [0], [1] y [2]. 3 0 3 0

3 3 6 9
Si, por ejemplo, x € [0] e y € [0] entonces siempre se tiene x +y € [0] 6 0 6 0
y xy € [0] (ver el cuadro 5.1 para convencerse con algunos ejemplos). 6 3 9 18

Podemos demostrarlo. Si x e y estdn en [0] (el conjunto de los multiplos

de 3), existen enteros i y j tal que x = 3i e y = 3. Entonces x +y = Cuadro 5.1: Cuando x =0 mod 3ey =0

3(i+j) e xy = 9ij = 3(3ij). Son multiplos de 3, es decir, pertenecen a mod 3 se tiene siempre x +y = 0 mod 3
[0]. yxy =0 mod 3.
Six e [l] ey € [2] entonces x +y € [0] y xy € [2] (ver el cuadro 5.2). xellls yel2s x+y xy
Lo demostramos. Como x esta en [1], existe un entero i tal que x = 1 2 3 2
3i+1. Como y esta en [2], existe j tal que y = 3j + 2. Obtenemos: 4 2 6 8

. . . . 1 . 4 5 9 20
x+y = 3i+1+43j+2 = 3i 4 3j + 3. Es un multiplo de 3. Es decir, 7 ’ 9 14
es un elemento de [0]. Obtenemos también xy = (3i +1)(3j+2) = 7 5 12 35

9ij + 6i + 3j + 2. Es congruente a 2 modulo 3. Es un elemento de [2].

En general, se demuestra (ver mas abajo) que para cualesquiera en- Cuadro 5.2: Cuando x = 1 mlo 43 e.y >
teros x e y, la clase modulo 3 de x +y y de xy depende solamente mod 3 se tiene siempre x +y = 0 mod 3
de las clases modulo 3 de x y de y. Esto nos permite definir una adi- yxy =2 mod 3.

cién y una multiplicacién para los elementos de Z* por las reglas:

[x] + [y] = [x+y], ¥ [x][y] = [xy]. Las tablas correspondientes apare-

cen en el cuadro 5.3

Cuadro 5.3: Adicion y multiplicacion modulo

+ |0 [1] 2 x [[0] [1] [2] >
o | [0] 1] [2] [0] | [0] [0] [0]
Ay 2 (o] Ay o A 2]
2] |21 [o] [1] 2] ][0 2] [1]

O

Proposicién 5.2.1. Sea n en entero. Sean C1 y Cy dos clases modulo n.

= Todas las sumas de un elemento de C1 y de un elemento de C; estdn en
una misma clase modulo n. Esta clase la notamos C1 + Cy, y la llamamos
suma de las clases C1 y C.
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= Todos los productos de un elemento de C1 y de un elemento de Cy estdn
también en una misma clase modulo n. Esta clase la notamos Cq - Cp, y
la llamamos producto de C; y C,.

Demostracion. Por definicién de las clases de congruencia, existen
enteros a y b tal que C; es la clase de a modulo 7, y C; es la clase de
b modulo n. Entonces los elementos de C; son todos los enteros de
la forma ni+a parai € Z, y C; es el conjunto de todos los enteros
de la forma nj 4 b para j € Z.

Sean x e y elementos de C; y C; respectivamente. Existen enteros
iyjtalquex =ni+aey =mnj+Db. Entoncesx+y =ni+nj+a+b,
por lo tanto x +y € [a + b]. Similarmente, xy = (ni +a)(nj+b) =
n2ij + nja + nib + ab = n(nij + ja + ib) + ab. Por lo tanto xy € [ab].
Vemos que la clase de x + y siempre es la clase de a 4 b, y la clase de
xy siempre es la de ab. O

Presentamos las tablas de la adicién y de la multiplicacién en Z,,
Zs5, 26y Z7 en el cuadro 5.4,

Ejemplo 5.2.2.
Calculemos el resto de la divisién de 28 x 33 entre 35, sin calcular 28 x
35, utilizando operaciones modulo 35 para simplificar los célculos.

28 = —7 mod 35

33 =-9 mod 35 } por lo tanto 28 X33 = (—7) x (—2) =14 mod 35

Hemos obtenido que 28 x 33 = 14 mod 35, es decir, que existe un
entero g tal que 28 x 33 = g x 33 + 14. Como, ademds, 14 cumple la
condicién: 0 < 14 < 35, tiene que ser el resto en la divisién de 28 x 33
entre 35. O

Ejemplo 5.2.3.
Tenemos 1 =1 mod 3,10 =1 mod 3,100 =1 mod 3...10N =1
mod 3 para cualquier N > 0 (se demuestra por induccién sobre N).

Por lo tanto, cualquier entero es congruente modulo 3 a la suma de los
digitos de su escritura en base 10. Por ejemplo

341=3+4+1=8=2 mod3

Es porque 341 =3 x1004+4x10+1=3x1+4x1+1 mod 3.

Esto proporciona un criterio de divisibilidad por 3. Un ntimero es di-
visible entre 3 si y solo si la suma de sus digitos es congruente a 0
modulo 3.

Similarmente, tenemos que cualquier entero es congruente modulo 9 a
la suma de sus digitos. Es porque para cualquier N, el entero 10N — 1
es un multiplo de 9, es 999 - - - 9 (N cifras). Por ejemplo 341 =3 +4 +
1=8 mod 9.

Cualquier entero es congruente modulo 11 a la suma alternada (con
signos) de sus digitos, empezando con un signo negativo para las uni-
dades. Por ejemplo 341 = —1+4—3 = 0 mod 11 (es un mdltiplo
de 11). Es porque 10N = 1 mod 11 para N par, y 10N = —1 mod 11
para N impar. O
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Cuadro 5.4: Adicién y multiplicacion en Z4,

Zs, Z¢ y Z7. Notamos aqui 0, 1, 2 ..

vez de [0, [1], 2] ...

Adicién y multiplicacion en Z:

x\0123
0lo oo o0

+]01 2 3
0lo 1 2 3
1

1

0123

1 2 3 0

210 2 0 2
310 3 21

212 3 01
313 01 2

Adicién y multiplicacién en Zs:

x|[0 123 4

0/]0 0 0 0O

1

+]01 23 4

001 2 3 4

1

0123 4

1 23 40

210 2 41 3

212 3 4 01

310 3 1 4 2

313 401 2

410 4 3 21

414 01 2 3

x|0 12345
0l0 00000

+]01 23 45
0/0 12345
1

Adicién y multiplicacion en Zg:
1

01 2 3 45

1 23 450

210 2 4 0 2 4
310 3 0 3 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 21

212 3 45 01
313 4501 2
4145 01 23
51501 2 3 4

Adicién y multiplicacién en Zj:

x[0 123456

+]01 23 456

S O IO H O N
S Bo N — O FH N
O FH — IO N O O
S O N . A <H
O N <H O — O O
SO = N O FH 16 O
S O O O o o O
O = N O FH 16O O
O O — N o < 1O
0N O O — N 0 <K
<t IO O O — AN
N <t O O O —
N O H O O O
— AN O <t 1O O O
SO = N O H 16 O
O = N O <t IO O
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Ejemplo 5.2.4.
¢ Es 22051946 un “cuadrado perfecto” (el cuadrado de un entero) ?

No, porque
22051946 = 220519 x 100 +46 =220519x0+46 mod 4 =46 mod 4
Si 22051 946 fuese el cuadrado de un entero x, tendriamos que

22051946 = x* mod 4.

Pero cualquier entero x tiene que ser congruente a 0, 1, 2 o 3 modulo
4y

s six=0 mod 4 entonces x> = 0% =0 mod 4,

» six=1 mod 4 entonces x2 =12 =1 mod 4,

" six=2 mod 4 entonces x2=22=4=0 mod 4,

» ysix=3 mod 4 entonces x> =32 =9 =1 mod 4.

Cualquier cuadrado tiene que ser congruente a 0 o 1 modulo 4, por lo
tanto 22 051 946 no es un cuadrado. O

Ejemplo 5.2.5.
Vamos a demostrar que para cualquier entero n > 1, el ntimero 32" +5 +
241+1 eg divisible por 7.

Tenemos:
32n+5 4 24n+1 — 35 A 3271 +2. 24n
=243.9"4+2.16"

Trabajando médulo 7 se tiene que

243.9" +2.16" =5.2" +2.2"
=7.2"
=0

Es decir, 7 divide a 3275 4 24n+1 O

5.3 La regla de simplificacion, y los inversos y los divisores de
cero en Z.,

Si un producto de dos enteros es 0, entonces por lo menos uno de
los dos enteros tiene que ser 0. Como consecuencia, si 4, b y ¢ son
enteros con ¢ # 0, y si ac = bc entonces a = b (podemos “simplificar
por c”).

En los conjuntos Z,, las cosas son diferentes. Las dos reglas enun-
ciadas anteriormente no siempre se cumplen.

Ejemplo 5.3.1.

En Zg, tenemos [2][3] = [0] y sin embargo [2] # [0] y [3] # [0] (traduc-
cién en término de congruencias: 2 x 3 =0 mod 6 pero2 #0 mod 6
y 3 # 0 mod 6) Tenemos también [3][3] = [3][1] pero no podemos
“simplificar por [3]” : [3] # [1]. O sea: [3]a = [3]b no implicaa = b
(en término de congruencias: para x e y enteros, 3x = 3y mod 6 no
implica x =y mod 6). O

=2 mod4

Es una consecuencia porque si ac = bc
entonces (a — b)c = 0, y se deduce que
a—b=0.



Decimos que un elemento [c] de Z, cumple la regla de simplifica-
cién si: para cualesquiera [a] y [b] en Z,,, tenemos:

“[c][a] = [c][b] implica [a] = [b]".

Por lo tanto, [c] NO cumple la regla de simplificacion si y solo si
existen dos elementos distintos [a] y [b] tal que [c][a] = [c][b]. Esto
significa que ca = cb mod n. Entonces c¢(a —b) =0 mod n, es decir,
[c][a —b] = [0] mod n. Como [a] # [b] (es decir: 2 # b mod n),
tenemos que [a — b] # [0].

Esto nos proporciona una caracterizacién alternativa de los ele-
mentos de Z, que No cumplen la regla de simplificacion.

Proposicién 5.3.1. Sea n > 1. Un elemento [c] de Z,, no cumple la regla
de simplificacion si y solo si existe un elemento [d] de Z,,, distinto de [0], tal
que [c][d] = [0] (existe un entero d no miiltiplo de n tal que cd sea miiltiplo
de n).

En este caso, y si ademds [c] # [0], entonces decimos que [c] es un
divisor de cero de Z,,.

Ejemplo 5.3.2.
En Zg hay tres divisores de cero. Son [2], [3] y [4], ya que [2][3] = [0] ¥
[4][3] = [0]. %

Demostracién. Acabamos de ver que si [c] no cumple la regla de
simplificacién entonces existe un elemento [d] # [0] tal que (con
] = a—b).

Reciprocamente, si [c][d] = [0] con [d] # [0], entonces [c] no cum-
ple la regla de simplificacion: [c][d] = [c][0] pero [d] # [0]. O

Damos también una caracterizacién mas simple de los elementos
que cumplen la regla de simplificacién.

Proposicién 5.3.2. Sea n > 1. Sea [c]| un elemento de Z,. Entonces |c]
cumple la regla de simplificacién si y solo si existe [d] tal que [c][d] = [1]
(es decir: si y solo si existe un entero d tal que cd =1 mod n). Entonces
decimos que [c] es una unidad de Z,, y que [d] es inverso de [d].

Ejemplo 5.3.3.

Consideremos la tabla de multiplicacién en Zg. Hay dos unidades,
son [1] y [5]. Cada una es su propia inversa, ya que [1][1] = [1] y
[5](5] = 1]

Consideremos ahora la tabla de multiplicacién en Z7. Todos los ele-
mentos de Zjy , excepto [0], son unidades. El inverso de [1] es [1], los
elementos [2] y [4] son inversos cada uno del otro, los elementos [3] y
[5] también, y [6] es inverso de él mismo. O

Demostracién. Suponemos que existe [d] tal que [c][d] = [1], y que
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La negacion de una implicacién “p = 4" es
equivalente a la proposicién “p y no g”.
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Sustituimos [d][c] por [1], obtenemos

Es equivalenteal x a =1 x b mod n, es decir [a] = [b].
Suponemos ahora que no existe ningun [d] tal que [c][d] = [1]. Sea

A=Z,\{[1]}

(el conjunto de los elementos de Z, diferentes de [1]). Tiene n — 1
elementos (ya que Z,, tiene n elementos y que obtenemos A quitando
uno de ellos). Consideramos la aplicacién “multiplicacién por [c]”
de Z, en A. Es la aplicacién f de Z, en A que cumple: f([x]) =
[c][x]. Como A tiene menos elementos que Z,, deben existir, por

el principio del palomar, dos elementos distintos [a] y [b] tal que Las palomas son [0], [1], [2], ..., [1 —1] y
f([a]) # f([b]), es decir: [c][a] # [c][b]. Por lo tanto, [c] no cumple la los nichos son [0], 2], {3]. ..., [ —1].
regla de simplificacion. O

Por lo tanto, para n > 1, los elementos de Z, se reparten en tres
categorias:

= El [0], que va solo.
= Los divisores de cero.

= Las unidades.

Ejemplo 5.3.4.

En Zg el reparto es el siguiente:

= El [0], que va solo.

= Los divisores de cero son [2], [3] y [4].

» Las unidades son [1] y [5].
En Z; tenemos:

= El [0], que va solo.
= Las unidades son todos los otros elementos:[1], [2], ..., [6].

= No hay ningtn divisor de cero.

Ahora caracterizamos”sin médulos” las unidades.
Sean a y n enteros. Cada una de las proposiciones siguientes es
equivalente a la anterior:

“la] es una unidad de Z,,”

“Existe un entero u tal que [a][u] = [1] en Z,”

“Existe un entero u tal que au =1 mod n”

“Existen enteros u y v tal que au +ovn = 1” (; Es una identidad de
Bézout paraayn!)

“a y n son coprimos”.

Acabamos de demostrar un teorema.



Teorema 5.3.3. Sean a y n dos enteros, con n > 0. Entonces [a] es una
unidad modulo n si y solo si a y n son coprimos. En este caso, si u y v
son tal que au + nv = 1 (identidad de Bézout para a y n) entonces [u] es
inverso de [a] en Z,,.

Si a y n no son coprimos, entonces o bien [a] = [0] (cuando a es
un multiplo de n), o bien [a] es un divisor de cero.

El teorema anterior nos proporciona, ademds, un método para cal-
cular el inverso de una unidad [a] de Z,: calculamos una identidad
de Bézout au + vn = 1 por medio del algoritmo de Euclides extendi-
do. Entonces [u] es inverso de [a].

Ejemplo 5.3.5.

En Z55, la clase [23] es una unidad, porque 23 y 212 son coprimos
(porque 23 es primo pero no divide 212). Buscamos su inverso. Para
esto aplicamos el algoritmo de Euclides extendido a n = 212y a = 23.
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Divisién Aislar el nuevo resto  Sustituir Simplificar
212=9x23+4+5 5=212-9x23 =n—-9a
23=4x5+3 3=23-4x5 =a—4(n—9%) = —4n+37a
5=1x3+2 2=5-3 = (n—9a) — (—4n + 37a) = 5n — 46a
3=1x2+1 1=3-2 = (—4n+37a) — (5n —46a) = —9n+83a
2=2x1+4+0

Hemos obtenido la identidad de Bézout

1= -9n+83a
De ella deducimos
1=2832=83x23 mod 212
En consecuencia, en Z»1»,
[1] = [83][23]

El inverso de [23] es [83], la clase de 83.

Observamos que en esta identidad de Bézout paraa = 23 y n = 212,

el valor del coeficiente de n no sirve. Habriamos podido ahorrar unos

célculos en el algoritmo de Euclides extendido.
Divisién Aislar el nuevo resto  Sustituir Simplificar
212=9x23+5 5=212-9x23 =n—9a=-9% modn
23=4x5+3 3=23—-4x5 =a—4(-%) =37a mod n
5=1x3+2 2=5-3 = (—9a) —37a = —46a mod n
3=1x2+1 1=3-2 = 37a — (—46a) =834 mod n
2=2x1+40

0

5.4 Sistemas de ecuaciones lineales modulares (de una varia-
ble)

En esta seccién explicamos como resolver los “sistemas de ecua-
ciones lineales modulares de una variable” como, por ejemplo, el
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siguiente:
x=1 mod?2
x=2 mod3
2x=1 mod 5 (5.1)

3x=4 mod?7

Es decir, son sistemas de ecuaciones de la forma: a;x = b; mod n;.

Como siempre, las preguntas fundamentales cuando pretendemos

resolver ecuaciones son:

¢ Admite soluciones ?

Si admite soluciones, ; Qué forma tiene el conjunto de las solucio-
nes ? (infinito, . ..)

Describir mds explicitamente el conjunto de las soluciones (“resol-
ver el sistema”)

Ejemplo 5.4.1.

El sistema (5.4) tiene como conjunto de soluciones el conjunto de los
enteros de la forma 83 4 210k para k € Z. Este conjunto es mejor
descrito como “la clase de 83 modulo 210”. Es decir, como el conjunto
de los enteros x que cumplen x = 83 mod 210. O

El resultado siguiente describe las posibles formas del conjunto de

las soluciones de un sistema de ecuaciones modulares lineales.

Proposicién 5.4.1. El conjunto de las soluciones de un sistema de ecuacio-

nes lineales modulares de una variable es o bien vacio, o bien una clase de

congruencia modulo un entero.

cién de la forma ax

Ejemplo 5.4.2.
Es facil dar ejemplos de sistemas de ecuaciones modulares lineales sin
soluciones. El sistema siguiente obviamente no tiene soluciones:

x=1 mod3
x=2 mod3
(las dos ecuaciones son incompatibles).

La ecuaciéon 2x = 1 mod 4 tampoco tiene ninguna solucién, porque
los ndmeros congruentes a 1 modulo 4 son todos impares.

No es siempre tan obvio detectar que un sistema de ecuaciones mo-
dulares lineales no tiene soluciones. El sistema siguiente no tiene solu-
ciones, pero uno probablemente no se da cuenta de esto de inmediato.

x =86 mod 911
x =733 mod 799

O

En primer lugar explicaremos como resolvemos una tinica ecua-
= b mod n. Serd un paso de la resolucién de los

sistemas en general.



aritmética modular 97y

5.4.1 Laecuacion ax =b mod n

Queremos insistir sobre dos “traducciones” importantes de la ecua-
cién ax = b mod n.

= La ecuacién “ax = b mod n” es equivalente a “[a],[x], = [b]n”
(por definicién de las clases de congruencia y de su producto).

= Laecuaciéon “ax =b mod n” es equivalente a: “existe un entero k
tal que ax + bk =n".

Para explicar como resolver ax = b mod n, consideramos en pri-
mer lugar el caso cuando a es coprimo con #, es decir, cuando [4] CASO a Y 11 COPRIMOS.
es una unidad de Z,. En este caso [4] admite un inverso [u], que
calculamos por medio del algoritmo de Euclides extendido (o que
encontramos por examen exhaustivo, si 1 es pequefio). Resolvemos
la ecuacion multiplicando ambos miembros de la ecuacién por u. En
efecto,

ax=b mod n

es equivalente a

Es equivalente a:

Es equivalente a
x=ub mod n.

Ejemplo 5.4.3.

Consideremos la ecuacién 4x = 13 mod 47. Como 4 es coprimo con

47, es una unidad modulo 47. Buscamos su inverso (cualquier u que Cuando decimos que 4 es una unidad mo-
cumple 4u =1 mod 13). Podrfamos hacerlo por medio del algoritmo dulo 7, queremos decir que la [4],7 (la clase

de Euclides extendido, pero aqui es mds rdpido darse cuenta que 4 x de congruencia de 4 modulo 47) es una uni-

12 = 48 = 1 mod 47. Por lo tanto 12 es el inverso de 4 modulo 47. dad de Zy7.
Multiplicamos la ecuacién por 12 y obtenemos la ecuacién equivalente:
48x =156 mod 47.
Se simplifica (reduciendo 48 en 1 y 156 en 15) en
x=15 mod 47.
El conjunto de las soluciones es la clase de 15 modulo 47. O
Consideramos ahora el caso cuando a y n no son coprimos. Sea d CASO a Y 11 NO COPRIMOS.

su Mcd. La proposicién:

“La ecuaciéon ax = b mod n admite soluciones”

es equivalente a:

Existen enteros x y k tal que la ecuacién ax + nk = b.”

Ya sabemos que esto se cumple si y solo si d = Mcd(a,n) divide b.
En este caso, siempre podemos simplificar la ecuaciéon para transfor-
marla en una ecuacion de la forma a’x = b’ mod n’ donde a' y #’
son coprimos, es decir, [a'] es una unidad de Z,,. Se hace asi: sean
a =a/d, b =b/d, n =n/d. Entonces la ecuacién
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ax=b mod n
es equivalente a
“Existe un entero k tal que ax +nk =b.”
Simplificando entre d, vemos que es equivalente a:
“Existe un entero k tal que a’x +n'k = b'.”
Es equivalente a:

a'x="b" modn’

Ejemplo 5.4.4.
Consideramos la ecuacién

12x =7 mod 15

Vemos que 12 no es coprimo con 15, ya que el Mcd de 12 y 15 es 3. La
ecuacién es equivalente a:

“Existe un entero k tal que 12x + 15k = 7.”

Como Mcd(12,15) no divide 7 no hay solucién para esta ecuacién
dioféntica. Por lo tanto, la ecuacién modular tampoco tiene ninguna
solucion. O

Ejemplo 5.4.5.
Consideramos ahora la ecuacion:

12x =6 mod 15
La ecuacién es equivalente a:
“Existe un entero k tal que 12x + 15k = 6.”
Simplificando entre 3, vemos que es equivalente a:
“Existe un entero k tal que 4x + 5k = 2.”

Esto es equivalente a:
4x =2 mod5

Como 4 es coprimo con 5, es una unidad modulo 5 (es decir la clase
[4]5 es una unidad de Zs). Como4 = —1 mod 5y (—1) x (-1) =1
mod 5, vemos que [4]s = [—1]5 es su propio inverso en Zs. Multipli-
cando por 4 la ecuacién obtenemos la ecuaciéon equivalente:

l6x =8 mod 5
que se simplifica (reduciendo 16 en 1 y 8 en 3) en
x=3 mod 5.

En fin, el conjunto de las soluciones es la clase de congruencia de 3
modulo 5. O



5.4.2  Resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales modulares

Para saber resolver un sistema de ecuaciones lineales modulares
de cualquier tamafio, basta resolver un sistema de dos ecuaciones li-
neales modulares. Es porque resolver un sistema de dos ecuaciones
consiste en transformarlo, cuando admite soluciones, en una ecua-
cién lineal modular tinica equivalente al sistema.

Ejemplo 5.4.6.
Consideramos otra vez el sistema
x=1 mod?2
x=2 mod3
2x=1 mod 5 (5:4))
3x=4 mod?7

Resolveremos en primer lugar el sistema de las dos primeras ecuacio-
nes:

x=1 mod?2
x=2 mod3

Obtendremos que es equivalente a:
x=5 mod6

Por lo tanto el sistema inicial es equivalente a:

x=5 modé6
2x=1 mod 5
3x=4 mod?7

Resolveremos luego el sistema de las dos primeras ecuaciones de este
nuevo sistema. Es

x=5 mod 6

2x=1 mod5

Obtendremos que es equivalente a x = 23 mod 30. Por lo tanto el
sistema inicial es equivalente a:

x =23 mod 30
3x=4 mod?7

Resolveremos finalmente este sistema y obtendremos que es equiva-
lente a x = 83 mod 210. El conjunto de las soluciones del sistema
inicial es, por lo tanto, la clase de 83 modulo 210. O

AQUT ESTA UNA RECETA para resolver un sistema de dos ecuaciones
lineales modulares:

ax =b; mod nq

ax =by mod ny
Es conveniente, en primer lugar, resolver la primera de las ecuacio-
nes (o alguna de las dos). Si no tiene solucién, entonces el sistema
tampoco tiene solucién. Si tiene soluciones, esto transformo el siste-
ma en un sistema equivalente de la forma

x=b] mod nj
ax =by mod ny

Para resolverlo, traducimos la primera ecuacién “sin médulos”. Esto
transforma el sistema en la formula

aritmética modular
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”

x = by +kn}

“Existe un entero k tal que .
q {azx = bz mod np

Resolvemos la segunda ecuacién en funcién de la variable k. Es decir,
observamos que si x = b} + kn} entonces la segunda ecuacioén es
equivalente a az(b’1 + kn'l) = b, mod ny. Esta ecuacién se pone en
forma: ajk = b” mod ny. La resolvemos. Obtenemos o bien que no
tiene solucién (en este caso el sistema no tiene solucién) o bien que
es equivalente a una ecuacion de la forma k = ¢ mod n,. Esto es
equivalente a:

Existe i tal que k = ¢ + nyi
Por lo tanto, el sistema de dos ecuaciones original es equivalente a:

x = b} + (c+inp)n} g

“Existen enteros i y k tal que .
y q { k=c+iny

Es equivalente a:
!

“Existe un entero i tal que {x =0} + (c+inp)n}

(ya que esto basta para asegurar la existencia de un entero k tal que
k = ¢ + iny). Finalmente, es equivalente a:

— 14/ / /
{x =b] +cn] mod njny

Ejemplo 5.4.7.

Resolvemos el sistema
x=1 mod?2
x=2 mod3
2x=1 mod 5
3x=4 mod7

Resolvemos en primer lugar el sistema de las dos primeras ecuaciones:

x=1 mod?2 (5.2)
x=2 mod3 >

La primera ecuacién es equivalente a: “Existe k tal que x = 1+ 2k”. Si
x = 14 2k, entonces la segunda ecuacién es equivalente a 1 + 2k = 2
mod 3. Es equivalente a 2k = 1 mod 3. Multiplicando por el inverso
de 2 modulo 3 (es 2) obtenemos la ecuacién equivalente: k =2 mod 3.
Es equivalente a: “Existe i tal que k = 2i + 3”. Por lo tanto, el sistema
(5.2) es equivalente a

x=1+22+3i) ,

“Exist teros i y k tal
xisten enteros 1 y aque{ k=243

Es equivalente a: “Existe i tal que x = 1+2(2+ 3i) = 5+ 6i” (ya que
la existencia de k es una consecuencia de esto). Es equivalente a: x = 5
mod 6.

Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente a:
x=5 modé6

2x=1 mod5
3x=4 mod7



Resolvemos ahora el sistema de las dos primeras ecuaciones de este
nuevo sistema. Es
x=5 mod6

2x=1 mod5 (53)

La primera ecuacion es equivalente a: “Existe k tal que x = 5 + 6k”.
Cuando x = 5+ 6k, la segunda ecuacién es equivalente a: 2(5+ 6k) = 1
mod 5. Se simplifica en: 2k = 1 mod 5. Multiplicamos por el inverso
de 2 modulo 5 (vale 3) y obtenemos la ecuacién equivalente: k = 3
mod 5. Es equivalente a: “Existe i tal que k = 3 4 5i”. Por lo tanto el
sistema (5.3) es equivalente a:

x=5+6(3+5) ,

“Exist t |y k tal :
xisten enteros 1 y aque{ k=3+5i

Es equivalente a: “Existe i tal que x = 5+ 6(3 + 5i) = 23 + 30i (ya que
la existencia de k es una consecuencia). Finalmente, la solucién de (5.3)
es: x = 23 mod 30. Por tanto, el sistema original es equivalente a:

(54)

x =23 mod 30
3x=4 mod?7

La primera ecuacién es equivalente a: “Existe k tal que x = 23 4 30k”.
Cuando x = 23 + 30k, la segunda ecuacién es equivalente a: 3(23 +
30k) = 4 mod 7. Se simplifica en: 6k = 5 mod 7. Resolvemos esta
ecuacién en k. Multiplicamos por el inverso de 6 modulo 7 (es 6) y
obtenemos la ecuacion equivalente k = 30 = 2 mod 7. es equivalente
a: “Existe i tal que k = 2 + 71", Por tanto, el sistema (5.4) es equivalente
a:

x=23+30(2+7i) ,

“Exist t |y k tal
xisten enteros i y aque{ k=247

Es equivalente a: “Existe i tal que x = 23 4 30(2 4 7i) = 83 4 210i
(ya que la existencia de k es una consecuencia). Esto es equivalente a:
x =83 mod 210.

En conclusién, el conjunto de las soluciones del sistema es la clase de
83 modulo 210. O

5.4.3 El teorema chino de los restos

El teorema siguiente da més precisiones sobre la forma del conjun-
to de las soluciones de un sistema de ecuaciones modulares lineales.

Teorema 5.4.2. Sea un sistema de ecuaciones modulares lineales de la forma
siguiente:

x=b, mod n,

Si son médulos ny, ny, ...n, son mutuamente coprimos (es decir: para
cada par i # j los modulos n; y n; son coprimos) entonces el conjunto de
las soluciones del sistema es una clase de congruencia modulo el producto
nyny - - - ny de los médulos.

Si no se cumple esta condicion, entonces el conjunto de las soluciones del
sistema es o bien vacio, o bien una clase de congruencia modulo el minimo
comuin miiltiplo de los mddulos.

aritmética modular
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Ejemplo 5.4.8.

Consideramos otra vez el sistema
x=1 mod?2
x=2 mod3
2x=1 mod 5
3x=4 mod7

No es de la forma considerada en el teorema. Lo ponemos de esta
forma resolviendo la tercera y la cuarta ecuacion: 2x = 1 mod 5 es
equivalente a x = 3 mod 5y 3x = 4 mod 7 es equivalente a x = 6
mod 7.

Por tanto, el sistema es equivalente a:

x=1 mod?2
x = mod 3
x = mod 5
X=6 mod7

Comprobamos ahora que los médulos son mutuamente coprimos: 2 y
3 son coprimos, 2 y 5 son coprimos, 2 'y 7 son coprimos, 3 y 5 son copri-
mos, 3 y 7 son coprimos, 5y 7 son coprimos. El teorema chino de los
restos asegura que la solucién del sistema es una clase de congruencia

modulo 2 x 3 x 5 x 7 = 210. O
Ejemplo 5.4.9.
Consideramos el sistema

x=1 mod?2

x=2 mod 3

Como 2 y 3 son coprimos, el teorema chino de los restos asegura que
el conjunto de las soluciones del sistema es una clase de congruencia
modulo 6. Podemos examinar todos los casos posibles: ver el cuadro
5.5. Obtenemos como solucién: x =5 mod 6.

x 001 23 45

x mod2|{0 1 0 1 0 1
x mod3|/0 1 2 0 1 2

O

El teorema chino de los restos tiene la consecuencia importante
siguiente. Sea n un entero, producto de nimeros mutuamente copri-
mos 1y, 1y, ..., n,. Entonces la clase modulo 77 de cualquier entero
x depende solamente de su clase modulo n. Es porque si los nt-
meros en una misma clase modulo # se obtienen cada uno de cada
otro afiadiendo un mdltiplo de n. Pero los mdltiplos de n son tam-
bién miultiplos de 71, y por lo tanto los niimeros estdn también en la
misma clase modulo 7.

Cuadro 5.5: Clases de congruencia modulo
2y 3 de los enteros del 0 al 5.



Ejemplo 5.4.10.

La clase modulo 3 de un entero x depende solamente de su clase mo-
dulo 6: si x = 0 mod 6 entonces x = 0 mod 3, si x = 1 mod 6
entoncesx =1 mod 3,...,six =5 mod 6 entonces x =2 mod 3. {

Similarmente, las clases modulo ny, ..., n, de cualquier entero
estdn determinadas por su clase modulo n. Tenemos por lo tanto
una aplicacién f que asocia a cada clase modulo 7 la sucesién de
sus clases modulo n1, 1, ..., n,. Su conjunto de salida es Z,, y su
conjunto de llegada es el conjunto de sucesiones

Ly X Lyy X -+~ Ly,.

1 r

 [¥n,)-

En formulas, f([x]x) = ([x]ny, [X]n,, - - -

Ejemplo 5.4.11.
Aqui esta un ejemplo explicita, conn =30y ny =2, n; =3y nz =5.
La aplicacién f es la aplicacion de Zzg en Zy X Z3 x Zs definida por:

f(x]a0) = ([x]2, [x]3, [x]5)-

Por ejemplo, f([14]30) = ([0]2, [2]3, [4]5) porque para cualquier entero
x congruente a 14 modulo 30 se tiene x =0 mod 2, x =2 mod 3y
x =4 mod 5.
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Cuadro 5.6: La aplicacion f que asocia a ca-
da clase modulo 30 sus clases modulo 2, 3

0—(0,0,0)  10—(0,1,0)  20—(0,2,0) v5.
1—(1,1,1) 11—(1,2,1)  21—(1,0,1)
2—(0,2,2)  12—(0,0,2)  22—(0,1,2)
3H(1 0,3) 13—(1,1,3)  23—(1,2,3)
—(0,1,4)  14—(0,2,4)  24—(0,0,4)
5H(1 2,0) 15—(1,0,0)  25~(1,1,0)
6—(0,0,1)  16—(0,1,1)  26—(0,2,1)
7—(1,1,2)  17—(1,2,2)  27—(1,0,2)
8—(0,2,3)  18—(0,0,3)  28—(0,1,3)
9—(1,0,4)  19—(1,1,4)  29—(1,2,4)

Observamos que esta aplicacién es biyectiva: cada elemento del con-
junto de llegada es imagen de exactamente un elemento de Z3y (se
ve porque cada elemento del conjunto de llegada aparece exactamente
una vez en el cuadro 5.6).

Determinar el antecedente de un elemento ([b1]o, [b2]3, [b3]5) es deter-
minar la clase [x]3p tal que f([x]30) = ([b1]2, [b2]3, [b3]5). Es decir, es
determinar los enteros x que cumplen:

x=0b; mod?2
x=by mod3
x=b; modb5
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Determinar los antecedentes de un elemento ([b1]4,, [b2]ny, - -, [br]n, ),
es resolver el sistema:

El teorema chino de los restos asegura que el conjunto de las solu-
ciones de este sistema es una clase modulo 7 j Significa que

([oalny, [b2]ia, -, [r]n,)

siempre tiene un tnico antecedente ! O sea, que la aplicacién f es
biyectiva.

Como es més fécil calcular los enteros ny, ny ... (mds pequefios)
que modulo n (mds grande), esta aplicacién f se utiliza a veces para
simplificar célculos.

Ejemplo 5.4.12.

Digamos que queremos calcular 22°%° modulo 5040. El modulo n =
5040 se descompone en primos como 2* x 32 x 5 x 7. Ponemos n =
5040 y n; = 2% =161 =32=9,n13=>5 y ng = 7. Son mutua-
mente coprimos. Consideramos la aplicacién f que asocia a cada clase
[¥]5040 la sucesion ([x]16, [X]o, [X]5, [x]7). Es una biyeccién. Calculamos
la imagen de [22°%]5049, es decir, calculamos [220%0],4, [22000]5  [22000]
¥ [22000]

Observamos que 2* = 16 =0 mod 16. Por lo tanto

7.

22000 — (24)500 = 050 = 0 mod 16.

Por tanto, [2209]; = [0].

Luego observamos que 22 =8 = —1 mod 9. Por lo tanto 2° = (23)2 =
(-=1)2 =1 mod 9. Pero tendremos también 2! = 1 mod 9, 218 = 1
mod 9 .... Hacemos la divisién euclidea de 2000 entre 6: 2000 = 6 x

333 + 2. Por lo tanto,
22000 — (26)3 % 92 =138 x 22 =4 mod 6.

En conclusién, [22090]¢ = [4]o.

Similarmente, calculamos que [22907]

de Fermat) y que [2209], = [4]5.

5 = [1]5 (con el pequefio teorema

Hemos obtenido que

F(122)5040) = ([0]16, 4o, [1]5, [4]7)-

Por tanto, [22090]54,4 es la clase-solucién del sistema:

x=0 mod 16
x=4 mod?9
x=1 mod5
x=4 mod?7

Se resuelve el sistema y se obtiene como solucién: x = 256 mod 5040.
En conclusién,
22000 = 256 mod 5040.



aritmética modular 105

5.5 Las potencias de una unidad

Ejemplo 5.5.1.
Consideramos (cuadro 5.8) las potencias sucesivas de los elementos no
nulos de, digamos, Z7 (para considerar un ejemplo).

Cuadro 5.7: Potencias de los elementos no

a a2 a3 a4 a5 a6 a7 nulos de Z,.
1 1 1 1 1 1 1
2 4 1 2 4 1 2
3 2 6 4 5 1 3
4 2 1 4 2 1 4
5 4 6 2 3 1 5
6 1 6 1 6 1 6

Observamos:

= que cada unidad tiene una potencia igual a [1].

= y, ademds, que para todas las unidades se tiene a® = [1].

Las mismas observaciones se repiten en todos los Z, con p primo:

todos los elementos no nulos a la potencia p — 1 dan [1]. O El "gran” teorema de Fermat es el teorema

que fue demostrado hace solamente unos
~ . . afios (mientras que fue enunciado por Fer-
Teorema 5.5.1 (Pequefio teorema de Fermat). Sea p un niimero primo. mat al siglo XXVII): que la ecuacion X" +
Si a no es un miiltiplo de p entonces aP~' =1 mod p. y" = z" no tiene soluciones enteras cuan-
don > 3.

Para la demostracién utilizaremos la aplicacién “multiplicacién
por [a]” de Z, \ {[0]} en Z, \ {[0]}.

Recordamos que “a no es mdltiplo de p” es
equivalente a: “la clase de 2 modulo p no es
[0]", y que “aP~1 = 1 mod p” es equiva-

Ejemplo 5.5.2.
Jemp 0 5:5-2 lente a “[a]’~! = [1]".

Presentamos en un caso particular lo que sera la demostracién general.
Consideramos el caso p = 7 y a = 2. La aplicacién “multiplicacién por
[2]” de Z7 \ {[0]} en Z; \ {[0]} viene dada por:

[]—[1] x [2] = [2]
2l—[2] x [2] = [4]
Bl—[3] x [2] = [6]
[4]—[4] x [2] = 1]
[5]—[5] x [2] = [3]
[6]—[6] x [2] = [5]

Tenemos por lo tanto:

([ 2]) < (2] > [2]) x ([3] > [21) > ([4] x [2]

) > ([5] x [2]) > ([6] x [2])
=[] x[2] %]

3] x [4] x [5] x [6]

Como [1], [2], ..., [6] son unidades y aparecen en ambos lados, pode-
mos simplificar por ellos. Obtenemos:



106

Demostracion. Como a no es multiplo de p y p es primo, [a] es una
unidad de Z,. Si [b] es cualquier elemento de Z, distinto de [0],
entonces [b] x [a] todavia es distinto de 0 (sino [4] seria un divisor de
cero o [0], pero no es el caso, ya que es una unidad).

Por lo tanto, hay una aplicacién “multiplicacién por [a]”, que va
de Z, \ {[0]} en Z, \ {[0]}. Esta aplicacién es biyectiva. Es porque
los antecedentes de un elemento [b] de Z, \ {[0]} es una solucién x
de la ecuacioén:

Como [a] es una unidad, tiene un inverso [a']. La ecuacion es equi-
valente a :

['][b] = x

Vemos por lo tanto que tiene una, y solamente una solucién. Es decir,
[b] siempre tiene un tnico antecedente. Por definicién, significa que
la aplicacién es biyectiva.

Como consecuencia, los elementos:

[1] x [a], [2] x [a], 3] x [a],..., [p — 1] x [a]

son exactamente todos los elementos de Z, \ {[0]}, quizds en un
orden diferente. En todo caso, el producto de todos estos elementos
es igual al producto de todos los elementos de Z, \ {[0]}, es decir:

[1] x [a] > [2] > [a] > [3] x [a] x - - > [p —1]

X [a] =
(1] x [2] x 8] x - x [p—1]

Como [1], [2], [3], ... son todos unidades, podemos simplificar. Obte-
nemos:

P~ = [1]
O

La demostracién anterior se generaliza al caso no primo: en vez
de considerar todos los elementos no nulos de Z,,, consideramos
solamente las unidades. Obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 5.5.2 (Teorema de Euler). Sea n un entero positivo y sea ¢(n)
el niimero de unidades en Z,. Sea a un entero coprimo con n. Entonces:

a®™ =1 mod n

Demostracién. En primer lugar, observamos que [a] es una unidad de
Zy (ya que a es coprimo con #).

Sea U el conjunto de las unidades de Z,. Si [b] es una unidad,
entonces [b] X [a] también es una unidad. En efecto, como [a] y [b]
son unidades, tienen inversos [a'] y [b']. Tenemos:

[b] x [a] x [a'] x [b/]=[b] x [1] x [V'] ya que [a'] es inverso de [a]
=[b] x V']
=[1] (ya que [V'] es inverso de [b])

Vemos que [b] x [a] admite un inverso (concretamente es [a’] x [b']).
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Por lo tanto, hay una aplicacién “multiplicacién por [a]” que va
de U en U. Es biyectiva (porque la ecuacion [b] = x[a] es equivalente
a [@'][b] = x, donde [4'] es el inverso de [a]). Por lo tanto, el producto
de las unidades multiplicadas por [a] (cada una) es igual al producto
de las unidades. Simplificando por todas las unidades deducimos
que [a]?() = [1]. O

El pequefio teorema de Fermat sirve también para elaborar tests
de primalidad: ver el texto de la practica 5.

Ejemplo 5.5.3.

Consideramos (cuadro 5.8) las potencias sucesivas de los elementos,
digamos, de Zj( (para considerar un ejemplo). Son las clases de 1, 3,
7,9,11,13,17 y 19.

Cuadro 5.8: Potencias de las unidades en

g 2 B & B b a7 B8 2 40 Zy.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 9 7 1 3 9 7 1 3 9
7 9 3 1 7 9 3 1 7 9
9 1 9 1 9 1 9 1 9 1
117 1 11 1 11 1 11 1 11 1
3 9 17 1 13 9 17 1 13 9
17 9 13 1 17 9 13 1 17 9
9 1 19 1 19 1 19 1 19 1
Observamos:

= que cada unidad tiene una potencia igual a [1].

=y, ademads, que, conformemente al teorema de Euler, para todas las
unidades [a] se tiene [a]® = [1].

5.6 El niimero de unidades en Z, (la funcién ¢ de Euler)

Nos planteamos aqui el problema de contar las unidades de Z,,.

Definicion 5.6.1. Para cualquier entero n > 2, se suele notar ¢(n) el
niimero de unidades en Z,. La aplicacién ¢ se llama funcién ¢ de Euler.

Como los elementos de Z,, son exactamente las clases [0], [1], [2], ...,
[n — 1], y que una clase [a] es una unidad si y solo si a es coprimo con n,
vemos que ¢(n) cuenta también los enteros k que cumplen 0 < k < ny que
S01 Coprimos con .

Ejemplo 5.6.1.

Tenemos ¢(12) = 4 ya que hay 4 unidades en Zy; (son [1], [5], [7] ¥
[11]). Equivalentemente, hay 4 nameros coprimos con 12 en {0, 12,..., 11}
(son1,5,7y11). O
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n | ¢(n)
1 1
Hay formulas para ¢(n). Hay que ser capaz de obtenerlas por lo 2| 1
menos en los tres casos simples siguientes: 31 2
4 2
= Cuando n = p, un primo. Z ;
= Cuando n = p’, una potencia de un primo. Z i
9 6
= Cuando n = pg, el producto de dos primos distintos. 10| 4
11 10
12 4

SI p ES UN PRIMO, entonces los nlimeros que NO son coprimos con
Cuadro 5.9: Los primeros valores de la fun-

p son sus multiplos. En {0,1,2,...,p — 1} el anico multiplo de p es cion ¢ de Euler.

0, y los coprimos con p son los otros p — 1 elementos. Por lo tanto
¢(p) =p—1

SI n ES POTENCIA DE UN PRIMO p, 1 = p’, entonces los ntimeros que
NO son coprimos con # son los mdltiplos de p. En {0,1,2,...,p" — 1}
son:

0,p,2p,...,v =2p,p" —p

Son los nimeros de la forma kp con k en la lista:
0,1,2,...,p t=2,p 1 -1

Son, por lo tanto 1+ (pr_1 -1) = p’_l. En consecuencia, en {0,1,2,...,p" — 1}
el namero de enteros coprimos con # es

p(p ) =p —p " =p"p-1).

SIn = pq ES UN PRODUCTO DE DOS PRIMOS DISTINTOS p Y 4, los enteros
que no son coprimos con 7 son los multiplos de p y los mdltiplos de
g. Podemos formar los conjuntos siguientes de enteros k entre 0 y
n—1:

= El conjunto A de los multiplos de p. Explicitamente,

A={0,p.2p,...,(g—1)p}.
Este conjunto A tiene g elementos.

= El conjunto B de los multiplos de g. Explicitamente,

B=1{0,9,29,....(p—1)q}.
Este conjunto B tiene p elementos.

Los ntmeros entre 0 y n — 1 que no son coprimos con n son los
elementos de A U B. Utilizamos la formula de inclusién—exclusion:

|AUB| = |A| + |B| — |AN B

Los elementos de A N B son los multiplos comunes de p y g que estan
entre 0 y n — 1. Como p y g son coprimos, su mcm es pg = n. Por lo
tanto AN B = {0}, y |AN B| = 1. Obtenemos:

|JAUB|=q+p—1
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Hay g+ p — 1 enteros entre 0 y n — 1 que no son coprimos con . El
ndmero de enteros coprimos con n entre 0 y n — 1 es, por lo tanto,
n—(p+4g—1). Como n = pgq, este numero es pg —p — g+ 1. Se
simplificaen (p —1)(g — 1).

El cuadro 5.10 recuerda las tres formulas que hemos obtenido en
estos casos particulares. Estas formulas son més faciles de recordar si,
en vez de considerar el numero ¢(n) de unidades en Z,,, considera,s
la proporcion ¢(n)/n de unidades.

Caso ‘ Ntmero de unidades en Z, ‘ proporcién de unidades en Z,
1= p, primo ¢(p)=p—1 o _q %

n = p’, potencia de primo dp(p")=p p-1) % =(1- )

n = pq, producto de dos primos distintos | ¢(pg) = (p —1)(g—1) ¢n" =(1- 7)(1 - 7)

Cuadro 5.10: Formulas para ¢(n) en tres

fo11d casos importantes y sencillos.
Tenemos la formula general siguiente. P y

Teorema 5.6.2 (Formula general para la funcién de Euler). Sea n un
entero positivo cuyos factores primos (distintos) son p1, pa, ..., pr. Enton-
ces la proporcion de unidades en Z., es el producto de los niimeros (1 — L)

- -3) 30

OBSERVESE QUE precisamente, (1 — %) es la proporcién de niimeros
coprimos con p; en {0,1,2...,n —1}. El teorema de Euler asegura,
por lo tanto, que para los nameros de {0,1,...,n — 1}, la probabili-
dad de ser coprimo con # es el producto de las probabilidades de ser
coprimo con cada uno de sus factores primos.

Demostracién. Omitida. O

Ejemplo 5.6.2.
Calculemos ®(n) para n = 71475. La descomposicién en factores pri-
mos de 1 es

3 x 52 x 953

En particular, sus factores primos son 3, 5 y 953. Por lo tanto, la pro-
porcién de unidades en Z,;, es:

o(n) 1 1 1
T’(1_§) (“5)"'(“@)
_2 4 92
"3 5 953

Por lo tanto el niimero de unidades en Z,, es:
dn)=n-=-=- 952953

=3x52><953><§-%-952953

=5x2x4x952
= 38080
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5.7 La matemdtica del sistema criptogrdfico RSA

Seccidén todavia en fase de elaboracidn.
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