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PREFACIO

El presente libro estd dirigido a estudiantes de las carreras de mate-
maticas y a todo aquel lector interesado en abordar de manera rigu-
rosa los temas bésicos de la geometria. Uno de los objetivos de este
libro es que el lector aprenda los temas elementales de geometria me-
diante un orden logico y riguroso, de manera que, en la medida de lo
posible, no haya cabida de ambigiiedades, ademas de que desarrolle
el hébito de leer y escribir de manera clara y con una actitud critica
sobre cualquier tema de matemaéticas que sea de su interés. Otro de
los objetivos es que sirva como fuente de consulta sobre teoremas y
formulas geométricas, de manera que el lector con curiosidad no sola-
mente encuentre un resultado sino también la demostracion del mismo.
En la mayoria de los libros de matemaéticas, cuando encontramos re-
sultados cuya demostracion parece dificil o es laboriosa, cominmente
nos topamos con frases como “la demostracion no estd dentro de los
objetivos del curso”, “la demostracion va mas alla de los alcances del
libro, el lector interesado puede leer un libro con tales caracteristicas”
o simplemente “omitimos la demostracion”. En nuestro caso los pocos
teoremas que no se demuestren no sera por causa de que sea de un alto
grado de dificultad sino porque consideramos que el lector puede ser
capaz de demostrarlo por si mismo, ya sea por ser un caso particular o
consecuencia inmediata de otro teorema o por que la metodologia que
pudiera ser utilizada para la demostracién ya haya sido empleada an-
teriormente. Lo anterior pretende hacer del presente un libro completo
y en lo posible auto contenido, aun a costa de ser algo paternalista.

La razén por la cual este libro no es totalmente auto contenido es
por que se requiere que el lector conozca los fundamentos bésicos de las
matematicas como son las leyes de la logica para obtener conclusiones,
los conceptos de funcion y conjunto asi como las manipulaciones basicas
de estos y las propiedades de los niimeros reales, incluyendo de prefe-
rencia el axioma del supremo, el cual se utiliza para definir términos
como el de longitud. Para los lectores que no tengan familiaridad con
el axioma del supremo, se agregé un apéndice con un tratamiento ele-
mental del mismo. A partir del capitulo IV se supone que el lector tiene
conocimientos del concepto de limite, por lo que es recomendable, si se
quiere llegar hasta el capitulo IV, que la lectura del libro sea precedida
o vaya a la par de un curso o la lectura de un libro basico de célculo.
No sera necesario que el lector tenga conocimientos de célculo ni de
algebra lineal en R™ (con n > 1).
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La manera como inicialmente abordamos el tema de geometria es en
base a postulados. Todos los postulados se establecen en el capitulo I, el
cual trata sobre la geometria elemental. Partiendo de estos postulados
llegamos a demostrar los principales resultados bésicos de la geome-
tria. El sistema de postulados es consistente y se escogio tratando de
que fueran intuitivamente evidentes, no fueran demasiados, y se pueda
llegar de manera relativamente sencilla y rapida a conclusiones intere-
santes. Para una pronta localizacién en una consulta, los postulados se
enumeraron marcando primero la seccion en la cual aparecen y luego
el nimero de postulado. La mayoria de los postulados y teoremas a los
que se hacen referencias frecuentes tienen un nombre propio con el fin de
que el lector recuerde con mayor facilidad qué es lo que dice. Introduci-
mos tempranamente el concepto de longitud de arco de circunferencia
para poder definir con precisién y no en base a postulados el concepto
de medida de dngulo, por tal razén, de manera temprana con respecto a
otros textos de geometria elemental, podemos introducir con precisién
el nimero 7, importante no sélo en geometria sino en general en las
matematicas y sus aplicaciones. Los primeros 15 postulados describen
las relaciones que existen entre los conceptos de punto, recta, plano,
espacio y distancia; con estos postulados llegamos de una manera ri-
gurosa a resultados tan importantes como son el teorema de Pitagoras
sin necesidad de recurrir al concepto de area, aunque posteriormente
se da una demostracion de ese teorema utilizando los postulados del 16
al 19, los cuales describen el concepto de area y a partir de los cuales
se deducen también las formulas para hallar el drea de las principales
figuras geométricas planas. El capitulo termina con una seccion dedi-
cada a tratar el concepto de volumen, el cual se describe mediante los
postulados del 20 al 25. En tal seccién se deducen las férmulas para
encontrar el volumen de los principales cuerpos geométricos como son
el cilindro, el cono y el cuerpo esférico.

En el capitulo IT se introduce el concepto de angulo dirigido y su me-
dida y se definen las funciones trigonométricas para cualquier niimero
real, ademas de deducir las principales formulas trigonométricas.

En el capitulo I1II se aborda la geometria analitica plana y se deducen
las ecuaciones que describen en el plano a la recta, la circunferencia, la
parabola, la elipse y la hipérbola, ademéas de estudiar brevemente las
transformaciones rigidas en el plano e introducir los niimeros complejos.

El capitulo IV, ademas de introducirnos en el estudio de la geometria
por medio de vectores en el espacio R?, se demuestra la consistencia
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de los postulados dados en el capitulo I, es decir se definen adecuada-
mente los términos de punto, recta, plano, espacio, distancia entre dos
puntos, area y volumen, y se demuestra que en este caso se satisfacen
los postulados. En la seccién 10 del capitulo IV se describe brevemente
el concepto de conjunto abierto. Finalmente, en la seccion 11 se hace
mencion de los cinco postulados de Euclides, los cinco grupos de ax-
iomas de la geometria de Hilbert y se comparan con los postulados que
establecemos en el texto, verificando que tales axiomas y postulados
pueden deducirse de los establecidos en el texto.

Cuando un término se explica por primera vez en el texto, éste se
marcara con letras en negritas, con el fin de localizarlo facilmente.
Serd siempre recomendable que la lectura de una frase se interprete
de acuerdo al contexto de la seccién en la cual aparece, con el fin de
que el entendimiento sea pleno, por tal razon, en el apéndice IV del
libro, se da una lista de términos usados en el mismo, marcando la
seccion donde aparece. Los teoremas, lemas, definiciones y ejercicios
se enumeran independientemente y por seccion. Por ejemplo, si en el
capitulo I se cita el teorema 3.2, nos referimos al segundo teorema de
la seccién 3 del capitulo I; si en capitulo II queremos citar el lema
11.1 del capitulo I, nos referimos a él como “lema 11.1 del capitulo
[”. La numeracion de los corolarios es de acuerdo al teorema del cual
se deriva. Asi, el corolario 11.3.2 es el segundo corolario del teorema
11.3. Los postulados se enumeran de manera distinta, con numeracion
corrida a lo largo del capitulo I y anteponiendo el nimero de seccion.
Por ejemplo, el postulado 3.7 es el séptimo postulado del capitulo I y
aparece en la seccién 3. El lector que tenga duda acerca del significado
de un simbolo que aparezca en el texto podra verificar o consultar su
su significado en el apéndice I1I, donde se da una lista de simbolos.

El presente texto se elabord en las instalaciones de la Facultad de
Ingenieria Mecanica y Eléctrica de la Universidad Auténoma de Nuevo
Leon y del Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas y
en Sistemas de la Universidad Nacional Auténoma de México con el
apoyo del proyecto SEP-2003-C02-45448/A-1 y del proyecto PAICYT
CAR826-04.

Queremos agradecer a todos los familiares y amistades, de los cuales
recibimos tanto apoyo moral como sugerencias y correcciones, asi mismo
agradecemos a Publicaciones Electréonicas de la Sociedad Matematica
Mexicana por sus acertados comentarios y la confianza recibida en la
publicacion del libro.
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I. GEOMETRIA ELEMENTAL

1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos las propiedades elementales de la geo-
metria euclidiana basandonos en un conjunto de postulados basicos que
supondremos verdaderos. Introduciremos cinco conceptos basicos no
definidos, a saber los de punto, recta, plano, espacio y distancia
entre dos puntos, ademas de los conceptos de area y volumen que
se establecen en las ultimas secciones del capitulo. Se pretende que
los postulados sean intuitivamente aceptables de acuerdo a las ideas
preconcebidas que pudiera tener el lector de los conceptos basicos. Por
punto entenderemos un objeto sin grosor, sin longitud ni anchura pero
que estd en algun lugar (aun cuando al hacer dibujos, un punto es
representado con una bolita con un pequeno grosor, esto es solamente
una manera de poder visualizar su localizaciéon). Una recta no tiene
grosor ni anchura, pero tiene una longitud infinita, no tiene comienzo ni
fin y no se interrumpe en ningin lugar, ademas jamas se enchueca. Un
plano es algo que no tiene grosor pero tiene longitud y anchura infinita,
ademas no se dobla ni estd pando. El espacio es algo que tiene longitud,
anchura y grosor infinito, y representa el universo donde se encuentran
todas las cosas materiales. La distancia entre dos puntos dados es algo
que nos dice qué tan separados o alejados estan dos puntos. Lo anterior
no constituyen definiciones, recordemos que son términos no definidos,
solo se intenta dar una idea de lo que representan. Los postulados
que veremos en este capitulo describiran con mayor precision lo que
queremos que represente, sus propiedades y relaciones entre ellos.

Postulado 1.1. El espacio es el conjunto de todos los puntos. Ademas
las rectas y los planos son subconjuntos del espacio; es decir, las rectas
v los planos son conjuntos cuyos elementos son puntos.

En este capitulo espacio significard espacio de tres dimensiones.
Al espacio lo denotaremos con el simbolo £. El simbolo (a, b) represen-
tard la pareja ordenada cuya primera componente es a y cuya segunda
componente es b, donde (a,b) # (b, a), a menos que a sea igual a b. Al
simbolo x lo usaremos para denotar el producto cartesiano, es decir
si Ay B son dos conjuntos, entonces A x B es el conjunto de todas
las parejas ordenadas (a,b) tales que a € Ay b € B. El simbolo <=
es el de equivalencia entre dos proposiciones, es decir si p y ¢ son dos
proposiciones, la expresion p <= ¢ indica que las proposiciones p y
q son equivalentes y se lee “p si y sélo si ¢”; mientras que el simbolo
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= es el de implicacién y la expresion p = ¢ indica que p implica
q, lo cual se puede leer como “si p entonces ¢”. El simbolo (a;b) re-
presentara al intervalo abierto con extremos a y b, es decir al conjunto
{r € R:a < x < b}; mientras que [a;b] representard al intervalo ce-
rrado con extremos a y b, es decir al conjunto {x € R : a < z < b};
de manera similar el simbolo [0;+00) representa al conjunto de los
nimeros reales no negativos.

Postulado 1.2. Postulado de la distancia. Existe una tinica
funcién d : € x € — [0;00) tal que si P, Q y S son tres puntos cua-
lesquiera del espacio, entonces

Si Ay B son dos puntos, al nimero d(A, B) dado en el postulado
1.2 lo denotaremos generalmente como AB (aunque también se denota
a veces como |AB| o como |A — BJ).

Postulado 1.3. Postulado de la recta. Dados dos puntos diferentes
existe solamente una recta a la cual pertenecen.

B

Dados dos puntos diferentes Ay B, a la tinica recta a la cual pertenecen
estos puntos se le denota como AB.

Postulado 1.4. Postulado de la regla. Dada una recta ﬁ, existe
una tnica biyeccion de AB en R de tal manera que:

(i) Si P,Q € AB, entonces PQ = |z — y|, donde x e y son los
niimeros que la biyeccion le asigna a P y () respectivamente.

(ii) La biyeccion le hace corresponder al punto A el cero y al punto
B un nimero positivo.
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(r >0)

ﬂom
gcbhg
O":B
@0@

DEFINICION 1.1. A cualquier biyeccién como la dada en el postulado
de la regla se le llama sistema de coordenadas de AB. Si Pe 1(4—B),
entonces al nimero x que le corresponde al punto P se le llama la
coordenada de P (con respecto a tal sistema de coordenadas).

Como consecuencia directa del postulado de la regla y del hecho de
que los numeros reales tienen al menos dos elementos (de hecho una
infinidad de elementos), tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Toda recta tiene al menos dos elementos.
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2. Segmentos y Rayos

DEFINICION 2.1. Decimos que un punto B estd entre A y C' cuando
se cumplen las siguientes dos propiedades:

(i) A, By C estan en una misma recta y son diferentes,
(i) AB + BC = AC.
A

El siguiente teorema ilustra el hecho de que la definicién anterior
describe lo que entendemos por la palabra ‘entre’.

Teorema 2.1. Sean A, B y C tres puntos en una recta y sean x,
y y z sus coordenadas respectivamente (con respecto a un sistema de
coordenadas). El punto B estd entre A y C siy sélosiz <y <z 6
x>y >z

Demostracion. Si B esta entre A y C, entonces AB + BC' = AC
por lo que debido al postulado de la regla |x —y| + |y — 2| = |v — 2| =
|(z —y) + (y — 2)|, pero una expresiéon de la forma |a| + |b] = |a + b
implica que a y b son del mismo signo o que alguno de los dos es cero
(ver todas las posibilidades). Por lo tanto (z —y) e (y — 2) tienen el
mismo signo o alguno de los dos es cero. Ahora, si x —y = 0, entonces
x =y, por lo que A = B; similarmente si y — z = 0, entonces B = C.
Pero si B esta entre A y C', entonces A, B 'y C son diferentes por lo que
deben tener diferentes coordenadas. Asi tenemos que (z —y) e (y — 2)
son del mismo signo, es decir (t —y >0ey—2>0)6(z—y<0e
y — z < 0) pero esto significa que (r >yey>z)d(r<yey<2z),es
decirz >y>z6r<y<z

Ahora, siz >y >z 6 ¢ < y < z, entonces los puntos A,B y C son
diferentes y ademéds z <y <z=z—y>0,y—x >0y z—2 >0
= AB+BC =CB+BA=|z—y|l+ly—z|=(—-y)+y—2x) =
z—x =|z—x| =CA= AC. Ahora, también tenemos que = > y >
z=r—y>0y—2>0yx—2>0=AB+BC=|z—y|+|y—z| =
(x—y)+(y—2)=x—2=|v—2z2 =AC. .
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Ejercicio 2.1. Dados dos puntos distintos P y (), demostrar que existe
al menos un punto entre Py Q).

FEjercicio 2.2. Dados tres puntos diferentes en una recta, uno y sélo
uno de ellos estd entre los otros dos.

DEFINICIO’I\LQ.Z. Dados dos puntos diferentes A y B, definimos el
segmento AB como el conjunto de los puntos C' tales que C' = A,

C =Bo6Cestdentre Ay B.
A

\9

DEFINICION 2.3. Si A y B son dos puntos diferentes, entonces al
nimero AB (la distancia entre A y B) se le llama la longitud del

segmento AB v a los puntos A y B se les llama extremos del segmento
AB.

DEFINICION 2.4. Dos segmentos son congruentes si tienen la misma

longitud.

DEFINICION 2.5. Si A y B son dos puntos diferentes, entonces defi-

nimos el rayo AB como el conjunto de todos los puntos C' tales que
Ce AB 6 B estaentre Ay C.

A

DEFINICION 2.6. Dado un rayo 1@, al punto A se le llama extremo
del rayo AB.

DEFINICION 2.7. Si A esté entre B y C, entonces a los rayos AB y AC
se les llama rayos opuestos.
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Teorema 2.2. Teorema de localizacion de puntos. Sea AB un
rayo y x > 0. Existe solamente un punto P € 1@), tal que AP = x.

ﬂ»m
gtbho
O":j;

Demostracion. Por el postulado de la regla tenemos un sistema de
coordenadas en AB tal que la coordenada de A es 0 y la de B es un
nimero positivo r. Sea P el punto cuya coordenada es x. Tenemos
que AP = |0 — z| = x. Veamos ahora que P € AB. Tenemos por la
propiedad de tricotomia que:

(a) x<r, b) z=r o6 (¢) x>

Por el teorema 2.1 y por definicién de segmento AB tenemos que en
los casos (a) y (b) se tiene que P € AB y en el caso (c) se tiene que
B esta entre A y P, por lo que en general P € AB. Si P' € AB es
diferente de P, entonces su coordenada z’ es diferente de x y ademés
por el teorema, anterior y definicién de rayo, tenemos que 0 < 2/ <r 6
0 <r<a esdecir ' >0, porlo que AP = |0 — 2| =2’ # x = AP,
por lo que P es el tinico punto en AB tal que AP = . ]

FEjercicio 2.3. Demostrar que si A y B son dos puntos diferentes en

una recta [ y A’ es un punto en una recta I’, entonces existe un punto
B el tal que AB = A'B".

Ejercicio 2.4. Demostrar que si A, B y C son tres puntos diferentes
en una recta [ tales que B estd entre Ay C, y si A, B’ y C' son tres
puntos diferentes en una recta ' tales que B’ esta entre A" y C', y

ademas AB = A’'B'y BC = B'C’, entonces AC = A'C".

Teorema 2.3. Sea AB una recta en la cual estd definido un sistema
de coordenadas tal que la coordenada de A es cero y la de B es un
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numero positivo. El punto P € AB si y solo si la coordenada de P es
AP.

Demostracion. Si P € /@), por el teorema 2.1 la coordenada x de P
es mayor o igual que 0, por lo que z = |0 — z| = AP. Ahora, si la
coordenada de P es AP tenemos que P tiene coordenada no negativa
por lo que por el teorema 2.1 y definicién de rayo AB tenemos que
Pe 14_3) ]

DEFINICION 2.8. Sea A # B. Decimos que P es el punto medio de
AB, si P estd entre Ay By AP = PB.

P
1
'

Teorema 2.4. Teorema del punto medio. Todo segmento tiene
tinicamente un punto medio.

Demostracion. Sea AB un segmento. Tomemos como M el punto en
AB tal que AM = (esto es posible debido al teorema de localizacion
de puntos). Si tomamos el sistema de coordenadas cuya coordenada de
Aes 0 la de B es positiva, entonces por el teorema 2.3 la coordenada
de M es ATB. Ahora, la distancia entre By M es AB — AQB = AB
por lo que AM = M B, es decir M es un punto medio de AB. Ahora
si M’ es también un punto medio de AB, entonces debe cumplir las
siguientes igualdades
AM' + M'B = AB y AM' = M'B,

lo que nos lleva a que AM' = AB y de acuerdo con el teorema de lo-

calizacién de puntos P’ = P. Es decir, P es el inico punto medio de
AB. .

DEFINICION 2.9. Si P es el punto medio de un segmento, decimos que
P biseca al segmento.

DEFINICION 2.10. Cuando algunos puntos estdn todos en una misma
recta decimos que estan alineados o que son colineales.
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3. Planos

Postulado 3.5.

(i) A todo plano pertenecen al menos tres puntos diferentes que no
estan alineados.

(ii) Al espacio pertenecen al menos cuatro puntos diferentes que no
estan en un mismo plano.

Teorema 3.1. Si dos rectas diferentes tienen interseccion no vacia,
entonces la interseccion tiene solamente un elemento.

Demostracion. Si la interseccién no tiene sélo un elemento, entonces
o es vacia (lo cual contradice nuestra hipdtesis) o tiene al menos dos
elementos diferentes A, B; en cuyo caso por el postulado de la recta,
ambas rectas deben ser AB , lo cual contradice el hecho de que las rectas
son diferentes. Por lo tanto la interseccién tiene sélo un punto. .

Postulado 3.6. Postulado del plano. Tres puntos cualesquiera
estan en algun plano y tres puntos cualesquiera no alineados estan
solamente en un plano.

Postulado 3.7. Postulado de la interseccion de planos. Si dos
planos diferentes se intersecan, entonces su interseccion es una recta.

Teorema 3.2. Teorema de llaneza. Si dos puntos diferentes de una
recta pertenecen a un plano, entonces la recta a la que pertenecen los
puntos esta incluida en el plano.
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Demostracion. Sean Ay B dos puntos diferentes en un plano I, y sea
C e AB. Si C no estuviera en II, entonces, por el postulado del plano,
existiria un plano Il # II tal que A, B, C € Ilj, pero por el postulado
de la interseccién de planos tendriamos que IT n I seria una recta, y
debido al postulado de la recta II n 1lj = ﬁ, contradiciendo el hecho
de que C' # II. Por lo tanto C' € II, es decir AB c 1I. ]

Los dos teoremas siguientes se deducen directamente del postulado
3.6 y de los teoremas 3.2 y 1.1. Dejamos al lector los detalles de las
demostraciones.

Teorema 3.3. Dada una recta y un punto que no esta en ella, existe
solamente un plano al cual pertenece el punto y en el cual la recta esta
incluida.

Teorema 3.4. Dadas dos rectas diferentes que se intersecan, existe un
tinico plano en el cual estan incluidas.

Ejercicio 3.1. Demostrar los teoremas 3.3 y 3.4.
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4. Conjuntos Convexos

El concepto de convexidad tiene muchas aplicaciones en diferentes
disciplinas como la Economia, Programacion Lineal, Investigacion de
Operaciones y la Teoria de Juegos por mencionar algunas. En esta
seccion manejaremos tal concepto restringiéndonos al espacio de 3 di-
mensiones.

DEFINICION 4.1. Un conjunto de puntos se dice que es convexo si
para cada dos puntos diferentes P y @ del conjunto se tiene que el
segmento P() esta incluido en el conjunto.

~

conjunto no convexo conj unt o convexo

Ejercicio 4.1. Demostrar que los planos, rectas, rayos, segmentos e
intersecciones de conjuntos convexos son conjuntos convexos.

Postulado 4.8. Postulado de la separacion del plano. Sean | una
recta y o un plano en el cual esta incluida I. El conjunto de puntos del
plano o que no estan en la recta 1 son la unién de dos conjuntos A y
A, tales que:

(i) Los dos conjuntos Ay y Ay son convexos.
(i) Si P e Ay y Q € Ay, entonces PQ interseca a la recta.

En geometria se suele usar la palabra cortar como sinénimo de in-
tersecar.

DEFINICION 4.2. En el postulado de la separacién del plano los con-
juntos Ay y Ay se llaman lados de la recta . Si P € Ay y Q € As,
decimos que Py () estan en lados opuestos de la recta [, también se
dice que A; y Ay son lados opuestos (de una recta). A la recta [ se
le llama arista o borde de cada uno de los conjuntos Aj, Ay, Ay uly
A2 ul.

DEFINICION 4.3. Si A es un lado de una recta [, diremos que los con-
juntos de la forma A y A Ul son semiplanos. Para ser mas especificos,
los conjuntos de la forma A se llaman semiplanos abiertos y los de
la forma A U [ se llaman semiplanos cerrados.
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Ejercicio 4.2. Demostrar que cualquier semiplano cerrado es un con-
junto convexo.

Teorema 4.4. Si Ay y Ay son lados opuestos de una recta [, entonces
A1 M A2 = .

Demostracién. Sean P € A;, Q € | y M el punto medio de PQ. La
recta PM corta a [ solamente en Q, por lo que PM no corta [, pero
debido al postulado de la separacién del plano M € A y como PM no
corta [, entonces P ¢ Ay. Por lo tanto A n Ay = @. n

Postulado 4.9. Postulado de la separacién del espacio. Dado
un plano v, el conjunto de puntos del espacio que no estan en 7y es la
union de dos conjuntos G, y Gy tales que:

(i) Los dos conjuntos G, y Ga son convexos.

(i) Si P e G y Q € Gy, entonces PQ corta al plano .

DEFINICION 4.4. Los dos conjuntos G; y G, descritos en el postulado
de la separacién del espacio se llaman lados del plano v. Si P € G;
y @ € Gs, decimos que P y () estdn en lados opuestos del plano ~,
también se dice que G; y Gy son lados opuestos (de un plano). Al
plano v se le llama cara de cada uno de los conjuntos Gy, Go, Gy Ul ¥

qul.

DEFINICION 4.5. Si G es un lado de un plano -, diremos que los conjun-
tos de la forma G y G U v son semiespacios. Para ser mas especificos,
los conjuntos de la forma G se llaman semiespacios abiertos y los de
la forma G U 7 se llaman semiespacios cerrados.

Los conceptos de convexidad se generalizan a espacios de mayor di-
mensiéon que 3, introduciendo el concepto de hiperplano, lo cual explica
la gran cantidad de aplicaciones que tiene el postulado de la separacién
del espacio.

Ejercicio 4.3. Demostrar que si A, B 'y C' son tres puntos diferentes y
no alineados, y [ es una recta incluida en el plano en el cual estdn A, B
y C, tal que la recta [ interseca al segmento AB en un punto diferente
de A y de B, entonces [ interseca al segmento AC o al segmento BC.

Ejercicio 4.4. ;La unién de dos conjuntos convexos es siempre un con-
junto convexo?
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5. Angulos y Tridngulos

DEFINICION 5.1. A la unién de dos rayos de la forma AB y AC que
no estan incluidos en una misma recta se le llama angulo. Al angulo
que es la unién de dos rayos AB y AC se le denota indistintamente
por ZBAC o por ZCAB. Al punto A de un angulo ZBAC se le llama
vértice del angulo y a los rayos AD y AC se les llama lados del angulo.

B

C

Dado un punto A podemos observar que hay muchos angulos cuyo
vértice es A, sin embargo el simbolo Z A siempre lo usaremos para que
denote algin angulo cuyo vértice es A.

DEFINICION 5.2. Sean A, B y C tres puntos no alineados. A la unién
de los segmentos AB, BC'y AC se le llama triangulo. A tal triangulo
se le denota como AABC. A los segmentos AB, BC' y AC se les llama
lados y a los puntos A, B y C se les llama vértices del triangulo

AABC.

C

A

DEFINICION 5.3. Sea ZABC un angulo. Definimos el interior del
ZABC como el conjunto de todos los puntos del plano en el cual esta
incluido el dngulo tales que estén en el mismo lado que C de la recta
AB y en el mismo lado que A de la recta BC. Al conjunto de todos
los puntos del plano que no estan en el angulo ni en su interior se le
llama exterior del angulo.

Ahora definiremos lo que es el interior y el exterior de un tridngulo.

DEFINICION 5.4. Sea AABC un tridngulo. Al conjunto de todos los
puntos del plano en el cual esté incluido el tridangulo tales que estan



L.5. Angulos y Tridngulos 13

en los interiores de los dngulos ZABC, /BAC y ZACB se le llama
interior del AABC'. El exterior del AABC es el conjunto de todos
los puntos del plano que no estan en el triangulo AABC ni en su
interior.

DEFINICION 5.5. A la unién de un tridngulo con su interior se le llama
regién triangular. El tridngulo serd el borde de la region triangular
y el interior de él también sera el interior de la regién triangular co-
rrespondiente.
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6. Circunferencias

DEFINICION 6.1. Sea O un punto en un plano y r un nimero positivo.
Al conjunto de los puntos del plano que estan a una distancia r de
O lo llamamos circunferencia. Al punto O se le llama centro de la
circunferencia y al nimero r se le llama el radio de la circunferencia.

circunferencia con centro
en Oy radior

DEFINICION 6.2. Dada una circunferencia en un plano. Al conjunto
de los puntos del plano cuya distancia al centro de la circunferencia es
menor que el radio se le llama interior de la circunferencia. Al conjunto
de puntos del plano cuya distancia al centro de la circunferencia es
mayor que el radio se le llama exterior de la circunferencia. A la unién
de una circunferencia con su interior se le llama regién circular o
circulo. El borde de la regién circular es la circunferencia. El interior
de la regién circular es el interior de la circunferencia. Definimos el
didmetro de la circunferencia (y de la regién circular correspondiente)
como el doble de su radio.

DEFINICION 6.3. Se dice que dos circunferencias son congruentes si
tienen el mismo radio.

circunferencias congruentes
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7. Longitud de Arco

Comenzaremos por definir lo que es una poligonal. Lo que comun-
mente se llama ‘linea quebrada’ en este texto lo llamaremos poligonal.

Mas precisamente tenemos la siguiente definicién.

DEFINICION 7.1. Sea n un entero positivo y (Py)7Z1 una sucesion finita

de puntos tales que si ¢ # j, entonces P,P; 1y Pij .1 Do se intersecan

m4s que posiblemente en un punto. A la unién de los segmentos PPy, 4
donde k € J, = {1,2,...,n} se le llama poligonal. Si P, = P,
diremos que la poligonal es una poligonal cerrada. Si P, # P, 1,
diremos que los puntos P; y P, son los extremos de la poligonal. Al

nimero Y| P.Py,1 se le llama la longitud de la poligonal. El punto
k=1

P; (con 1 < j <n+1) es un vértice de la poligonal si no es extremo y
no estd entre P;_; y Pj;1. En el caso de que la poligonal sea cerrada,
el punto P, (que es igual a P,y;) es también un vértice si no estd
entre B, y P». Silos puntos P; y Pji; son vértices o extremos de la

poligonal, al segmento PiP; lo llamamos lado de la poligonal.

DEFINICION 7.2. Una poligonal en la cual sus vértices son extremos
solamente de dos lados y en la cual dos lados diferentes no se cortan mas
que posiblemente en un extremo comtun se llama poligonal simple.

pol i gonal cerrada pol i gonal sinple con extrenos
sinpl e

DEFINICION 7.3. Decimos que una poligonal cerrada simple estd ins-
crita en una circunferencia si sus vértices pertenecen a la circunferen-
cia.
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pol i gonal cerrada inscrita
en una circunferencia

Procedamos ahora a definir la longitud de un circunferencia.

DEFINICION 7.4. Sea c¢ una circunferencia. Cuando exista un nimero
real = tal que z = sup{s : s es la longitud de alguna poligonal ce-
rrada simple inscrita en ¢ }, a tal nimero lo llamamos la longitud o
perimetro de la circunferencia c.

Postulado 7.10. Siempre existe la longitud de cualquier circunferen-
cia dada.

El postulado anterior nos permite hablar libremente de la longitud
de cualquier circunferencia sin preocuparnos de su existencia.

Definamos ahora los conceptos de arcos de circunferencia y sus lon-
gitudes.

DEFINICION 7.5. En un plano sea c una circunferencia con centro en O.
Sean A y B dos puntos en la circunferencia tales que el punto medio de
AB es el centro O de la circunferencia y A uno de los lados de AB en
el plano. Al conjunto cuyos elementos son A, B y todos los elementos
de ¢ que estan en A se le llama semicircunferencia y los puntos A y
B son los extremos de la semicircunferencia.

DEFINICION 7.6. Sea ¢ una circunferencia con centro en O. Sean A y
B dos puntos en ¢ tales que A, B y O no estan alineados. Definimos
el arco menor de ¢ con extremos A y B como el conjunto cuyos
elementos son A, B y todos los elementos de ¢ que estan en el interior
del ZAOB. Asimismo definimos el arco mayor de ¢ con extremos
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Ay B como el conjunto cuyos elementos son los puntos A, B y todos
los elementos de ¢ que estan en el exterior del ZAOB.

g B
S e

arco nenor de arco nayor de
circunferencia circunferencia

DEFINICION 7.7. Cualquier arco mayor, arco menor o semicircunfe-
rencia se llama arco de circunferencia. El centro de un arco de una
circunferencia es el centro de la circunferencia.

El simbolo AB denotard siempre un arco de circunferencia con ex-
tremos A v B. Si se quiere ser més especifico se usaré el simbolo AX B
para denotar al arco de circunferencia con extremos A y B donde X es
un elemento del arco diferente de A y de B.

Definamos ahora el concepto de longitud de arco de circunferencia.

DEFINICION 7.8. Sea AB un arco de circunferencia. Definimos la
longitud del arco AB como

(AB := sup{s : s es la longitud de una poligonal simple con extremos

Ay B, cuyos vértices estén en el arco AB }.

Debido al axioma del supremo y del postulado 7.10 el valor de (AB
siempre existe pues la longitud de cualquier poligonal simple cuyos
vértices estén en la circunferencia de la cual AB es subconjunto, esté
acotada superiormente por la longitud de la circunferencia.
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Teorema 7.1. Todo arco de circunferencia tiene una longitud mayor
que cero.

Demostracion. Si AB es un arco de circunferencia, entonces por defi-
nicién su longitud debe ser mayor o igual que AB. ]

Postulado 7.11. Postulado de adicién de arcos. Sea ¢ una cir-
cunferencia cuya longitud es x.

(i) Si AB es una semicircunferencia incluida en ¢, entonces

(AB = £.

(ii) Si AB y BD son dos arcos diferentes incluidos en ¢ cuya inter-
seccion es { B} y cuya unién es un arco AD incluido en ¢, entonces

Postulado 7.12. Todas las circunferencias de radio 1 tienen la misma
longitud.

DEFINICION 7.9. Definimos el niimero 7 (1éase pi) como la mitad de
la longitud de cualquier circunferencia de radio 1. Es decir, 7t es la
longitud de una semicircunferencia incluida en una circunferencia de
radio 1.

Con los postulados y herramientas adquiridos hasta ahora no tene-
mos forma de calcular explicitamente el valor de 7. Seguramente el
lector ha oido hablar de tal nimero, incluso debe conocer sus valores
aproximados:

= 3.14 6 7T~ 3.14159265.

El niimero 7t es un numero irracional. Para demostrar esto y para
hacer calculos tan aproximados como queramos de 7t es necesario que
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avancemos mas en el estudio de las matematicas. Los antiguos griegos
y egipcios ya habian hecho mediciones empiricas sobre tal valor.
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8. Medidas de Angulos

Para definir el concepto de medida de un dngulo se utilizaran los
resultados de la seccién 7.

DEFINICION 8.1. Un angulo central de una circunferencia es un
angulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia.

angulo central de la circunferencia

DEFINICION 8.2. Decimos que un dngulo intercepta un arco si:
(i) los extremos del arco estan en el dngulo.
(ii) todos los otros puntos del arco estéan en el interior del angulo, y

(iii) a cada lado del dngulo pertenece un extremo del arco.

s

/
/

arco inte;cegtado
v por el angulo

TN

DEFINICION 8.3. El arco menor AB corresponde al angulo /. DOC
Si:

(i) el arco AB est4 incluido en una circunferencia de radio 1,
(ii) el angulo ZDOC' es un angulo central de tal circunferencia, y
(i) el dngulo ZDOC intercepta al arco AB.
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arco correspondiente al angulo

DEFINICION 8.4. Dos arcos incluidos en circunferencias congruentes
son congruentes si tienen la misma longitud.

DEFINICION 8.5. La medida de un éngulo Z DOC', denotada |ZDOC|
6 £DOC es la longitud de su arco correspondiente.

Muchos autores llaman angulo a lo que nosotros llamamos medida del
angulo, otros (desafortunadamente) llaman angulo indistintamente a lo
que nosotros llamamos angulo y a lo que llamamos medida del angulo y
utilizan la notaciéon ZDOC' tanto para denotar lo que para nosotros es
ZDOC como para denotar £ DOC'. Si bien es cierto que son conceptos
muy relacionados, son cosas diferentes (uno es un conjunto de puntos
y el otro es un nimero). En este libro haremos siempre la diferencia
entre lo que definimos como angulo y su medida, sin embargo el lector
debe ser capaz de comprender y adaptarse a la terminologia de otros
textos, aunque es deseable que tales textos conserven una estructura
logica que no sea contradictoria.

Observemos que asi como medimos segmentos con una regla que es
imitacion de una recta, también medimos angulos con un transportador
que es una semicircunferencia (o en algunos casos la circunferencia
completa). El transportador es una imitacién de una circunferencia
graduada de radio 1 que mide un angulo por medio de su arco corres-
pondiente. Usualmente se toma la medicién de los dngulos en grados.
Definamos pues lo que es un grado.

DEFINICION 8.6. Un grado estd definido como %5. Es decir, {55 =
2 _ w2 3 _ 16 14
5

360 = %0 = 60 = 30 = a5 ©sun grado, lo cual significa que

7 = 180 grados,
27 = 360 grados,

us

7 =90 grados,

2:
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3 = 60 grados,
5 = 30 grados y
7 = 45 grados.
Si x € R, entonces 2° denota x grados, asi por ejemplo 5§ = 90°,
3 =00, £=30° 7 =45y 55 = 1°.

Teorema 8.1. La medida de un angulo es un niimero real mayor que
0 y menor que Tt.

Demostracion. Del teorema 7.1 y la definicién de medida de angulo
se deduce que la medida de un angulo es mayor que 0. Sea ZABC
un angulo. Por el teorema de localizacién de puntos podemos tomar
Ale Ei, C'e BC y D en el rayo opuesto a BA tales que BA' = BC'
= BD = 1. Sean ahora A’C" y C"D los arcos correspondientes a los
dngulos ZABC'y £CBD respectivamente. Como (A’C")u (C'D) es
una semicircunferencia de radio 1, por el postulado de adicién de arcos
y la defincion de 7t tenemos que

— —

KABC = (A'C" = (((AC") u (C'D)) —¢C"D = w— (C'D.
Pero como (C"D > 0, tenemos que £ ABC < . ]

Postulado 8.13. Postulado de construccion de angulos. Sea AB
un rayo incluido en la arista de un semiplano A. Para cada nimero

r entre 0 y 7 existe unicamente un rayo ﬁ, con P € A, tal que
XPAB =r.

Teorema 8.2. Teorema de adicién de angulos. Si D esta en el
interior del Z BAC', entonces £ BAC = X BAD + X DAC.

B

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente del postulado
de adicion de arcos y de la definicién de medida de angulo. ]

DEFINICION 8.7. Si AB y AD son rayos opuestos, y AC es otro rayo
decimos que los angulos Z/ BAC'y ZCAD forman un par lineal.



1.8. Medidas de Angulos 23

DEFINICION 8.8. Dos dngulos son suplementarios si la suma de sus
medidas es . Ademas se dice que uno es suplemento del otro.

DEFINICION 8.9. Dos 4ngulos son complementarios si la suma de
sus medidas es 7. Ademads se dice que uno es complemento del otro.

Teorema 8.3. Teorema del suplemento o del par lineal. Si dos
angulos forman un par lineal entonces son suplementarios.

Demostracion. Al igual que en el teorema 8.2 la demostracién se sigue
del postulado de adicién de arcos. .

DEFINICION 8.10. Un &ngulo recto es un dngulo cuya medida es 7

29
es decir cuya medida es de 90°.

angulo recto

DEFINICION 8.11. Si ZBAC es recto, entonces decimos que los rayos
AB y AC son perpendiculares (en A) y a tal hecho lo denotamos
como AB 1 AC. De manera més general, si [y es una recta, rayo o
segmento tal que A € [; AB y lo es una recta, rayo o segmento tal
que A € ly, C j@, entonces decimos que [; es perpendicular a [y o
que l; y l; son perpendiculares y lo denotamos como [y | [5.

DEFINICION 8.12. Dos dngulos que tienen la misma medida se dice que
son congruentes, también se dice que uno es congruente con el otro.

Observemos que estrictamente hablando no es lo mismo que dos
angulos sean congruentes a que sean iguales. Podemos tener dos angulos
diferentes que tengan la misma medida (vistos éstos como la unién de
dos rayos). Al igual que hacemos la distincién entre el concepto de
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angulo y el de medida de angulo, también haremos la distincién entre
congruencia e igualdad de angulos.

Denotaremos al hecho de que dos angulos ZABC' y ZDEF sean
congruentes como
LABC = /DEF,

lo cual significa

X ABC = £ DEF.

Podemos ver que la relacion de congruencia es una relacion de equi-
valencia, es decir es reflexiva, simétrica y transitiva.

DEFINICION 8.13. Dos dngulos ZABC' y ZDBE son opuestos por
el vértice si BD es opuesto a un lado de ZABC y el otro lado de
/ DBE es opuesto al otro lado de ZABC.

Teorema 8.4. Teorema de los angulos opuestos por el vértice.
Dos angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracion. Sean /CBD y /ABFE dos angulos opuestos por el
vértice, sin pérdida de generalidad supongamos que BA y BD son
opuestos, y BC y BE son opuestos. Por el teorema del suplemento
tenemos que

ZABC+ £CBD =T

KXABC + XABFE =,
de donde KCBE = nm— XABC = XABFE, por lo que los angulos
opuestos por el vértice ZCBD y ZABFE son congruentes. ]

Ejercicio 8.1. Demostrar el siguiente teorema: Si la union de dos rectas
que se cortan incluye un angulo recto, entonces incluye a cuatro angulos
rectos.
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9. Congruencia de Triangulos

Supongamos que tenemos los tridngulos AABC vy ADEF vy asig-
namos las siguientes biyecciones entre los vértices de AABC' y los de
ADEF de la siguiente forma

A— D,

B—FEy
Cw— F.

A tal biyeccién le llamaremos correspondencia entre los angulos de
ambos triangulos determinada por

ABC «— DEF.

Similarmente ABC' «— DFEF define una biyeccién entre los lados

del AABC' y los del ADFEF de la forma
AB — DE,

BC+w— EFy

AC +— DF;
a la cual llamaremos correspondencia entre lados. Asi decimos por
ejemplo que A y D son correspondientes, los dngulos ZCAB y

/FDE son correspondientes y que los lados AC y DE son co-
rrespondientes de acuerdo a la correspondencia

ABC «— DFEF.

DEFINICION 9.1. Dados dos tridngulos AABC y ADEF. Deci-
mos que la correspondencia ABC «— DEF es una congruencia
si cualesquiera dos angulos correspondientes son congruentes y cua-
lesquiera dos lados correspondientes son congruentes. Mas precisa-
mente ABC' «— DFEF es una congruencia si

/LBAC = LEDF, LABC = /DFEF, [LACB<=/DFFE

AB~DE, BC=~FEF y AC=DF.
Al hecho de que ABC «— DFEF sea una congruencia lo denotamos
ast

ABC = DEF.
DEFINICION 9.2. Decimos que dos tridngulos ¢, y ¢, son congruentes
(denotado t; = t5) si existe una correspondencia entre los vértices del
primero y del segundo que sea una congruencia.
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DEFINICION 9.3. Decimos que un lado de un tridngulo estd compren-
dido por los dngulos cuyos vértices son extremos del lado. Un angulo
de un triangulo esta comprendido por los lados del tridngulo que
tienen como extremo comun al vértice del angulo. Por ejemplo, en un
AABC, el dngulo ZABC estd comprendido por AB y por BC, y el
lado AB estd comprendido por ZBAC y por ZABC.

DEFINICION 9.4. En un tridngulo, si un d4ngulo dado est4 comprendido
por dos lados, al otro lado se le llama lado opuesto al dngulo dado.
Similarmente, si un lado dado estd comprendido por dos angulos, al
otro angulo se le llama angulo opuesto al lado dado. Por ejemplo en
el AABC, AC es el lado opuesto a ZABC' y el lado AB es opuesto
al angulo ZAC'B. Un éngulo y un lado de un triangulo que no son
opuestos se dice que son adyacentes o que uno es adyacente al otro.

Se definira a continuacién el significado general de que dos subcon-
juntos del espacio sean congruentes.

DEFINICION 9.5. Dos subconjuntos del espacio S; y S, son congruen-
tes si existe una correspondencia biunivoca f : S — S5 entre S7 y
S5 tal que para cualesquiera dos puntos Py ) de S; se tiene que la
distancia entre Py () es igual a la distancia entre f(P)y f(Q). A una
correspondencia como la anterior se le llama isometria. Al hecho de
que S1 y S sean congruentes se le denota asi

Sl = SQ.

Observemos que esta definicién de congruencia es una generalizacion
de las otras definiciones de congruencia dadas anteriormente para seg-
mentos, circulos, arcos, angulos y triangulos.
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10. Postulados y Teoremas de Congruencia de Triangulos

Tenemos a continuacion los siguientes tipos de correspondencias.

DEFINICION 10.1. Dada una correspondencia ABC «— DEF entre
dos triangulos decimos que es una correspondencia lado-angulo-lado
o abreviadamente LAL si dos lados del AABC' y el angulo compren-
dido entre ellos son congruentes con las partes correspondientes del

ADEF.

DEFINICION 10.2. Dada una correspondencia ABC «— DEF en-
tre dos tridngulos decimos que es una correspondencia angulo-lado-
angulo o abreviadamente ALA si dos angulos del AABC y el lado
comprendido entre ellos son congruentes con las partes correspondien-
tes del ADEF'.

DEFINICION 10.3. Dada una correspondencia ABC «— DEF entre
dos triangulos decimos que es una correspondencia lado-lado-lado o
abreviadamente LLL si los lados correspondientes son congruentes.

Con estas definiciones estamos listos para enunciar los siguientes pos-
tulados y teoremas fundamentales de la trigonometria.

Postulado 10.14. Postulado LAL. Toda correspondencia LAL es
una congruencia.

Teorema 10.1. Teorema ALA. Toda correspondencia ALA es una
congruencia.

Demostracion. Sea ABC' «— DFEF una correspondencia ALA. Por
el teorema de localizacion de puntos, existe un punto G € AB tal que
AG = DE. Ahora, por el postulado LAL tenemos que AGC =~ DEF,
por lo que XACG = XDFE, pero DFE = XACB, por lo que
KACB = LACG. Ahora, B y G estan del mismo lado de ac por
lo que debido al postulado de construccion de angulos tenemos que
LACB = LACG, es decir G € CTB), pero como también G € AB tene-
mos, debido a que si dos rectas diferentes se intersecan su interseccion
tiene solamente un elemento (teorema 3.1), obteniéndose asi que G =
B, pero como AGC = DFEF, entonces ABC =~ DEF, lo cual demues-
tra el teorema. ]

DEFINICION 10.4. Un tridngulo es escaleno si ninguno de sus lados es
congruente con otro de sus lados.
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DEFINICION 10.5. Un tridngulo es isésceles si al menos dos de sus
lados son congruentes.

S ———

DEFINICION 10.6. Un tridngulo es equildtero si sus tres lados son
congruentes.

Teorema 10.2. Teorema del triangulo isésceles. Si dos lados de
un triangulo son congruentes, entonces los angulos opuestos a éstos son
congruentes. Es decir, en un triangulo isosceles los angulos opuestos a
los lados congruentes son congruentes.

Demostracion. Sea AABC un tridngulo tal que AB = BC'. La corres-
pondencia ABC' «—— C'BA es una correspondencia LAL por lo que es

una congruencia, por lo tanto/ BAC' =~ / BCA, pero /BAC'y /BCA
son los dngulos opuestos a BC'y AB respectivamente. ]

Del teorema del triangulo isésceles se deduce directamente el siguien-

te corolario.

Corolario 10.2.1. Corolario del triangulo equilatero. Todo
triangulo equilatero tiene sus tres angulos congruentes.

Teorema 10.3. Reciproco del teorema del triangulo isdsceles.
Si dos angulos de un triangulo son congruentes, entonces los lados
opuestos son congruentes.

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la anterior
pero usando el teorema ALA. .
Como consecuencia del teorema 10.3 tenemos.

Corolario 10.3.1. Todo triangulo que tiene todos sus angulos con-
gruentes es equilatero.
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Teorema 10.4. Teorema LLL. Toda correspondencia LLL es una
congruencia.

Demostracion. Sea ABC' «— DFEF una correspondencia LLL. Por lo-
calizaciéon de puntos y por construccion de angulos existe un tnico
punto G en el lado de ac opuesto al lado en el cual esta B tal
que LCAB =~ ZEDF y tal que AG = DF. Por LAL se tiene que
AGC = DFEF. Ahora, como FE = CG y FE = CB, tenemos que
CB = (C@G, andlogamente tenemos que AB = AG, por lo que de-
bido al teorema del tridngulo isdsceles tenemos que ZABG = / AGB
y ZCBG =~ /ZCGB. Ahora, por adicién de angulos tenemos que
/ABC = /AGB de donde por LAL se tiene que ABC' = AGC'y

por transitividad ABC =~ DEF, lo cual demuestra el teorema. ]

Con definiciones similares se puede ver que correspondencias del tipo
AAA 6 LLA pueden no ser congruencias aunque posteriormente vere-
mos (teorema 12.2) que las correspondencias del tipo LAA si son con-
gruencias.

Un ejemplo donde se utiliza el teorema LLL es en la demostracion
del teorema de la bisectriz. Definamos antes lo que es una bisectriz.

DEFINICION 10.7. Si D estd en el interior del Z/BAC v /BAD =~
LCAD, entonces el rayo AD biseca al ZBAC y se llama la bisectriz
del ZBAC.

I

Teorema 10.5. Teorema de la bisectriz. Todo dngulo tiene sola-
mente una bisectriz.

Demostracion. Sean ZBAC un angulo, B’ € AB tal que AB" = AC'y
D el punto medio de B’C. Por el teorema LLL ADC «— ADB’ es una
congruencia y los angulos ZB’AD y /CAD son correspondientes por
lo tanto son congruentes, pero Z B’AD = /BAD, por lo que ZBAD =
LCAD, es decir AD es bisectriz de ZBAC. Demostremos ahora que
AD es el tnico rayo que biseca a ZBAC'. Sea AD un rayo que biseca
a /BAC y veamos que D’ debe estar en el interior del ZBAC'. Si D"y
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C estan en lados opuestos de /(2173), entonces por el teorema de adicion
de angulos CAD" > £ BAD’ por lo que AD' 1o serfa bisectriz del
ZBAC. Anélogamente D' y B estan del mismo lado de j@, por lo
tanto D’ estd en el interior del ZBAC. Ahora, por el teorema de
adicion de angulos y por ser AD' bisectriz del /BAC, tenemos que
XBAD" = %ABAC. Pero el postulado de construccion de angulos

garantiza que solamente hay un rayo AD’con D’ del mismo lado que C'
de 4B tal que £ BAD' = %ABAC’, por lo que la bisectriz es tinica. =

Teorema 10.6. Todos los puntos de la bisectriz de un angulo diferentes
del extremo estan en el interior del angulo.

Demostracion. Sea /ABC un angulo y BD su bisectriz con D en el
interior de ZABC. Si E € BD y E # B, entonces E y D estan del
mismo lado de AB ya que el unico punto de ED que corta a AB es B
y B ¢ ED. Anslogamente E/' v D estan del mismo lado de W, por lo
que F esta en el interior de ZABC. ]
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11. Perpendicularidad

En esta seccion estudiaremos algunos resultados relacionados con el
concepto de perpendicularidad.

Teorema 11.1. En un plano, dada una recta | y () € l. Existe
solamente una recta l' tal que l 1L 1" y Qe l'.

Demostracion. La existencia de I’ es consecuencia del postulado de
construccion de angulos y la unicidad es consecuencia del teorema del
suplemento. Dejamos al lector los detalles de la demostracion. .

Lema 11.1. Dada una recta | y un punto () ¢ l. Existe una recta [’
perpendicular a l tal que Q) € I'.

Demostracion. Sea P e l. Si m 1 [, tomamos I = % y se cumple la
conclusion.

Supongamos que @ no es perpendicular a [. Sea S € [ tal que
S # P. Por el postulado de construccion de dngulos, sea R’ un punto
tal que Q y R’ estan en lados opuestos de [ y tal que £ SPR' = X.SPQ.
Por el teore& de localizacion de puntos podemos tomar ahora un
punto R € PR’ tal que PR = PQ. Sea finalmente T € [ tal que
T € RQ (esto es posible debido al postulado de separacién del plano).

Con esta construccién tenemos que QPS «— RPS es una corres-
pondencia LAL por lo que QS = RS 'y ZQSP =~ ZRSP. Observemos
quesi ZQTS = LRTS, entonces por el teorema del suplemento Q(_f iy
y es suficiente con tomar I’ = Q(_T) SiS =T, entonces ZQTS = /RTS.
Si 5P = S_T, entonces ZQST =~ /RST por lo que debido al postulado
LAL tenemos RST =~ QST, de donde ZQTS =~ /RTS. Finalmente
si ST y SP son rayos opuestos, entonces ZQST = /RST debido

a que son suplementos de angulos congruentes y de nuevo se tiene

RST =~ QST, de donde ZQTS =~ /RTS. .

Teorema 11.2. Dada una recta | y un punto () que no esta en ella.
Existe solamente una recta ' perpendicular a l tal que Q € l'.

Demostracion. Por el lema anterior existe un punto P en [ tal que

L I. Supongamos que exista una recta h a la cual pertenezca @)
tal que h L Iy h # m Sea R € hnly S un punto en el rayo
opuesto a m tal que PS = PQ. Por el teorema del suplemento
se tiene que QPR «— SPR es una correspondencia LAL, por lo que
X SRP = 90°. Pero debido al teorema 11.1 @7% = ﬁ, es decir Q, S € h,
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contradiciendo al postulado de la recta, por lo que no existe ninguna
recta h a la cual pertenezca ) tal que h L [y h # m Luego w es
la tinica recta perpendicular a [ a la cual pertenece Q). .

Corolario 11.2.1. Ningtn triangulo tiene dos angulos rectos diferen-
tes. Es decir si un angulo de un triangulo es recto, entonces los otros
dos no son rectos.

Demostracion. Si un triangulo tuviera dos angulos rectos diferentes,
entonces el vértice del otro angulo estaria en dos rectas diferentes,
ambas perpendiculares al lado comprendido entre los dngulos rectos y
por lo tanto también a la recta que incluye a tal lado, lo que contradice
al teorema 11.2. ]

DEFINICION 11.1. Un tridngulo rectdngulo es un tridngulo en el
cual uno de sus angulos es recto.

DEFINICION 11.2. Una mediatriz de un segmento es una recta per-
pendicular al segmento en su punto medio.

B

mediatriz del segmento AB

Teorema 11.3. Teorema de la mediatriz. Si un segmento esta in-
cluido en un plano, entonces la mediatriz del segmento que esta incluida
en el plano es el conjunto de puntos del plano que estan a la misma
distancia de los extremos del segmento. Es decir, en un plano 11, si [ es
la mediatriz de un segmento AB, entonces | = {P el : PA = PB}.

Demostracion. En un plano sea M el punto medio del segmento AB
y [ su mediatriz. Si P € [, entonces AMP «— BMP es una corres-
pondencia LAL por lo que PA = PB. Por otro lado si P es un punto
en el plano tal que PA = PB, entonces AMP «— BMP es una co-
rrespondencia LLL por lo que debido al teorema LLL y al teorema del
suplemento P € [. .
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Corolario 11.3.1. Dados un segmento AB y una recta | incluidos en
un plano. Si dos puntos diferentes de | estdn a la misma distancia de
los extremos A y B, entonces [ es la mediatriz de AB.

Demostracion. Por el teorema de la mediatriz los dos puntos de [ que
estan a la misma distancia de A y de B estan en la mediatriz, pero [
es la tunica recta a la que pertenecen estos dos puntos diferentes, por
lo tanto [ es la mediatriz. ]

El siguiente corolario es un resultado muy interesante cuya demos-
tracion dejaremos como ejercicio para el lector.

Corolario 11.3.2. Las mediatrices de los lados de un triangulo se
cortan en un punto comun, el cual es el centro de la uinica circunferencia
a la que pertenecen los tres vértices del triangulo.

DEFINICION 11.3. La circunferencia a la cual pertenecen los vértices
de un AABC se dice que estd circunscrita en el triangulo. Al centro
de tal circunferencia se le llama circuncentro del AABC.

Observemos que por el corolario anterior se concluye que el circun-
centro de un tridngulo es el punto de interseccion de las mediatrices de
los lados.

DEFINICION 11.4. Sean P un punto, [ una recta y I’ una recta per-
pendicular a [ tal que P € I'. La proyeccién de P en [ es el punto @,
tal que Q € [ nI'. La proyeccién de un subconjunto A del espacio
en una recta es el conjunto formado por las proyecciones en la recta de
todos los elementos de A.

DEFINICION 11.5. Una recta dada y un plano son perpendiculares
si se intersecan y ademas toda recta en el plano que pasa por el punto
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de interseccién es perpendicular a la recta dada. Cuando una recta [ y
un plano II son perpendiculares escribimos [ 1 II.

Lema 11.2. Si B, C, P y ) son cuatro puntos diferentes tales que
PB =QB, PC = QC y X es un punto entre B y C, entonces PX =

OX.

Demostracion. Por el teorema LLL tenemos que PBC' = QQBC, por lo
que ZPBX =~ /ZQBX, de donde por el postulado LAL PBX ~ (QBX
yasi PX = QX. ]

Teorema 11.4. Si una recta | es perpendicular a dos rectas diferentes
[y y 5 que se intersecan, entonces [ es perpendicular al plano que incluye
a las dos rectas ly y [s.

Demostracion. Sean ly y [, dos rectas incluidas en un plano II tales que
linly = {A}, | una recta perpendicular a ly y Iy, P, Q € [ tales que A es
el punto medio de PQ y I3 una recta incluida en II a la cual pertenece
A. Tomemos B € l; y C € [y tales que estén en lados opuestos de l3 y
sea X el punto en I3 que estd entre By C.

Como Iy v I son mediatrices de PQ), por el teorema de la mediatriz
PB=QBy PC = QC. Ahora por el lema 11.2 PX = (QX, pero como
PA = QA, entonces debido al corolario 11.3.1 I3 también es mediatriz
de [, de donde [ L I3, por lo tanto [ L II. .

Teorema 11.5. Sea | una recta y P € [. Existe un plano Il tal que
I LIy Pell.

Demostracion. Sean () un punto que no esta en [, A el plano al cual
pertenece () que incluye a [, R un punto que no estd en A y I' el plano
al cual pertenece R que incluye a [.

Sabemos que A N I" = [ y que existen dos tnicas rectas [ y [, tales
que ly c Ayl Ll lobcl,ly Lly Pelynly Perocomo ly # o
tenemos que el plano Il que incluye a ambas rectas y la recta [ son
perpendiculares, ademés P € II. .

Teorema 11.6. Si una recta dada y un plano son perpendiculares,
entonces el plano incluye a toda recta perpendicular a la recta dada en
su punto de interseccion.

Demostracion. Sean [ y II una recta y un plano perpendiculares,
P el n1l, [; una recta perpendicular a [ en P y I' el plano que incluye
a ll y [.
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Demostraremos que [; < II. La recta I' nII es perpendicular a [ en
P, pero solamente existe una recta incluida en I' que sea perpendicular
alen P,porloquel; =InIlcIlL .

De los teoremas 11.5 y 11.6 se concluye el siguiente teorema.

Teorema 11.7. Dados una recta y un punto en la recta, existe sola-
mente un plano perpendicular a la recta al cual pertenece el punto.

Teorema 11.8. Sea Il un plano y P € Il. Existe una tinica recta [ tal
que Pelyl LIL

Demostracion. Sea () un punto que no esté en Il y R € Il diferente de
P. Por el teorema 11.1, el plano que incluye al APQR incluye a una
Unica recta [; L PR con P e l; y existe una tnica recta [, incluida
en IT tal que Pely y Iy | PR. Ahora, el plano que incluye a Iy y Iy
incluye a una tnica recta [ tal que P €l y [l L l5. Como l; y Il son
perpendiculares a ﬁ, debido al teorema 11.4 tenemos que [ | PR.
Ahora, como [ LIy yl L PR tenemos por el teorema 11.4 que [ L II.

Para ver que [ es la tnica recta tal que P € [ y [ L II, observemos
que si existiera una recta [’ diferente de [ tal que P € ' y I’ L TI,
entonces, por los teoremas 11.4 y 1.7, el plano II' que incluye a [ y [’
incluiria también a la recta [, que pasa por P, es decir tendriamos que
LU lycIl!, Pelnl'nly, Il L1y y !l LIy, contradiciendo al teorema
11.1. .

Ejercicio 11.1. Demostrar el corolario 11.3.2.
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12. Desigualdades Geométricas

En esta seccién se estudiaran algunos teoremas muy importantes,
como son el primer teorema de la distancia minima, el del angulo ex-
terno y la desigualdad del triangulo. Comencemos con algunas defini-
ciones.

DEFINICION 12.1. Dados dos segmentos AB y CD, decimos que el
segmento AB es mayor que el segmento C'D, denotado AB > CD,
si AB > CD. Si AB > CD también decimos que C'D es menor que
AB y lo denotamos como CD < AB.

DEFINICION 12.2. Dados dos dngulos ZABC y ZDEF, decimos
que ZABC es mayor que /DFEF, denotado ZABC > /DEF si
XABC > XDFEF. Si /ZABC > /DFEF también decimos que el

angulo ZDFEF es menor que el angulo ZABC' y lo denotamos asi
/LDFEF < LABC.

DEFINICION 12.3. En un tridngulo AABC si CA vy CD son rayos
opuestos, decimos que el angulo ZBCD es un angulo externo del
ANABC. Ademés a los angulos ZABC'y Z BAC se les llaman angulos
internos no contiguos al Z/BCD. Al ZACB se le llama angulo
interno contiguo al Z/BCD.

B

W

A C D

Teorema 12.1. Teorema del angulo externo. Un angulo externo
de un triangulo es mayor que cada uno de sus angulos internos no
contiguos.

Demostracion. Sea ANABC un triangulo y ZBC'D un angulo externo
no contiguo a los angulos ZA y ZB del triangulo. Llamémosle E al
punto medio de BC y F al punto que estd en el rayo opuesto a EA
tal que FA = EF. Ahora por el teorema de los angulos opuestos por
el vértice /BFA = /ZCEF y se tiene que BEA «— CFEF es una
correspondencia LAL, asi ZECF =~ /EBA, es decir Z/BCF = /B.
Ahora, por el teorema de adiciéon de angulos y el teorema 8.1 tenemos

que ZBCD > /BCF, por lo tanto ZBCD > /B. Ahora sea cG
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un rayo opuesto a CB. Por un argumento andlogo al anterior tenemos
que LACG > LA, pero LZACG = /BCD por ser opuestos por el
vértice, de modo que también /BCD > /A con lo que el teorema
queda demostrado. .

DEFINICION 12.4. Decimos que un dngulo es agudo si mide menos de
90° y que es obtuso si mide mas de 90°.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos los si-
guientes 3 corolarios.

Corolario 12.1.1. Si un triangulo tiene un angulo recto, entonces los
otros dos angulos son agudos.

Corolario 12.1.2. Si un triangulo tiene un angulo obtuso, entonces
los otros dos angulos son agudos.

Corolario 12.1.3. En cualquier triangulo al menos dos de sus angulos
son agudos.

DEFINICION 12.5. Sea ABC <«— DEF una correspondencia entre
dos triangulos. Si AB = DE, /ABC ~ /DEF vy /BCA =~ /EFD,
entonces decimos que es una correspondencia lado-angulo-angulo o

LAA.

Teorema 12.2. Teorema LAA. Toda correspondencia LAA es una
congruencia.

Demostracion. Sean ANABC y ADEF dos triangulos tales que AC' =
DF, /CAB =~ /FDEy LABC =~ /DFEF.

Si AB = DFE, entonces ABC «—— DFEF es una congruencia de-
bido al postulado LAL. Veamos que es imposible que AB < DE.
Supongamos que AB < DFE. Sea B’ € AB tal que AB" = DE.
Con estas condiciones ZABC' es un angulo externo no contiguo al
/BB'C en el triangulo ABB'C por lo que ZABC > /BB'C, pero
como LDEF =~ LABC, entonces ZDEF > /BB'C y observando
que LBB'C' = LAB'C tenemos /DEF > /£ AB'C contradiciendo al
postulado LAL puesto que CAB’ «— FDE seria una corresponden-
cia LAL, por lo tanto es imposible que AB < DFE. Andalogamente es
imposible que AB > DEFE, por lo tanto AB = DE y ABC «— DEF

es una congruencia. .
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DEFINICION 12.6. En un tridngulo rectdngulo al lado opuesto al
angulo recto se le llama la hipotenusa y a cada lado adyacente al
angulo recto se le llama cateto.

Teorema 12.3. Teorema de la hipotenusa y el cateto. Dada una
correspondencia entre dos triangulos rectangulos tal que las hipotenusas
de ambos son correspondientes. Si la hipotenusa y un cateto de un
triangulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo,
entonces la correspondencia es una congruencia.

Demostracion. Sea ABC «— DFEF una correspondencia tal que
LACB = ADFE = 3, AB = DE y BC = EF, es decir satisfa-
ce las hipotesis del teorema. Sea G un punto en el rayo opuesto a
D tal que F'G = C'A. Se tiene que ABC' «—— GEF es una corres-
pondencia LAL por lo que EG = BA = ED y /BAC = /ZEGF,
ahora por el teorema del tridngulo isésceles Z EGF =~ /FEDF' de modo
que ZEDF =~ /BAC, luego ABC «— DEFEF es una correspondencia
LAA, por lo que es una congruencia. .

Teorema 12.4. Si dos lados de un triangulo no son congruentes,
entonces los angulos opuestos a estos lados no son congruentes y el
angulo mayor es el opuesto al lado mayor.

Demostracion. Si dos lados de un tridngulo no son congruentes, en-
tonces los dngulos opuestos no son congruentes puesto que si lo fueran
contradiria al reciproco del teorema del tridangulo isésceles.

Sea NABC' tal que AB > AC 'y D € AC tal que AB = AD. Por el
teorema del tridngulo isosceles ZABD =~ / ADB pero por el teorema
de adicién de angulos y el teorema 8.1 tenemos LABC < ZABD.
Ahora, ZADB < ZACB debido al teorema del angulo externo. Por
lo tanto ZABC < L ACB. .

Procediendo por contradiccién se tiene que una consecuencia inme-
diata del teorema 12.4 es el siguiente teorema.

Teorema 12.5. Si dos angulos de un triangulo no son congruentes,
entonces los lados opuestos a estos angulos no son congruentes y el lado
mayor es opuesto al angulo mayor.

Teorema 12.6. Primer teorema de la distancia minima. Sea
una recta, P un punto que no esta en ella, Q) € [ tal que PQ) L. 1y Sel
tal que S # ). Tenemos que PQ) < PS.
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Dicho de otra manera, el segmento mas corto que une un punto con
una recta es el segmento perpendicular a la recta.

P

Demostracion. Este teorema es una consecuencia inmediata del teo-
rema 12.5 y del corolario 12.1.1. .

DEFINICION 12.7. Sea [ una recta y P un punto que no esté en ella.
Definimos la distancia entre P y [ como la longitud del segmento PQ
tal que Qely PQ L1

Teorema 12.7. Desigualdad del triangulo. Sea AABC un trian-
gulo.
AB + BC > AC.

Demostracién. Si AC no es mayor que los otros dos lados del tridngulo,

la conclusién es directa. Supongamos que AC es mayor que AB y que
BC. Sea D € AC tal que AD = AB. Por el teorema del tridngulo
isosceles ZABD =~ /ADB. Ahora, por el corolario 12.1.3 ZABD
y ZADB son agudos. Debido al teorema del suplemento /BDC' es
obtuso. Ahora, por el corolario 12.1.2 y el teorema 4, BC' > BD. Por
lo anterior se tiene que

AB + BC = AD + BC > AD + DC = AC,
es decir AB + BC > AC. .

DEFINICION 12.8. Una circunferencia y una recta incluidas en un
mismo plano se dice que son tangentes si su interseccion tiene so-
lamente un punto. En estas condiciones también se dice que una es
tangente a la otra en el punto de interseccion. También decimos que
un segmento es tangente a una circunferencia cuando se intersecan y
la recta que contiene al segmento es tangente a la circunferencia.

Teorema 12.8. Sea c una circunferencia con centro en () y | una recta
tangente a la circunferencia ¢ en un punto P. Bajo estas condiciones
se tiene que | L QP.

Demostracion. Procedamos por contradicciéon. Si [ no fuera perpen-
dicular a ()P, entonces por el primer teorema de la distancia minima
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la proyecciéon A de ) en [ esta en el interior de ¢ y si tomaramos P’
en el rayo opuesto a OP tal que OP = OP’, entonces por el postulado
LAL el punto P’ también estaria en la intersecciéon de [ y ¢, luego [ y
¢ no serfan tangentes. Por lo tanto [ L QP. ]

El teorema 12.8 tiene el siguiente reciproco.

Teorema 12.9. Sea c una circunferencia con centro en () y | una recta
que interseca a c¢ en un punto P tal quel 1. QQP. La recta | es tangente
a la circunferencia c.

Demostracion. Si la recta [ cortara a ¢ en algun punto P’ diferente de
P, entonces por el teorema del triangulo isésceles LZQPP' =~ ZQP'P
y tendriamos un tridngulo con dos angulos rectos, lo cual es imposible
debido al corolario 12.1.1. ]

Teorema 12.10. Teorema de la bisagra. Sean AABC y AABC'
dos triangulos tales que C'y C" estan del mismo lado de 1(4_3), BC = BC'
y LABC < L ABC'. El segmento AC" es mds largo que el segmento
AC.

C c’

A B

Demostracion. Sea M el punto donde la bisectriz del angulo ZC BC’
corta al segmento AC".

C C’

A B
Por el postulado LAL tenemos que MC = M(C’, ahora AC' = AM +
MC"= AM +MC > AC, por lo que el segmento AC’ es més largo que
el segmento AC (si C' estd entre A y M la tltima desigualdad se sigue
del hecho de que AM = AC' 4+ C'M si no se sigue de la desigualdad del
tridngulo). .
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13. Rectas Paralelas

DEFINICION 13.1. Dos rectas son paralelas si estén incluidas en un
mismo plano y su interseccién es el conjunto vacio. Al hecho de que
dos rectas l; y I sean paralelas lo denotaremos asi

] Lo

De manera méas general, si m; es una recta, rayo o segmento incluido
en [y, my es una recta, rayo o segmento incluido en ly y ademads Iy || Iz,
entonces decimos que m; es paralelo con my y lo denotamos como
ma || me.

Teorema 13.1. Dos rectas paralelas estan incluidas solamente en un
plano.

Demostracion. Sean [y y lo dos rectas paralelas. Por definicion de
rectas paralelas [y y [y estan incluidas en al menos un plano II. Sea
P € [y, por el teorema 3.3 existe s6lo un plano que incluye a l; y {P},
por lo que tal plano debe ser II y ningtin otro plano puede incluir a [,

y lz. u

Teorema 13.2. Si dos rectas diferentes incluidas en un mismo plano
son perpendiculares a una tercera, entonces las rectas son paralelas.

Demostracion. Este teorema se deduce del corolario 12.1.1. "

Teorema 13.3. Sea [ una recta y P un punto que no esta en [. Existe
una recta ly tal que Pely y || h.

Demostracion. Sea () € [ tal que m L [. Ahora en el plano en que
estd incluido I U {P} tomemos la recta l; perpendicular a m tal que
P € 1. Del teorema anterior concluimos que Iy || . .

DEFINICION 13.2. Una secante a dos rectas en un mismo plano es
una recta que las interseca a cada una en puntos diferentes.
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recta secante a [y y o

DEFINICION 13.3. Dadas dos rectas [y y I, cortadas por una secante ¢
en los puntos P y () respectivamente. Sean A € [ y B € [, en lados
opuestos de t. Bajo estas condiciones decimos que los angulos ZAPQ)
y ZPQ@B son angulos alternos internos.

DEFINICION 13.4. Dadas dos rectas [; y I cortadas por una secante
t en los puntos P y () respectivamente. Sean A € [y y C' € Iy del
mismo lado de ¢ y PD un rayo opuesto a @ Bajo estas condiciones
decimos que los angulos ZDPA y ZPQC se dice que son angulos
correspondientes, y que los angulos ZAPQ y ZPQC son angulos
internos del mismo lado.
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(N

Del teorema del suplemento se deduce el siguiente teorema.

Teorema 13.4. Si dos rectas son cortadas por una secante y si dos
angulos alternos internos son congruentes, entonces los otros dos angu-
los alternos internos también son congruentes.

Teorema 13.5. Sean dos rectas l; y ly cortadas por una secante t. Si
dos angulos alternos internos son congruentes, entonces las rectas l; y
Iy son paralelas.

Demostracion. Si las rectas [; y [y se cortaran, entonces se tendria un
tridngulo con un angulo externo congruente con uno de sus angulos
internos no contiguos, lo que contradice al teorema del angulo exter-
1no. ]

Del teorema 13.5 y del teorema de los angulos opuestos por el vértice
se sigue el siguiente corolario.

Corolario 13.5.1. Sean dos rectas l; y l cortadas por una secante t.
Si dos angulos correspondientes son congruentes, entonces las rectas ly
v ly son paralelas.

El siguiente postulado es equivalente al quinto postulado del libro
“Los Elementos” de Euclides.

Postulado 13.15. Postulado de las paralelas. Dada una rectal y
un punto P ¢ . Existe una unica recta l’ tal que Pel' y ' || L.

Teorema 13.6. Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante,
entonces los angulos alternos internos son congruentes.

Demostracion. Sean [y y ls dos rectas paralelas y ¢ una secante a ellas,
ademds sean P el nty @ €lynt. Por el postulado de construccion
de dngulos, existe una recta I} tal que P € [} y tomando ¢ como secante
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forme con [, dngulos alternos internos congruentes. Por el teorema
13.5 1% || Iz, pero por el postulado de las paralelas I} = [;, ademas los
otros dos angulos alternos internos también son congruentes debido al
teorema 13.4. .

Del teorema 13.6 y del teorema de los angulos opuestos por el vértice
se siguen los siguientes dos corolarios.

Corolario 13.6.1. Sidos rectas paralelas son cortadas por una secante
y tenemos un par de angulos correspondientes, éstos son congruentes.

Corolario 13.6.2. Si dos rectas paralelas son cortadas por una se-
cante, entonces las medidas de angulos internos del mismo lado suman
180°.

Lema 13.1. Sea ANABC un triangulo. Si D esta en el interior de
/BAC, entonces AD corta a CB.

Demostracion. Sea B’ tal que A esta entre B y B’. Las rectas AD y
OB no pueden ser paralelas puesto que los angulos /B'AD y L ABC

serfan correspondientes al tomar AB como secante, de modo que si
fueran paralelas tendriamos que £ZB'AD =~ /LABC, pero LB'AC <
/B'AD =~ /ABC, contradiciendo al teorema del angulo externo. =

Lema 13.2. Sea AABC un tridngulo y [ la recta paralela a AC con
Bel SiEelyademas Ey C estan del mismo lado de ﬁ, entonces
E y A estan en lados opuestos de BC.

Demostracion. Supongamos que E € [ y ademéas E y (' estan del mismo
lado de AB. Si E y A estuvieran del mismo lado de %, entonces
debido al lema 13.1 BE cortarfa a AC, contradiciendo el hecho de que
||| AC. .

Teorema 13.7. Para todo triangulo la suma de las medidas de sus
angulos es 180°.

Demostracion. Sea AABC un triangulo cualesquiera y [ la recta a la
cual pertenece B y que es paralela a AC. Tomemos D, E € [ en lados
opuestos de AB (y por consecuencia de W) con F del mismo lado que
C de AB. Por el lema 13.2 A y E estan en lados opuestos de BC y
por el teorema 13.6 Z/DBA =~ /BAC y /EBC = Z/BCA. Ahora por
los teoremas del suplemento y de adiciéon de dngulos tenemos que

A PBA+ £ ABC + £EBC = 18(°
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pero debido a las congruencias anteriores tenemos
XBAC + £ABC + A BCA = 180°,
con lo que terminamos la demostracion. .

Los siguientes 3 corolarios se deducen inmediatamente del teorema
13.7.

Corolario 13.7.1. Dada una correspondencia entre dos triangulos.
Si dos pares de angulos correspondientes son congruentes, entonces el
otro par angulos correspondientes también son congruentes.

Corolario 13.7.2. Los angulos agudos de cualquier triangulo rectan-
gulo son complementarios.

Corolario 13.7.3. En todo triangulo la medida de un angulo externo
es igual a la suma de las medidas de los angulos internos no contiguos.

Ejercicio 13.1. Demostrar el siguiente resultado, conocido como ‘“el
quinto postulado de Euclides”: Dadas dos rectas diferentes l; y lo que
son cortadas por una secante t en los puntos P y () respectivamente,
v dados dos puntos A € l; y B € ly del mismo lado de t, tales que
XAPQ + X PQC < 180°; existe un punto B en el cual se cortan las
rectas ly y ly, ademas B esta del mismo lado de t que A y C.

Teorema 13.8. Dado un plano Il y un punto P que no esta en II,
existe una unica recta [, tal que P el y [ L II.

Demostracion. Sea ) € II. Si m L II hemos terminado debido al
teorema 11.8 y a que un triangulo no tiene dos angulos rectos diferentes.
Supongamos que no es perpendicular a II y sea [’ la unica recta
perpendicular a IT a la cual pertenece (). Ahora sea [ la tnica recta tal
que Pelyl|l'. Sean II' el plano en el cual estan incluidas [ y ', y
R el punto en la intersreccién de las rectas IT n II' y [ (tal punto existe
por que de otro modo habria dos paralelas diferentes a [, a saber I’ y
[T~ IT', que pasan por ). Por el teorema 13.6 [ | (E@ (‘E@ =IInIl).
Sea ahora en II un punto S ¢ m y I" la recta perpendicular a II tal
que S € ["”. por argumentos analogos a los anteriores [ L RS por lo
que [ L IT ya que RS # F@ Ahora, no existe ninguna otra recta a
la cual pertenezca P que sea perpendicular a Il puesto que tendriamos
un triangulo con dos dngulos rectos diferentes. ]

DEFINICION 13.5. Sea P un punto, II un plano y [ la recta perpen-
dicular a II tal que P € [. La proyeccién de P en II es el punto @)
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tal que Q € [ n1I. La proyeccién de un conjunto A del espacio en un
plano es el conjunto formado por las proyecciones de los elementos de

A.

Veamos ahora algunos resultados concernientes a las bisectrices de
los angulos de un triangulo.

Lema 13.3. Dadas dos bisectrices de un triangulo, éstas no son para-
lelas.

Demostracion. Sea AABC un triangulo, y AD y BE las bisectrices
de ZCAD y ZCBA respectivamente. Por el teorema 10.6, C, E y
D estan del mismo lado de AB. Ahora, por definicién de mediatriz y
por el teorema 13.7, la suma de las medidas de los angulos ZDAC' y
/ FEBA es menor que 90°. Si tomamos AB como secante de las rectas
AD y BE tenemos que ZDAC es el suplemento del correspondiente
a ZEBA, por lo que hay un par de angulos correspondientes, uno de
los cuales es agudo y el otro obtuso, por lo tanto, debido al corolario
13.6.1, AD y BE no son paralelos. ]

Lema 13.4. Cualquier par de bisectrices de angulos de un triangulo
se cortan en algin punto.

Demostracion. Siguiendo la misma idea de la demostracion del lema
13.3, sea AABC un triangulo, y AD y BE las bisectrices de ZCAD
y ZCBA respectivamente. Por el lema 13.3, las rectas que contienen
a las bisectrices AD y BE se cortan. Veamos que deben cortarse,
efectivamente, del mismo lado de AB que C'. En efecto, si se cortaran en
un punto F' del lado opuesto a C' de AB , entonces el tridngulo AABF
tendria dos angulos obtusos, lo cual contradice al corolario 12.1.2. Asi
tenemos que el punto donde se cortan las rectas que contienen a las
bisectrices pertenecen a las bisectrices. .

Lema 13.5. Cualquier par de bisectrices de angulos de un triangulo
se cortan en el interior del triangulo.

Demostracion. Este lema es consecuencia del lema 13.4 y del hecho de
que el interior de un triangulo es la interseccién del interior cualesquiera
dos de sus angulos. .

Lema 13.6. Cualquier punto de la bisectriz de un angulo equidista de
las rectas que contienen a los lados del angulo.
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Demostracion. Sea AD la bisectriz de un angulo ZCAB y sean B'y C'
los puntos més cercanos a D de las rectas AB y ac respectivamente.
Por el primer teorema de la distancia minima tenemos que £ AB'D =
ZAC'D = 90°, por lo que debido al teorema LAA tenemos que la
distancia de D a AC es igual a la distancia de D a AB. ]

Teorema 13.9. Las bisectrices de los angulos de un triangulo se cortan
en un mismo punto en el interior del triangulo.

Demostracion. Sea AABC un triangulo y D el punto donde se cortan
las bisectrices de los angulos ZCAB y ZABC'. Por el lema 13.5 tene-
mos que D esta en el interior del tridngulo y por el lema 13.6 tenemos
que D equidista de las rectas que contienen a los lados del tridngulo.
Asi tenemos que D equidista de las rectas OB y m, de modo que
usando el primer teorema de la distancia minima y el postulado LAL
vemos que D esta en la bisectriz del angulo ZAC'B. ]

DEFINICION 13.6. Al punto donde se cortan las bisectrices de los
angulos de un tridngulo se le llama incentro del triangulo.

Teorema 13.10. EI incentro de un triangulo esta a la misma distan-
cia r de cada recta que contiene a los lados del triangulo. Ademas,
en el plano que contiene al triangulo, la circunferencia cuyo centro es
el incentro del triangulo y tiene radio r es tangente a los lados del
triangulo.

Demostracion. Por el lema 13.6 tenemos que el incentro de un triangulo
esta a la misma distancia r de cada recta que contiene a los lados del
triangulo. Ahora, por el primer teorema de la distancia minima y el
teorema 12.9 tenemos que la circunferencia de radio r cuyo centro es el
centro del tridngulo es tangente a las rectas que contienen a los lados del
triangulo. Para demostrar que los puntos donde se cortan tales rectas
con la circunferencia estan en los lados de los tridngulos supongamos
que tenemos un triangulo AABC cuyo incentro es [ y sea P € AC tal
que TP L AC y veamos que P € AC. Como lo éngulos ZCAI y LACT
son agudos, entonces A no puede estar entre P y C' puesto que en tal
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caso tendriamos al AAIP con un dngulo recto (ZIPA) y otro obtuso
(LIAP). Andlogamente vemos que C no esté entre Ay P, por lo cual

P e AC con lo cual terminamos la demostracién. "

DEFINICION 13.7. La circunferencia que es tangente a los lados de un
tridangulo se dice que esta inscrita en el tridngulo.

Teorema 13.11. Dado un triangulo, éste solamente tiene una cir-
cunferencia inscrita y el centro de la circunferencia es el incentro del
triangulo.

Demostracion. Sea AABC un triangulo y ¢ una circunferencia inscrita
a este con radio r y centro I. Sea P el punto donde se cortan la
circunferencia y AC y @ el punto donde se cortan la circunferencia y
AB. Por el teorema 23.8 v el teorema de la hipotenusa y el cateto
tenemos que Al es la bisectriz de ZBAC. Anéalogamente Bl es la
bisectriz de ZABC'y C1 es la bisectriz de ZACB, por lo que I es el
incentro del tridngulo y por el teorema 13.10 y el primer teorema de
la distancia minima, el radio r es la distancia de I a las rectas que
contienen a los lados del tridngulo. .

Teorema 13.12. Si un triangulo AABC' esta inscrito en una circun-
ferencia ¢ y AB es el diametro de la circunferencia, entonces el angulo
L ACB es recto.
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Demostracion. Sean § = ABC' 'y a = X BAC. Por el teorema del
tridngulo isdsceles tenemos que 6 = X BCQ v a = £ AC(Q. Ahora, por
el teorema de adicién de angulos, tenemos que £ ACB = 6 + «, y por
el teorema 13.7

180° = L ACB + £ABC + £ BAC

=@+a)+0+a=20+a)=24ACB,
es decir L AC'B = 90°, por lo que el angulo ZACB es recto. ]

Teorema 13.13. Si un triangulo AABC' esta inscrito en una circun-
ferencia ¢ y el dngulo ZABC intercepta al arco menor AC, entonces
la medida de ZABC' es la mitad es la mitad de la medida del angulo
central que intercepta al arco AC.

Demostracion. Sea () el centro de c. Hagamos la demostracién primero
para el caso en que (Q € AB. En este caso, por el teorema 13.12 tenemos
que ZACB = 90°. Sea 6 = LAQC' v B = £ABC'. Por el teorema del
triangulo isésceles £ BC'Q) = 3y por los teoremas 13.7 y del suplemento
23 + 180° — 6 = 180°, es decir 3 = &.

Si Q € BC, la demostracién es analoga a la del caso en que Q € BA.

Veamos el caso en que @) esta en el interior del angulo ZABC'. Sea
R el punto en ¢ tal que @ es el punto medio de BR. Debido al caso
anterior y al teorema de adicién de angulos

X ABC = £ABQ + XQBC

= 1 AQR + ;X RQC = L(£AQR + £ RQC) = 34 AQC,

por lo que el resultado también es valido cuando () esta en el interior
del dangulo ZABC.

Finalmente, si () estd en el exterior de ZABC', sea de nuevo R € ¢
tal que @ es el punto medio de BR. Por el primer caso y por el teorema
de adicion de angulos

A ABC + £CBQ = £ ABR
= ;4AQR = 3(4AQC + £CQR)
= 34AQC + 3;4CQR = 3;54AQC + £CBQ,

por lo tanto £ ABC' = %AAQC. .
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Teorema 13.14. Si un triangulo AABC' esta inscrito es una circun-
ferencia ¢ con centro @) y el angulo / ABC' intercepta al arco mayor
AC', entonces la medida de ZABC' es 180° — ﬁfc.

Demostracion. ABC = 180° — X ACB — X BAC = 180° — LAQQB —
%) = 180° — &2620_ .

Teorema 13.15. Si AABC es un triangulo y D un punto en su
interior, entonces ZADB > / ACB.

Demostracion. Sea E el punto donde la recta OB corta a AB. Por el
teorema del dngulo externo /BDFE > /BCD y LADE > LACD.
Ahora, por el teorema de adiciéon de angulos £ ADB = XADFE +
XBDE > £ACD + XBCD = £ ACB. .



1.14. Cuadrilateros 51

14. Cuadrilateros

En esta seccion definiremos distintos tipos de cuadrilateros y con-
ceptos relacionados con éstos.

DEFINICION 14.1. Cualquier poligonal cerrada simple de cuatro lados
incluida en un plano se llama cuadrilatero. Es decir un cuadrilatero
es la union de cuatro segmentos AB, BC', C'D y DA que no se cortan
mas que posiblemente en sus extremos. Los angulos Z DAB, / ABC,
/ZBCD y ZCDA se llaman angulos del cuadrilatero.

A

B

cuadrildtero [(JABCD

DEFINICION 14.2. Un cuadrildtero convexo es un cuadrildtero tal
que para todo vértice del cuadrilatero y todo angulo del cuadrilatero
tenemos que el vértice no estd en el exterior del angulo. En general,
una poligonal convexa es una poligonal cerrada simple [ que esta
incluida en un plano tal que si AB es uno de los lados de la poligonal
[, entonces todos los vértices de [ diferentes de A y de B estan en un
mismo lado de la recta AB.
A

B

D C
cuadrildtero convexo [JABCD

Se invita al lector a representar con dibujos las definiciones siguientes.

DEFINICION 14.3. El interior de un cuadrildtero convexo es el con-
junto de puntos que estan en el interior de cada uno de sus angulos. En
general, el interior de una poligonal convexa es el conjunto de puntos
que estan en el interior de cada uno de sus angulos.

DEFINICION 14.4. Dada una poligonal convexa. Se dice que el con-
junto que es la union de la poligonal y su interior estd delimitado por
la poligonal.
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Observemos que un cuadriladtero convexo no es un conjunto convexo
pero su interior si lo es.

DEFINICION 14.5. Dos lados de un cuadrildtero son opuestos si no se
intersecan, en otro caso diremos que son consecutivos. Dos dngulos
de un cuadrilatero son opuestos si no incluyen un mismo lado, en otro
caso diremos que son consecutivos. Al cuadrilatero cuyos vértices son
A, B, Cy D,y cuyos lados son AB, BC', CD y DA se le denotara
como [JABCD. Las diagonales de un cuadrilatero (JABC D son los
segmentos AC y BD.

Daremos a continuacion las definiciones de las figuras geométricas
mas importantes.

DEFINICION 14.6. Un trapecio es un cuadrildtero que tiene al menos
dos lados paralelos.

DEFINICION 14.7. Un paralelogramo es un cuadrildtero en el cual
cualquier lado es paralelo a su lado opuesto.
Observemos que segtn la definicin anterior, todos los paralelogramos

son trapecios.

DEFINICION 14.8. Un rombo es un paralelogramo cuyos lados son
congruentes entre si.

DEFINICION 14.9. Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos dngulos
son rectos.

DEFINICION 14.10. Un cuadrado es un rectdngulo que es rombo.

DEFINICION 14.11. Un romboide es un paralelogramo que no es
rombo.

DEFINICION 14.12. Un cuadrilongo es un rectdngulo que no es
cuadrado.

DEFINICION 14.13. Un trapezoide es un cuadrildtero que no es
trapecio, es decir que no tiene ningun par de lados paralelos.

DEFINICION 14.14. La distancia entre dos rectas paralelas es la dis-
tancia de cualquier punto de una de ellas a la otra. ;Por qué esta
definicién tiene sentido?
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DEFINICION 14.15. En un trapecio a las longitudes de los lados parale-
los se les llama bases del trapecio y a la distancia entre las rectas que
incluyen tales lados se le llama altura correspondiente a tales bases.

DEFINICION 14.16. En un tridngulo la longitud de uno de sus lados es
una base y su altura correspondiente es la distancia de la recta que
incluye al lado, al vértice del tridngulo que no esta en ese lado.

DEFINICION 14.17. Una regién rectangular es la unién de un
rectangulo con su interior. Una regidén trapecial es la unién de un
trapecio con su interior. Una regién cuadrada es la unién de un
cuadrado con su interior.

DEFINICION 14.18. La base y la altura de una regién trapecial o
triangular R son respectivamente la base y la altura del trapecio o
tridngulo t tal que R es la unién de ¢ con su interior.

Teorema 14.1. Teorema del paralelogramo. En un paralelogramo
las bases opuestas son congruentes.

Demostracion. Se dejard al lector el justificar cada paso de la de-
mostraciéon. Sea [JABC'D un paralelogramo. Sean los puntos E, F,
G, H e I en los rayos opuestos de m, @, W, CD y BA respecti-

vamente. Tenemos que

/LDAB =~ /ADG,

/ADG = LZEDC,

/EDC = /DCB,

/DCB = /CBI,

/GDB = /IBD,

/ADB =~ /CBD,

/CDB = /ABD,

ADB =~ CBD, por lo tanto AB=DC y AD = BC. ]
Teorema 14.2. Si tres rectas paralelas m, n y | son cortadas por dos

rectas diferentes r y s en los puntos A, B, C'y D, E, F respectivamente
v ademas AB = BC', entonces DE = E'F.

Demostracion. Si s y r son paralelas, entonces el resultado se sigue
directamente del teorema 14.1. Supongamos que 7 y s no son paralelas.
Sea G € n tal que DG || 7y H €l tal que EH || r. Por el postulado
de las paralelas tenemos que DG || EH, ademés por el teorema 14.1
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y la hipétesis tenemos que DG = AB = BC = EH. Ahora, por el
corolario 13.5.1 /GDE =~ /HEF vy /DEG = /ZEFH y del teorema
LAA concluimos el teorema. ]

Teorema 14.3. Un cuadrilatero convexo [JABCD estd inscrito en
alguna circunferencia si y solo si £ ABC + XCDA = 180°.

Demostracion. Si [JABCD estéa inscrito en alguna circunferencia, lla-
mémosle @ al centro de tal circunferencia. Si ADC es una semicir-
cunferencia, entonces también lo es ABC, por lo que debido al teo-
rema 13.12, los angulos ZABC y LADC son rectos, teniéndose asi
KXABC + XCDA = 180°.

Si ADC es un arco menor, entonces ABC' es un arco mayor y por
los teoremas 13.13 y 13.14 se tiene X ABC + XCDA = 180° — % +
# — 180° y andlogamente se tiene el resultado cuando ADC es un
arco mayor. De esta forma, el hecho de que [JABC'D esta inscrito en
alguna circunferencia implica que £ ABC + £CDA = 180°.

Supongamos ahora que £ ABC + CDA = 180° y sea c¢ la circun-
ferencia en la cual estd inscrito el triangulo AABC y D' el punto
en el rayo BD tal que D" € ¢. De lo ya demostrado tenemos que
XABC + £CD'A = 180°. Si D estuviera en el interior de ¢, en-
tonces por el teorema 13.15 ZADC > ZAD'C y no se cumpliria que
KABC + CDA = 180°. Si D estuviera en el exterior de ¢, entonces
por el teorema 13.15 ZADC < /AD'C' y tampoco se cumpliria que
XABC + XCDA = 180°. Asi, la unica posibilidad es que D € c. .

FEjercicio 14.1. Demostrar que si en cuadrilatero [JABCD se tiene que
AB = BC y que CD = DA, entonces la recta BD es mediatriz del
segmento AC'.
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15. Semejanza y Proporcionalidad

Podemos observar que la idea de que dos figuras sean congruentes es
que tengan la misma forma y el mismo tamano (ya sea finito o infinito).
La idea de que dos figuras sean semejantes es que tengan la misma
forma aunque posiblemente tengan diferente tamano. En esta seccién
estableceremos el concepto de semejanza y sus propiedades principales.

DEFINICION 15.1. Dada una correspondencia ABC «— DEF entre
dos triangulos, decimos que la correspondencia es una semejanza si
los dangulos correspondientes son congruentes y ademas

AB BC AC

DE ~ EF ~ DF
Al hecho de que la correspondencia ABC' «—— DFEF se una semejanza
lo denotaremos asi ABC ~ DEF' y diremos que los triangulos AABC

y ADFEF son semejantes, denotando este ultimo hecho asi AABC' ~
ADEF.

Definamos ahora el concepto de proporcionalidad que nos facilitara
el lenguaje.

DEFINICION 15.2. Dos sucesiones de nimeros positivos (ag)_; vy

(bg)r_; son proporcionales si para cada k € J, = {1,2,...,n} te-
nemos

% % O

by b i bn’

a,

Al valor comun de b se le llama constante de proporcionalidad.

DEFINICION 15.3. Dos sucesiones de segmentos son proporcionales
si sus longitudes respectivas son sucesiones de niimeros proporcionales.

En la definicién de semejanza podriamos decir que la correspondencia
ABC «— DEFEF es una semejanza si y solo si los angulos correspon-
dientes son congruentes y los lados correspondientes son proporcionales.

El concepto de proporcionalidad se puede generalizar a cualquier tipo
de funciones con valores numéricos.

DEFINICION 15.4. Dos funciones f : A - Ry g : A — R son pro-
porcionales si existe un « € R diferente de cero, tal que f = ag. Al
nimero « se le llama constante de proporcionalidad entre f y g.
Para indicar que f y g son proporcionales se acostumbra escribir focg.
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Teorema 15.1. Teorema fundamental de la proporcionalidad.
En un ANABC, si De AB, E € AC y DFE || BC; entonces

AB _ AC
AD  AE’

Demostracion. Demostremos primero la siguiente afirmacién que es un
caso particular del teorema:

Si existe un Dy € AB y nimeros enteros n y m tales que n(AD;) =

AB y m(AD;) = AD, entonces 42 = 4<.

En efecto, para cada ntimero natural k, sea Dy € AD tal que AD,, =
k(AD;). Sea ahora FEj € R, tal que DyEy || BC (o bien Dy E), =
BC). Observemos que DDy, = AD;, luego, por el teorema 14.2
AEl = E1E2 = E2E3 == EkEk+1 = Ek+1Ek+2 =---, por lo tanto

AB  n(ADy) n _ n(AE)) AC

AD ~ m(ADy)  m  m(AE)) AE’
con lo que queda demostrada la afirmacién.

En el caso general, para k € N sea D} € AD tal que AD} = %
y sea my, el primer entero positivo tal que my(AD}) > AB. Sea a la
vez B} € AE tal que DiE} || BC. Tomemos ahora By, € AD tal que
ABy = mi(AD}) y Cr € AE tal que BrC | BC (o bien B,Cy, = BC,

en cuyo caso el teorema ya estd demostrado).

De la afirmacién demostrada anteriormente concluimos que % =
ALk pero podemos observar que ABy = AB + &, y AC), = AC + e,

dondeO<5k§ATDyO<ek§%,porlocual

AB+6, AC+ ¢

AD AE 7

por lo tanto

A8 A0 & O G, O
AD AE' 'AE AD'~ AE AD
AB AC

es decir |45 — 47| < % para todo k € N y debido a la propiedad

AD ~ AE
arquimediana, lo anterior significa que el niimero |ﬁ—g — %| > 0 es
menor que cualquier nimero positivo, pero el tinico nimero real no

negativo menor que cualquier niimero positivo es el cero, por lo tanto

AB _Ac|_
AD AE|

2
S77
k
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de donde concluimos que ﬁ—g = ﬁ—g, con lo cual terminamos la de-

mostracion. "

El siguiente corolario se deduce directamente del teorema anterior.

Corolario 15.1.1. En un AABC, si D € AB, E € AC y DE || BC;
entonces

AB _ AD
AC  AE’

El teorema fundamental de la proporcionalidad tiene el siguiente
teorema reciproco.

Teorema 15.2. En un AABC, si D e AB, E € AC y ademads
AB AC
AD — AE
Entonces DE || BC.
Demostracién. Sea [ la recta paralela a DE a la cual pertenece B.

por el postulado de las paralelas la tnica recta paralela a [ a la cual
pertenece E es ﬁ, por lo que [ corta a AC en algun punto C' € EC.

Usando el teorema fundamental de la proporcionalidad tenemos

B _Ac

AD  AE’
pero por hipotesis

AB  AC'

AD  AE’
de donde AC = AC" y por el teorema de localizacion de puntos obte-
nemos que C'= C’, con lo que [ = BC | DE. .

Teorema 15.3. Teorema de semejanza AAA. Dada una corres-
pondencia entre dos triangulos tal que los angulos correspondientes son
congruentes, se tiene que la correspondencia es una semejanza.

Demostracion. Sean NABC y ADFEF dos triangulos tales que en
la correspondencia ABC' «—— DFEF los angulos correspondientes son
congruentes. Sea E' € AB y F' e AC tales que AE' = DE y AF' =
DF'. Por el postulado LAL tenemos que AE'F’ =~ DEF. Ahora, por el
teorema de los angulos opuestos por el vértice y el teorema 13.5 tenemos
que EF | BC y por el teorema fundamental de la proporcionalidad
tenemos que

AB _ AC
AE'  AF”
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pero como AE' = DE yv AF' = DF, se sigue que

AB  AC
DE DF’
Anéalogamente se tiene la igualdad
BC AB
EF ~ DE
con lo que el teorema queda demostrado. .

Del hecho de que la suma de las medidas de los angulos de un
tridngulo es 1 = 180° se tiene el siguiente corolario.

Corolario 15.3.1. Corolario AA. Dada una correspondencia entre
dos triangulos en la cual dos pares de angulos sean congruentes, se tiene
que la correspondencia es una semejanza.

Corolario 15.3.2. Siuna recta paralela a un lado de un triangulo dado
interseca a los otros dos lados en puntos diferentes, entonces determina
un triangulo semejante al triangulo dado.

Otra forma de enunciar el corolario 15.3.2 es: Si AABC es un
tridngulo, DE I BC tal que D estd entre A y B, y E estd entre A
y C, entonces ABC «—— ADE es una semejanza.

Demostracién. Como DE I BC, entonces ZADE =~ /ABC, por lo
que debido al corolario AA ABC ~ ADE. .

Los siguientes dos teoremas se dejan como ejercicio. En uno se usan
para su demostracion manipulaciones algebraicas simples y construc-
ciones del estilo de las que se han visto en esta seccion.

Teorema 15.4. La relacion ~ de semejanza entre triangulos es una
relacion de equivalencia.

Teorema 15.5. Teorema de semejanza LAL. En los triangulos
ANABC y ADEF se tiene la correspondencia ABC «—— DFEF donde
4B — 4C v /BAC = LEDF. Con estas condiciones ABC' ~ DEF.

Otra forma de enunciar el teorema es la siguiente: Dada una corres-
pondencia entre dos triangulos. Si dos pares de lados correspondientes
son proporcionales y los angulos comprendidos entre estos lados son
congruentes, entonces la correspondencia es una semejanza.

Teorema 15.6. Teorema de semejanza LLL. Dada una correspon-
dencia entre dos triangulos. Si los lados correspondientes son propor-
cionales, entonces la correspondencia es una semejanza.
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Otra forma de enunciar el teorema es la siguiente: Dados dos trian-

gulos NABC y ADEF, si
AB AC BC
DE DF EF’

entonces ABC ~ DEF.
Demostracion. En la demostracién se dardn solamente una serie de
afirmaciones que el lector debera justificar.

1. Sean E'y F' puntos en AB y BC respectivamente tales que AE' =
DE y AF' = DF.

9 AB _ AC _ BC

" DE DF EF-
3 AB _ AC

AR AF""
4. ABC = AE'F".
5. E'F _ AR

* BC AB "

AFE’ DE

6. F'F' = BOAE — pODE,
7. EF = BCBE,
8. E'F' = EF.
9. AE'F' ~ DEF.
10. ABC ~ DEF. .

Teorema 15.7. Sea AABC un triangulo rectangulo con / AC'B recto.
Tomando como base la longitud de la hipotenusa y D € AB tal que

CD es la altura correspondiente. Tenemos que D esta entre A y B, y
ademas ABC ~ ACD ~ CBE.

Demostracion. Como los angulos ZCBA y ZCAB son agudos, en-
tonces D debe estar entre A y B porque de otro modo se contradiria
al teorema del angulo externo. Ahora, como los angulos agudos de un
triangulo rectangulo son complementarios, se tiene que las correspon-
dencias ABC «— ACD y ACD «— (CBD son semejanzas debido al
teorema de semejanza AAA. .

El siguiente teorema (teorema de Pitdgoras) es uno de los mas im-
portantes de las matematicas. Se ha creido que Pitagoras o alguno de
sus discipulos fue el primero en demostrarlo, aunque la demostracién
mas antigua de la que se tenga registro en la antigua Grecia se encuen-
tra en “Los Elementos” de Euclides que fueron escritos alrededor de
300 anos antes de Cristo, es decir casi 200 anos después de la muerte de
Pitdgoras. Sin embargo, en China, durante la dinastia Han (206 A. C.
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al 220 D. C.) los astrénomos usaban el libro “Chou Pei Suan Ching” (La
aritmética clasica del gnomon y las 6rbitas del firmamento), en el cual
se encuentra una demostracién del teorema de Pitagoras. No se conoce
la fecha en que fue escrito el Chou Pei Suan Ching, las fechas estimadas
varian desde 500 anos antes de Cristo hasta 300 anos antes de Cristo,
aunque hay quienes dicen que es mas antiguo. Se sabe que en la an-
tigua Babilonia, mil anos antes de Pitagoras ya se tenia conocimiento
del teorema, pero no hay vestigios de ninguna demostracion de esa
época.

Teorema 15.8. Teorema de Pitagoras. En un triangulo rectangulo
la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es igual al
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Demostracion. Sea ANABC un triangulo rectangulo con ZACB recto.
Sea D € AB tal que CD 1L AB. Por el teorema 15.7 tenemos que
a8 — 5Oy 4B - AC por lo tanto (BC)? + (AC)* = (AB)(BD) +
(AB)(AD) = (AB)(BD + AD) = (AB)(AB) = (AB)?, con lo que el
teorema esta demostrado. ]
C

\

\

\

\

|

El siguiente teorema, que se puede ver como una generalizacién del
teorema de Pitagoras, fue demostrado en el siglo II por el astronomo



1.15. Semejanza y Proporcionalidad 61

griego Claudio Ptolomeo quien tenia una concepcién geocéntrica del
universo.

Teorema 15.9. Teorema de Ptolomeo. Una condicion necesaria
y suficiente para que un cuadrilatero [JABCD esté inscrito en una
circunferencia es que se satisfaga la siguiente formula

(AB)(C'D) + (BC)(AD) = (AC)(BD).

Demostracion. Supongamos primero que [JABC' D esta inscrito en una
circunferencia. Sea F € AC tal que ZADB =~ /CDE. Por el teorema
13.13, ZABD =~ LACD, /DAC =~ /DBC, Z/ADB =~ LACB y
LCDB = LCAB. Por el teorema de adiciéon de angulos ZADE =
ZCDB. Ahora, por el corolario AA tenemos que CDE ~ BDA 'y
AED ~ BCD. Por lo tanto

¢p _EC

BD AB
y

AD _ AP

BD  B(C’

de donde obtenemos

(AB)(CD) + (BC)(AD)

= (EC)(BD) + (AE)(BD) = (EC + AE)(BD) = (AC)(BD),
es decir se satisface la férmula.

Supongamos ahora que se satisface la férmula (AB)(CD) +
(BC)(AD) = (AC)(BD). Tomemos FE en el interior del angulo ZADC
tal que ZCDE =~ LZADB 'y g—g = %. Por el teorema de semejanza
LAL tenemos que EDC ~ ADB y ademés BDC ~ ADE, por lo
tanto 42 = 20 /CED = LDAB, 8¢ = 88 v /DEA =~ /DCB.
Ahora, (AE+EC)BD = (AC)(AD)+(AB)(CD)y CED+%DFEA =
XDAB+ A DCB. Més aun, (AC)(BD) = (AB)(CD) + (BC)(AD) =
(AE+ EC)(BD), de modo que AC' = AE + EC, lo que implica que F
estd entre A y C'. Asi tenemos que

XDAB + £DCB = £CED + $DEA = 180°,

con lo que, por el teorema 13.16, [JABC'D est4 inscrito en una circun-
ferencia. .

Ejercicio 15.1. Demostrar los teoremas 15.4 y 15.5.
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16. Areas

Otro término no definido que introduciremos a continuacién es el de
area. Dado cualquier plano, a algunos subconjuntos €2 del plano se les
asigna un dnico nimero a({2) mayor o igual que cero que se llama el
area de {2 y es tal que satisface los postulados de esta seccién.

DEFINICION 16.1. Una regién poligonal es las unién de un nimero
finito de regiones triangulares en un plano, tales que si dos regiones
triangulares se intersecan, entonces su interseccion esté incluida en un
segmento.

Postulado 16.16. Postulado de la congruencia. Si dos conjuntos
con area son congruentes, entonces tienen la misma area.

En particular, si dos triangulos son congruentes, las regiones trian-
gulares determinadas por ellos tienen la misma area.

Postulado 16.17. Postulado de adicién de areas. Si (2 es la union
de dos conjuntos en un plano €y y €y con dreas a(€)y) y a(€22) respec-
tivamente, y {21 N )y es la union finita de subconjuntos de segmentos.
Entonces

a(Q)) = a(h) + a(f2).

Postulado 16.18. Sean €); y )y dos conjuntos con area.
(i) SiQy < Qy. Entonces
a(Qg\Ql) = a(Qg) — a(Ql).

(ii) Si < Qo y Qy tiene drea cero, entonces también )y tiene drea
cero.

(iii) Cualquier segmento tiene drea cero.

(iv) Cualquier region poligonal es un conjunto con area.

Postulado 16.19. El drea de una region rectangular es el producto
de una base y su altura correspondiente.

NOTACION. Cuando escribamos a(AABC) nos estaremos refiriendo
al area de la regién triangular determinada por el AABC. Cuando
escribamos a(CJABCD) nos estaremos refiriendo al drea de la regién
determinada por el (JABC'D. Por razones de brevedad a veces abusare-
mos del lenguaje y diremos area del triangulo, cuadrado, rectangulo,
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etc. cuando en realidad queremos decir area de la regién cuadrada,
region triangular, regién rectangular, etc.

Teorema 16.1. El area de un triangulo rectangulo es la mitad del
producto de las longitudes de sus catetos.

Demostracion. Sea ANABC un triangulo cuyo angulo ZC' es recto.
Sea D un punto del mismo lado que A de BC tal que BD 1 BC
y BD = AC. Por el teorema de adicién de angulos y el corolario
13.7.2 tenemos / DBA =~ /CAB, por lo que ABC «— BAD es una
correspondencia LAL, de modo que AD || BC'y BD || AC con lo que
ademds DA 1 AC, es decir [JACBD es un rectangulo. Pero como
ABC =~ BAD y ANABC n ABAD = AB, se tiene que

a(JACBD) = a(AABC) + a(ABAD) = 2a(AABC),

es decir
MAABchEKDASBD):(AOgBC) .

Teorema 16.2. EI area de un triangulo es la mitad del producto de
cualquier base y su altura correspondiente.

Demostracion. Sea NABC un triangulo, tomemos AB como base y
sea C'D la altura con D € AB. Tenemos tres posibilidades:

(a) D estd entre Ay B;
(b)) D=A6D=B;y
(c) D¢ AB.

Cuando se tiene la posibilidad (b), entonces AABC' es un tridngulo
rectangulo y el resultado se sigue del teorema 16.1. Si se tiene la
posibilidad (a), entonces por el postulado de adicién de areas y por el
teorema 16.1

(AD)(DC) (DB)(DC)
+ 5
2 2
pero como D esta entre A y B tenemos que AD + DB = AB, por lo
cual

a(AABC) = a(AADC) + a(ACDB) =

w8450 - ABEO)
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Ahora supongamos que D ¢ AB y consideremos el caso en que A estd

entre Dy B (el caso en que B esta entre D y A se resuelve de manera

analoga). Por argumentos similares a los del caso (a) tenemos que
(DA+ AB)(DC) (DB)(DC)

5 = 5 = a(ACDB)

(DA)(DC)

— a(ACDA) + a(AABC) = +a(AABC),

por lo que a(AABC) = %. .

El lector debe estar listo para demostrar el siguiente teorema impor-
tante.

Teorema 16.3. Teorema del area de un trapecio. El drea de un
trapecio es la mitad de la suma de sus bases por su altura correspon-
diente. Es decir, si en el trapecio [JABC'D tenemos BC || AD y CE es
la distancia entre BC' y AD, entonces a(JABCD) = {(AD+ BC)CE.

B C

o
A E D

La demostracién queda como ejercicio aunque se sugiere calcular las
areas de los tridngulos AABC y AACD tomando como altura comiin
al nimero CE.

A continuacion se demostrara el teorema de Pitagoras y el teorema
fundamental de la proporcionalidad utilizando los resultados de esta
seccion.

Teorema 16.4. Teorema de Pitagoras. En un triangulo rectangulo
la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es igual al
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Demostracion. Sea ANABC un triangulo rectangulo con / BC' A recto.
Sea, para facilitar la escritura, c = AB, a = BC'y b= AC.

Debemos demostrar que a? + b? = 2.
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Sea D e OB tal que CD = a + b. Sea ahora E un punto del mismo
lado que A de la recta BC tal que DE | BC y a= DE. Por el postu-

D _a F

C b A

lado LAL tenemos que EB = ¢y que ZEBD =~ /BAC. Pero los
angulos Z BAC'y Z ABC' son complementarios por ser los angulos agu-
dos de un triangulo rectangulo, por lo que ZEBD y / ABC' son com-
plementarios, de donde por los teoremas del suplemento y de adicién
de dngulos tenemos que el angulo ZEBA es recto.

Ahora, por una parte el area del trapecio (JAEDC es igual a
a[JAEDC = M‘léﬂ = §+ab+§ = “2241’2—1—abyp0r otro lado
es la suma de las areas de los triangulos AABC, AEDB y ANEBA,
es decir a(JAEDC) = 2 + 2 4 % = % + ab, de donde se tiene que

Lgl’z—i—ab:%—i—ab,luegoaQ—i—bZ:c? .
Una demostracion del teorema de Pitagoras basada en la figura an-

terior fue hecha por el General James A. Garfield quien también fue
presidente de los Estados Unidos de América.

Teorema 16.5. Teorema fundamental de la proporcionalidad.
En un ANABC, si De AB, E € AC' y DFE || BC; entonces

AB AC
AD — AE’
Demostracion. Demostremos primero que % = %. Si en los triangu-

los AADE y ADBE tomamos respectivamente las bases AD y BD,

entonces ambos triangulos tienen la misma altura h, por lo que de la



66 1.16. Areas

férmula para el area de un tridngulo obtenemos

BD _ (BD)h/2 _ a(ABDE)

AD ~ ADR/2 — a(AADE)’

Anéalogamente obtenemos

CE  a(ACDE)
AE — a(AADE)
Ahora, los triangulos ABDE y ACDEFE tienen una misma base DFE

con alturas correspondientes iguales, por lo que tienen la misma area,
por lo tanto

BD CFE
AD ~ AE
Sumando 1 en ambos lados de la igualdad obtenemos
AB BD+ AD BD CE CE+AE AC
AD- 4D  —ap 'T“apT'T a4 ~ap "

Teorema 16.6. Teorema de las areas de triangulos semejantes.
Si AABC y ADEF son dos triangulos tales que ABC' ~ DEF, en-

tonces a(AABC) = a® a(ADEF), donde o = 88 = B¢ = 4¢

Demostracion. Cuando los tridngulos son congruentes, se tiene que
a = 1 y la igualdad se cumple por el postulado de la congruencia.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que ow < 1. Sean A’ € ED y
C' e EF tales que EA' = BAy EC' = BC; tomemos Q e@ tal que

m L DF y sea P el punto de interseccion de m con A'C". Como
ac | W, tenemos que

DF DE QE _
AC  AE PE

«,
por lo que
a(AABC) = a(AA'EC") = L(A'C')(PE)
= La(DF)a(EQ) = o> a(ADEF). .

2

Teorema 16.7. Férmula de Herdn. Sea AABC un tridngulo,
a=BC,b=AC, c=AB y s = “<  Se tiene la férmula siguiente:

a(AABC) = A/s(s —a)(s — b)(s — ¢).
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que en el trian-
gulo AABC' el angulo ZC tiene medida mayor o igual que las de los
otros dngulos. Sea P € AB tal que CP L AB y sean h = CP, p= PB
y ¢ = PA. Observemos lo siguiente:

2s=a+b+c
2(s—a)=—a+b+c
2(s—=b)=a—-b+c
2(s—c¢)=a+b—c

p+q=c

Del teorema de Pitagoras tenemos
2 y h2 + q2 _ b27
2

R +p®=a
pero como q = ¢ — p, entonces ¢* = (¢ — p)? = ¢ — 2cp + p?, por lo
tanto b? = h? + ¢®> = h? + & — 2cp + p* = a® — 2cp + p?, es decir
a4+ — b

2c '
Por otra parte tenemos que h* = a®> — p* = (a + p)(a — p) =

a?+c2-b? a?+c2 b2\ _ (2acta®+4c?—b%)(2ac—a®—c*+b%)
(a+ =5—)(a — ) = ic =

((a+b)=b*)(b®>—(a—c)?) (ac—',-b+c) (a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)
2 = 2

p:

4 4c
(a+b+c)(7§+b+c)(a7b+c)(a+bfc) _ 25:2(s—a)-2(s—b)-2(s—c) __ 4s(s—a){s—b)(s—c)

4c? 4c2 c? » POT
lo tanto, por el teorema 16.2 tenemos que
h
a(AABC) = % —\/5(s —a)(s — b)(s — o). .

Ejercicio 16.1. Demostrar el teorema 16.3.

Ejercicio 16.2. Observar la figura siguiente y usarla como guia para
demostrar el teorema de Pitdgoras de manera rigurosa, pero diferente
a como se ha hecho en esta seccién y en la anterior.



68 1.17. Area del Circulo y Sectores Circulares

17. Area del Circulo y Sectores Circulares

En esta seccion introduciremos el concepto de area de un circulo, el
de area de secciones de circulo y daremos algunas de sus propiedades
mas importantes.

DEFINICION 17.1. Sea AB un arco de circunferencia con centro Q y
radio 7. La unién de todos los segmentos de la forma QP, con P € AB
se llama sector circular o m&s precisamente sector determinado
por AB y r es el radio del sector de circulo o radio del arco AB.

Sea ¢ una circunferencia con centro Q y radio r, y (P){Z] una

sucesion finita de puntos en ¢ que son los vértices de una poligonal
cerrada simple  J;_, PyPy41 de n lados. Para cada rayo Q—P;: sea P/ un
punto tal que QP = 1. Por el teorema de semejanza LAL se deduce
que cada AP,Q P41 es semejante con AP/QP]_ , por el teorema 15.2
PyPyyy || PLPl,, v ademas la constante de proporcionalidad es r, es
decir P,Pyy1 = r(PK' Pk + 1), ademéds aAP,QP,11 = r*’aAP[QP],,
puesto que las alturas correspondientes a las bases Py P41y PPy, son
también proporcionales con la misma constante de proporcionalidad r
(lo anterior es también por el teorema fundamental de la proporciona-
lidad). Ahora, esto nos da una correspondencia biunivoca (biyeccién)
entre las poligonales cerradas simples inscritas en ¢ y las inscritas en la
circunferencia con centro en () y radio 1 de tal forma que si la poligonal
inscrita en la de radio 1 tiene longitud «, la inscrita en c tiene longitud
ra. Como la longitud de una circunferencia de radio 1 es 27, de la
definicién de longitud de circunferencia se deduce que la longitud de ¢
es 27tr. Es decir.

Teorema 17.1. La longitud de una circunferencia de radio r es 2mr.

De forma similar se deduce el siguiente teorema.

Teorema 17.2. Sea AB un arco de circunferencia con centro en @),

radio r y que es interceptado por ZAQB. Si 0 = £AQB, entonces
(AB = rf.

DEFINICION 17.2. El drea de un circulo es el supremo de las dreas de
las poligonales cerradas simples inscritas en él.

DEFINICION 17.3. El 4rea de un sector determinado por AB con centro
en () es el supremo de las areas de las regiones poligonales que estan

delimitadas por los segmentos QA v QB y una poligonal inscrita en
AB.
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DEFINICION 17.4. La cuerda de un arco AB es AB.

De la definicion de longitud de arco y de la desigualdad del triangulo
se deduce el siguiente teorema.

Teorema 17.3. La longitud de un arco es mayor que la de su cuerda.
Lema 17.1. El drea de un circulo de radio r es menor o igual que 7tr?.

Demostracion. Sea c una circunferencia con centro radio r, (P, "*1
k

la sucesion de vértices de una poligonal cerrada simple UZ:l PkP;CH

que estd inscrita en c¢. La regién delimitada por tal poligonal tiene un

. PP, i

drea de Y | ~==ay, donde ay, es la altura correspondiente a la base

2
PPy, en el triangulo AP,Q P, 1. El lema se deduce del hecho de que

PkPk—H & (PkPk+1) RS r 2
; <l;127“=2];1pkpk+1§22ﬂ7"=7[7“. u

Lema 17.2. El drea de un circulo de radio r es mayor o igual que 7tr?.

Demostmcién Sea ¢ una circunferencia de radio r y a < 7r?. Como
a < 7r?, entonces 22 < 27 por lo que existe una sucesién de vértices
(P.)it] en ¢ de una poligonal cerrada simple Ur—; PePey1 tal que

Z PkPk+1 > 2704‘

Ahora, sea P} € ¢ tal que QP L PyPy.i. El drea a(AP.QPyy1)
es menor que el area a((JP,Q P11 FP). Pero la region delimitada por
la poligonal cerrada simple cuyos vértices son los puntos Py y P} con
k € J, tiene drea Y, , a(DPkQPkHP,;‘). Pero

n n

P Iy 2a

k=1 k=1 r

Es decir, el drea del circulo de radio r es mayor que « para todo av < 7172,
por lo tanto el 4drea es mayor o igual que 702, ]

Los lemas 17.1 y 17.2 nos conducen al siguiente teorema.

Teorema 17.4. El drea de un circulo de radio r es mr?.

De manera similar a como se demostroé el teorema 17.4 (usando lemas
similares a los lemas 17.1 y 17.2 que el lector podra enunciar y cuyas
demostraciones son andlogas) se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 17.5. EI area de un sector determinado por un arco cuyo
angulo central mide 0 es %7“29.
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El lector que haya leido y comprendido lo que va de la seccion, debe
ser capaz de demostrar facilmente el siguiente teorema.

Teorema 17.6. Si un sector circular esta inscrito en una regiéon po-
ligonal, entonces el area del sector circular es menor que el area de
la regién poligonal. Si una region poligonal esta inscrita en un sector
circular, entonces el area de la region poligonal es menor que el area
del sector circular.

DEFINICION 17.5. Por definicién acordaremos que el drea de una cir-
cunferencia es cero.

Ejercicio 17.1. Demostrar que 7t > 2.

Ejercicio 17.2. Demostrar que 7t > 24/2.

Ejercicio 17.3. Demostrar que T > 3.

Ejercicio 17.4. Demostrar que 7 < 4.

Ejercicio 17.5. Demostrar que 7 < 4(1 — (/2 — 1)?).

Ejercicio 17.6. Demostrar el teorema 17.6.
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18. Funciones Trigonométricas

DEFINICION 18.1. Sea AABC un tridngulo rectdngulo tal que ZC es
recto, donde ZA, /B y ZC son los angulos del tridangulo. Si 6 = £ A,
a = BC,b= ACy c = AB; definimos las funciones trigonométricas
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante evalua-
das en # como:

senf = 2, cos@=g,

tanf = 7, cotQZZ,

sec =7 'y csc = <
respectivamente.

Observemos, por el corolario de semejanza AA, que estos valores de-
penden solamente del valor de # y no del tridngulo rectangulo que se
haya tomado con XA = 6. De esto podemos observar que si 0 < 6 < 7,
entonces

sen(g — ) = cos?, cos(5 — ) = send,
tan(5 — 6) = cot 0, cot(5 —0) = tan0,
sec(§ —0) =cscl y csc(f —0) = secf.

Observemos que conociendo el seno y el coseno se conocen las demés
funciones trigonométricas pues

__ sen _ cos
tan = et cot = —r

sec=-— vy cse = .

Deduciremos a continuacion los valores de las funciones trigonomé-
tricas en 30°, 45° y 60°.

Tomemos un triangulo rectangulo AABC tal que su angulo agudo
/A mida 30° y la hipotenusa tenga longitud 2. El angulo /B del
triangulo mide 60° por ser complementario. Si tomamos B’ en BC tal
que BB’ = 2BC, entonces el ZB’ del AAB'C' mide 60° y el ZB'AC
mide 30° (LAL), por lo que el AABB’ tiene todos sus &dngulos con-
gruentes, por lo que sus lados también son congruentes, de modo que
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BC =1 pues C es el punto medio de BB’. Ahora, por el teorema de

Pitagoras
(AC)* +1* = 2%,
es decir AC' = 4/3. Por lo tanto

sen 30° = %, cos 30° = @,
tan 30° = % = ?, sen 60° = g,
cos 60° = %, tan 60° = /3.

Ahora tomemos un cuadrado [JABC'D cuyos lados tengan longitud
1. Cada angulo del cuadrado mide 90° y £ BAC' = 45° ;por qué? Por
el teorema de Pitdgoras AC = v/2, de tal suerte que

2

2

sen4h° = L = V2 cos45° =

[}
[N}
Sl-
[}

tan45° =1, cot45° =1,

sec45° = /2 y csc45° = +/2.
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19. Sistema de Coordenadas

En esta secciéon daremos la terminologia necesaria para poder em-
pezar a incursionar en la disciplina de la geometria analitica.

DEFINICION 19.1. Sean dos rectas perpendiculares X e Y que se in-
tersecan en un punto O. En ambas rectas tomamos un sistema de
coordenadas tal que al punto O le corresponde el cero. Al plano que
incluye las rectas X e Y le llamamos plano XY.

DEFINICION 19.2. Dado un plano XY, haremos corresponder a cada
punto P del plano XY una pareja ordenada (z,y) de ntimeros reales
de tal forma que z es la coordenada del punto A en la recta X tal que
A estd en la recta perpendicular a X que pasa por P (es decir, A es la
proyeccién de P en X) y y es la coordenada del punto B en la recta
Y tal que B estd en la recta perpendicular a Y que pasa por P (es
decir, B es la proyecciéon de P en Y). A una correspondencia como la
anterior se le llama sistema de coordenadas del plano XY. A la
recta X se le llama eje de las abscisas y a la recta Y se le llama eje
de las ordenadas. A la pareja ordenada (x,y) que le corresponde a P
le llamamos coordenadas de P o pareja de coordenadas de P. El
nimero x es la primera coordenada de P o abscisa de P y el niimero
y es la segunda coordenada de P u ordenada de P. Al conjunto
de puntos A € X cuya primera coordenada no sea negativa se le llama
semieje X positivo o parte positiva del eje X. Al punto O cuyas
coordenadas son (0,0) se le llama origen del sistema de coordenadas.

DEFINICION 19.3. En el plano XY al eje X v a todas las rectas paralelas
al eje X se les llama rectas horizontales. Al eje Y y a todas las
rectas paralelas al eje Y se les llama rectas verticales. Cualquier
rayo o segmento incluido en una recta horizontal se llama horizontal
y cualquier rayo o segmento incluido en una recta vertical se llama
vertical.

En lo sucesivo, mientras no se indique otra cosa, el plano XY sera el
conjunto de parejas ordenadas (z,y) con x € Ry y € R, es decir XY
= R? := R x R. Con estas condiciones el punto P cuyas coordenadas
sean (z,y) sera simplemente P = (z,y).

Teorema 19.1. Si (g, o) estd en una recta horizontal [, entonces

Il ={(x,y0) : xeR}.
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Demostracion. Como [ es horizontal, entonces es perpendicular al eje
Y y lo corta en (0,y0). Ahora, en el plano XY la perpendicular al
eje Y en (0,yp) es tnica, de modo que si x € R, entonces (z,y) € .
Reciprocamente, si (z,y) € [, entonces la segunda coordenada es yp,
pues la proyeccién de (z,y) en el eje Y es (0, o), es decir y = yp. .

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la del anterior.

Teorema 19.2. Si (zg,yo) estd en una recta vertical [, entonces

[={(z0,y): yeR}.

DEFINICION 19.4. Si (x¢,yo) estd en una recta no vertical, el lado de
la recta en el cual estd (xg,yo + 1) se llama el lado de arriba de la
recta y al lado opuesto se le llama el lado de abajo de la recta.

Si (zo,yo) estd en una recta no horizontal, el lado de la recta en el
cual estd (g + 1,70) se llama el lado a la derecha de la recta y al
lado opuesto se le llama el lado a la izquierda de la recta.

DEFINICION 19.5. En el plano XY al conjunto de puntos que estén
arriba del eje X y a la derecha del eje Y se le llama primer cuadrante;
al conjunto de puntos que estan arriba del eje X y a la izquierda del eje
Y se le llama segundo cuadrante; al conjunto de puntos que estan
abajo del eje X y a la izquierda del eje Y se le llama tercer cuadrante,
y al conjunto de puntos que estan abajo del eje X y a la derecha del
eje Y se le llama cuarto cuadrante.

DEFINICION 19.6. Una recta que no es vertical ni horizontal se llama
recta inclinada u oblicua.

Del teorema de Pitagoras se sigue la férmula para calcular la distan-
cia entre dos puntos en el plano dadas sus coordenadas. Los detalles
de la demostracion se dejan al lector.

Teorema 19.3. Férmula para la distancia entre dos puntos en
el plano. Sea P = (z,y) y Q = (a,b).

PQ =z —a) + (y — ).

DEFINICION 19.7. Sean P y () dos puntos tales que tienen la misma
abscisa y la ordenada de P es menor que la de (). En estas condiciones
decimos que () estd arriba de P o que P esta abajo de Q.
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DEFINICION 19.8. Sean P y (Q dos puntos tales que tienen la misma
ordenada y la abscisa de P es menor que la de (). En estas condiciones
decimos que @) estd a la derecha de P o que P esta a la izquierda de

Q.
Asi como se defini6 un sistema de coordenadas en el plano XY

también se puede definir un sistema de coordenadas en el espacio de
tres dimensiones de la siguiente forma.

DEFINICION 19.9. Supongamos que tenemos el plano XY con su sis-
tema de coordenadas. Sea Z la recta perpendicular al plano XY en
el origen O y témese en la recta Z un sistema de coordenadas tal que
la coordenada de O sea el nimero 0. Tomemos la biyeccion entre el
espacio y el conjunto R?® de ternas de ntimeros reales tal que a cada
punto P del espacio le hace corresponder la tnica terna (z,y, z) con la
propiedad de que (x,y) son las coordenadas de la proyeccién del punto
P en el plano XY e y es la coordenada de la proyeccién del punto P en
la recta Z. Una biyeccién como la anterior se llama sistema de coor-
denadas del espacio; a la terna (z,y, 2) se le llama coordenadas
del punto P (con respecto al sistema de coordenadas establecido); se
dice que los numeros x, y, y z son las primera, segunda y tercera
coordenadas respectivamente del punto P. De acuerdo al sistema de
coordenadas en el espacio establecido, a las rectas X, Y y Z se les llama
ejes del espacio.

Deduciremos ahora la férmula para calcular la distancia entre dos
puntos del espacio dadas sus coordenadas.

Teorema 19.4. Férmula para la distancia entre dos puntos en
el espacio. Sea P un punto en el espacio con coordenadas (x,y,z) y
() otro punto en el espacio con coordenadas (a,b, c). La distancia entre
P y Q) esta dada por

PQ=+/(x—a)?+ (y—b)?2+ (2 — )

Demostracion. Haremos la demostracion con todo detalle para todos
los posibles casos. Sean P’ y Q' las proyecciones de Py @ al plano
XY, P" y @" las proyecciones de P y Q al eje Z y V el punto con
coordenadas (a, b, ).

Observemos que QV = Q"P" (en el caso en que Q,V € Z se tiene
que Q = Q" y que V = P” yen el caso en que @ y V no estan en Z
se tiene un rectdngulo (JQV P"Q", por lo que los lados opuestos QV y
Q" P" son congruentes.
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Analicemos primero el caso extremo en que (z,y) = (a,b). En este
caso PQ = P'Q =z —c|=+/(z—¢)? =
v (x—a)?+ (y—0b)2+ (2 — ¢)?, por lo que la férmula es vélida para
este caso.

Supongamos ahora que (x,y) # (a,b), es decir queP’ # @’

Siz =0, entonces P =Py V = Q' por lo que la distancia entre Py
V es A/(z —a)? + (y — b)2. En este caso si ¢ = 0, entonces @ =V, por
lo que PQ = /(x—a)2+ (y—0)2 = y/(x —a)? + (y — b2+ (z — ¢)?
y si ¢ # 0, entonces QV = Q"V" = |z—c| y por el teorema de Pitagoras
y observando V' es el vértice del angulo recto del tridngulo rectangulo
APVQ tenemos PQ = 4/(PV)? + (QV)? =

\/(\/(ff«“—a)”r(y—b)Q)“rIZ—C|2=\/(=’L“—a)2+(y—b)“r(Z—C)2

por lo que la férmula es valida cuando z = 0.

Si z # 0, entonces en el rectangulo (JPV Q'P’ los segmentos PV y
P'Q)’ son lados opuestos, por lo que PV = P'Q)' = \/(x —a)?+ (y—b)2
En este caso, si Q = V, entonces z = cy PQ = PV = P'Q =
Vi —a)+(y—0)?2=+/(x —a)? + (y—b)? + (z — )%, ysi 2 # ¢, en-
tonces QV = Q"V" = |z—c| y por el teorema de Pitagoras y observando
V es el vértice del angulo recto del triangulo rectangulo APV Q) tene-

mos P(Q) = \/(PV)2 +(QV)? = \/(\/(x —a)?>+ (y—0)?)?%+ |z —c|]?
= /(. —a)? + (y — b)2 + (z — ¢)? por lo que la férmula es vélida cuan-
do z # 0, con lo que terminamos la demostracion. .

La mayoria de los libros de anélisis matematico, geometria analitica y
algebra lineal en sus primeros capitulos definen la distancia o distan-
cia euclidiana entre dos elementos (x1,x9, - ,2,) vV (Y1,%2,"** ,Yn)

de R™ como
Z (:CTL - yn)za
\ k=1

que es una generalizacion de la férmula para la distancia entre dos
puntos en espacios de cualquier dimension.

A continuacién se dara un teorema que describe los puntos de una
recta que pasa por dos puntos dados.

Teorema 19.5. Sean Q = (zo,y0) v P = (21,y1) puntos en el plano
XY. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) QP = {SeR?: S=((1-t)wg+try, (1 —1t)yo + ty)) para algiin
t e R}.
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(i) QP ={SeR?*: S = ((1—1t)zo+ tzx1, (1 — t)yo + ty1) para algin
€ [0;1]}.
(iii) En el sistema de coordenadas de la recta Q(_P) que le hace co-

rresponder a () el cero y a P un niimero positivo tenemos que la
coordenada del punto S = ((1—t)zo+txy, (1 —t)yo+ty1) es t(QP).

Antes de demostrar el teorema démosle una interpretacion fisica. Si
una particula se mueve a velocidad constante a lo largo de la recta Q(_P)
de tal manera que en una unidad de tiempo recorre una distancia QP y
en el tiempo ¢y = 0 la particula se encuentra en la posicién del punto @)
avanzando hacia P, entonces en un tiempo cualquiera ¢t # 0 la particula
estara (o estuvo) en la posicion S(t) = ((1 —t)xo +tz1, (1 —t)yo + ty1),
por ejemplo en el tiempo t; = 1 la particula se encontrara en la posicién
P = (x1,11). Procedamos ahora a hacer la demostracién del teorema.

Demostracion. Sea S(t) = ((1—t)zg+txy, (1 —1)yo +ty1). Observemos
primero que para cualquier nimero real ¢ la distancia entre Q y S(¢)

estd dada por d(Q,S(t)) = /(tx1 — txo)® + (ty1 — tyo)? = [t|QP y
la distancia entre S(t) y P esta dada por d(S(t),P) =

V(1 =1)(r1 —20))% + (1 — t)(y1 — w0))? = |L—¢|QP. Sien particular
0 <t <1, entonces

d(Q,S(t)) +d(S(t), P) =tQP + (1 —t)QP = QP
por lo que S(t) € QP.

Sea ahora x un nimero real y R el punto en C(ﬁ)) con coordenada x (de
acuerdo al sistema de coordenadas que le asigna 0 a () y un ntmero
positivo a P), afirmamos que R = S(;—P). En efecto, si R € QP,
entonces 0 < z < QP y ademas, puesto que la distancia entre @) y
S(gp) es gp@P = w, se tiene R = 5(55); asi, hemos demostrado (ii).
Si Re QP vy z > QP, es decir R ¢ QP, entonces QP + d(P,S(g5) =
QP + |1~ g5lQP = QP + (g — QP = = = d(Q.5(g&)) por lo
que P estd entre Q y S(55) vy la coordenada de S(g5) es @, es decir
R = 5(gp)- Flnalmente si x < 0, entonces d(S (QL) Q) + QP =
gpQP + QP = (1 - Gp)QP = |1 - 55lQP = d(S(gp), P), por lo que
Q estd entre Py S(g5) v la coordenada de S(55) es —d(S(g5), Q) =

_MQP = x, es decir S( %) = R, por lo que la afirmacién de que

R = 5(5p) estd demostrada, por lo tanto QF < {S'€ R?: S =
(1 =t)xg + tzy, (1 —t)yo + tyy) para algin ¢t € R}. Para demostrar que
{SeR?: S = ((1—t)xg+txy, (1 —1t)yo+ty;) para algin t € R} = QP
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solamente observemos que el punto S(t) = S (tg—lf) es el punto sobre la

recta con coordenada tQP con lo que queda demostrado (i) y (iii). =

FEjercicio 19.1. Si Q = (zo,y0) v P = (21,v1), entonces el rayo QP =
{(z,y): v =(1—=t)zo +txyyy=(1—t)yy+ ty; para algin t > 0}.
Queda como ejercicio para el lector la demostracion del siguiente

teorema que es una generalizacion del anterior para el caso en que Py
() son puntos cualesquiera en el espacio de tres dimensiones.

Teorema 19.6. En el espacio sean () y P puntos con coordenadas
(%0, Y0, 20) ¥ (z1,Y1, 21) respectivamente. Se tienen las siguientes pro-
piedades:

(i) QP = {S: Ias coordenadas de S son (1 — t)zo + tzy, (1 — t)yo +
tyr, (1 —t)z + tz1) para algin t € R}.

(ii) QP = {S : las coordenadas de S son ((1 — t)xo + tz1, (1 — t)yo +
ty1, (1 —t)zo + tz1) para algiun t € [0; 1]}.

(iii) En el sistema de coordenadas de la recta QP que le hace co-
rresponder a @) el cero y a P un niimero positivo tenemos que la
coordenada del punto S = ((1 —t)xg+txy, (1 —t)yo +tys, (1 —t)20
+tz1) es t(QP).

Ejercicio 19.2. Demostrar el teorema 19.1.
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20. Volumenes

En esta seccién se deduciran las féormulas para obtener los volimenes
de los principales cuerpos geométricos como son los de los prismas,
piramides, los cuerpos conicos y esféricos.

A continuacién se generalizard el concepto de semejanza.

DEFINICION 20.1. Dos subconjuntos del espacio S; y Sy son seme-
jantes si existe una correspondencia biunivoca f : 57 — S5 entre S
y S5 y una constante positiva « tal que para cualesquiera dos puntos P
y @ de Sy se tiene que la distancia entre Py @) es a veces la distancia
entre f(P)y f(Q). A una correspondencia como la anterior se le llama
semejanza. Al hecho de que S; y S sean semejantes se le denota asi

Sp ~ Ss.

Observemos que con la definicién anterior se conserva la idea de que
dos figuras son semejantes si tienen la misma forma.

Definamos ahora lo que es un prisma.

DEFINICION 20.2. Sea B una regién poligonal en un plano II; y Il
un plano paralelo a Il;; sea ademas [ una recta que corta a II; y Il
pero que no corta a B. A la unién de todos los segmentos paralelos
a [ tales que uno de sus extremos esta en B y el otro en Iy se le
llama prisma. A la regién poligonal B se le llama base del prisma y
a la distancia entre II; y Il se le llama altura del prisma. Cuando
la recta [ es perpendicular a II;, entonces el prisma se llama prisma
recto. Cuando la base del prisma es una regién delimitada por un
paralelogramo, entonces el prisma se llama paralelepipedo. Cuando
la base de un prisma recto es una region rectangular, al prisma recto se
le llama paralelepipedo rectangular. Cuando la intersecciéon de un
prisma con un plano paralelo al plano en el cual esta una de las bases
es no vacia, entonces a la interseccion se le llama seccion transversal
del prisma.

Definiremos ahora lo que es una piramide.

DEFINICION 20.3. Sea B una regién poligonal en un plano II y V un
punto que no esta en II. A la uniéon de todos los segmentos tales que
uno de sus extremos es V' y el otro estda en B se le llama piramide. A
la regién poligonal B se le llama base de la piramide, al punto V se
le llama vértice de la piramide y a la distancia entre el plano II y el
vértice V se le llama altura de la piramide. Cuando la interseccién de
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una pirdmide con un plano paralelo al plano en el cual esta la base es
no vacia, entonces a la interseccion se le llama seccién transversal
de la piramide.

DEFINICION 20.4. Sea B un conjunto en un plano II; y I, un plano
paralelo a II;; sea ademas [ una recta que corta a II; y Il pero que no
corta a B. A la unién de todos los segmentos paralelos a [ tales que
uno de sus extremos esta en B y el otro en 115 se le llama cilindro. Al
conjunto B se le llama base del cilindro y a la distancia entre I y Il
se le llama altura del cilindro. Cuando la recta [ es perpendicular a 11,
entonces el cilindro se llama cilindro recto. Cuando la interseccién
de un cilindro con un plano paralelo al plano en el cual estd una de
las bases es no vacia, entonces a la interseccion se le llama seccién
transversal del cilindro. Cuando la base de un cilindro es un circulo,
decimos que el cilindro es un cilindro circular.

Observemos que los prismas son los cilindros cuya base es una region
poligonal y que todos los cilindros tienen dos bases.

DEFINICION 29.5. Sea B un conjunto contenido en un plano ITy V
un punto que no estd en II. A la unién de todos los segmentos tales
que uno de sus extremos es V' y el otro esta en B se le llama cono. Al
conjunto B se le llama base del cono, al punto V' se le llama vértice del
cono y a la distancia entre el plano Il y el vértice V se le llama altura
del cono. Cuando la interseccién de un cono con un plano paralelo al
plano en el cual esta la base es no vacia, entonces a la intersecciéon se
le llama seccion transversal del cono. Cuando la base del cono es
un circulo, decimos que el cono es un cono circular. Si el segmento,
cuyos extremos son el vértice del cono circular y el centro del circulo
B, es perpendicular al plano II, entonces decimos que el cono circular
es un cono circular recto.

Observemos que cualquier pirdmide es un cono cuya base es una
region poligonal.

DEFINICION 20.6. Sea C' un punto en el espacio y 7 un ntimero positivo.
Al conjunto de todos los puntos del espacio que estan a una distancia
r del punto C se le llama esfera. Al punto C se le llama centro de
la esfera y al ntimero r se le llama el radio de la esfera. Al conjunto
de todos los puntos del espacio que estan a una distancia menor que r
del centro C' de la esfera se le llama interior de la esfera y al conjunto
de todos los puntos del espacio que estan a una distancia mayor que r
de C se le llama exterior de la esfera. A la unién de una esfera con
su interior se le llama cuerpo esférico y el centro y radio de la esfera
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seran el centro y radio del cuerpo esférico respectivamente. Al igual
que en la circunferencia, al doble del radio se le llama didmetro (de
la esfera o del cuerpo esférico).

Introduzcamos ahora la idea de volumen de subconjuntos del espacio
la cual es similar a la de area.

El término de volumen serd el ultimo no definido en este capitulo.
Aceptemos que a algunos subconjuntos €2 del espacio se les asigna un
tnico nimero vol(£2) mayor o igual que cero que se llama el volumen
de €2 y que satisface los siguientes 6 postulados.

Postulado 20.20. Postulado de la congruencia para volimenes.
Si dos conjuntos con volumen son congruentes, entonces tienen el mis-
mo volumen.

Postulado 20.21. Postulado de adicién de volimenes. Si () es
la union de dos conjuntos en el espacio §2; y €y con voliimenes vol(§);)
y vol(§2y) respectivamente, y 01 n Qs = &. Entonces

vol(§2) = vol(€2;) + vol(€s).

Postulado 20.22. Sean ; y {2 son dos conjuntos con volumen.
(i) Si € < Q. Entonces
VOI(QQ\Ql) = VOI(QQ) — VOl(Ql).

(il) Si 2y < Qy y vol(£22) = 0, entonces vol(€2;) = 0.
(iii) Si € estd incluido en algin plano, entonces vol(€2;) = 0.

(iv) Q1 U Qy es un conjunto con volumen.

Postulado 20.23. Si la base de un cilindro recto es un conjunto con
area, entonces el volumen del cilindro es el producto del area de la base
vy su altura.

Postulado 20.24. Principio de Cavalieri. Dados dos subconjuntos
del espacio y un plano. Supongamos que los dos conjuntos tiene asig-
nado un volumen. Si todo plano paralelo al plano dado que interseca
a uno de los dos conjuntos, interseca también al otro y las secciones
intersecadas de ambos conjuntos tienen areas iguales. Entonces ambos
conjuntos tienen el mismo volumen.



82 1.20. Volumenes

Postulado 20.25. Los cuerpos estéricos, los conos cuya base es un
conjunto con area y los cilindros cuya base es un conjunto con area son
conjuntos con volumen.

El siguiente teorema, que se deduce directamente del postulado 20.23
y de la formula para hallar el area de un circulo, nos da la importante
férmula para calcular el volumen de un cilindro circular recto.

Teorema 20.1. EI volumen de un cilindro circular recto con altura h
y radio de la base r, es mr2h.

Teorema 20.2. Toda seccion transversal de un cilindro es congruente
con su base.

Demostracion. Supongamos que las dos bases distintas de un cilindro
son By y By y que [ es la recta tal que el cilindro es la unién de
los segmentos paralelos a [ con extremos en B; y Bs. Si B’ es una
seccién transversal del cilindro, entonces existe una correspondencia
biunivoca entre los conjuntos By y B’ tal que a cualquier punto P € B,
le corresponde el punto P’ € B’ tal que, PP’ || [. Ahora, si Py @ son
dos puntos diferentes en By y P’ y Q' son los puntos correspondientes
en B’ (de acuerdo a la correspondencia anterior), podemos observar
que OJPQQ' P’ es un paralelogramo, por lo cual PQ = P'Q)’, es decir
la correspondencia es una congruencia, de donde concluimos que B; =
B’, con lo que hemos demostrado que toda seccién transversal de un
cilindro es congruente con su base. .

En lo sucesivo, para ahorrar tiempo y hacer el tratado méas ameno,
haremos uso del postulado 20.25 sin mencionarlo explicitamente. Una
generalizacién del postulado 20.23 es el siguiente teorema.
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Teorema 20.3. El volumen de un cilindro es el producto del area de
la base y su altura.

Demostracion. Supongamos que tenemos un cilindro C' con bases By y
B5 en los planos I1; y Il respectivamente. Debido al teorema anterior,
el cilindro recto C’, el cual una base es B; y la otra estd contenida en
[T, tiene al igual que el cilindro C' todas sus secciones transversales
congruentes con B;. Ahora, debido al postulado de Cavalieri y al pos-
tulado 16.16, ambos cilindros tienen el mismo volumen. De acuerdo al
postulado 20.23, el volumen de C’ (y por lo tanto también el de C) es
el producto del area de la base y su altura. .

Teorema 20.4. Dada una piramide con base triangular y altura h.
El area de la seccion transversal de la piramide que se encuentra a una
distancia x del plano en el cual esté la base, es ("-2)? veces el drea de

h
la base.

Demostracion. Dada una piramide con base triangular 7'y altura h;
sean A, By C'los vértices en la base Ty sea D el vértice de la pirdmide
tomando a 7 como base. Sean A', B' y C’ los puntos que estédn en AD,
BD y OD respectivamente y que ademds estdn a una distancia z del
plano que contiene a la base 7. Tomemos la recta [ que pasa por D
y es perpendicular al plano que contiene a T. Sean ademés P, P € |
tales que P estd en el plano que contiene a Ty P’ estd en el plano en
el que estan los puntos A', B'y C'. Por el teorema fundamental de la
proporcionalidad tenemos que

AD BD CD PD h
AD BD CD PD h-u
Ahora, por el teorema de semejanza LAL, tenemos que
AC  AB  BC  h
AC  AB  BC h-z
Asi, utilizando el teorema de las areas de tridngulos semejantes, con-
cluimos la demostracion del teorema. .

Teorema 20.5. Si dos piramides con bases triangulares tienen la
misma altura y bases congruentes, entonces tienen el mismo volumen.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos pirdamides T; y Yo con
altura h, bases triangulares T y 15, y vértices Vi v V5 respectivamente.
Sea V] el punto del mismo lado que V; del plano que contiene a 717, tal
que la pirdmide Y’ con base triangular T} y vértice V; es congruente
con Yy. (jVerificar que es posible localizar V] con tales propiedades!)
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Por el teorema 20.4 y el principio de Cavalieri tenemos que Y1 y T,
tienen el mismo volumen, pero por el postulado de la congruencia para
volumenes tenemos que Yi’ y Ty tienen el mismo volumen. De lo
anterior concluimos que las piramides T; y T, tienen el mismo
volumen. ]

Teorema 20.6. El volumen de una piramide con base triangular es
un tercio del area de la base multiplicada por la altura.

Demostracion. Sea T una piramide de altura h y base triangular T,
donde A, By C son los vértices de la base. Sea ¥ un prisma recto con
base T y altura h, y [ una recta perpendicular al plano que contiene a
T y que no interseca a W. Sea T" la otra base de W, y A", B' y C" los
vértices de T tales que los segmentos AA', BBy CC’ son paralelos
a [. Observemos ahora que debido a los postulados 20.21 y 20.22, el
volumen de V¥ es la suma de los voliimenes de T, To y T3, donde T,
es la pirdmide con base Ty vértice A'; T es la pirdmide con base T’
y vértice B, y T3 es la pirdmide cuya base es la regién triangular con
Ve:rtices B, C'y C', y el vértice correspondiente a tal base es el punto

A.

Afirmamos que las pirdmides Y1, T9 y T3 tienen el mismo volumen.
En efecto, las pirdmides T; y Ts tienen el mismo volumen debido al
teorema 20.5, mientras que las pirdmides Ty y T3 tienen el mismo vo-
lumen también por el teorema 20.5 pero tomando a la regién triangular
con vértices B, B' y C' como base de Y5, en cuyo caso el vértice co-
rrespondiente es A'. De esta forma, el volumen de Y; es un tercio del
volumen del prisma W. De nuevo por el teorema 20.5, el volumen de
T es un tercio del volumen del prisma W, pero debido al postulado
20.23 el volumen de la piramide T es un tercio del area de su base T'
multiplicado por su altura h. .

Como consecuencia inmediata del teorema 20.6 y de los postulados
20.21 y 20.22 se tiene el corolario siguiente.

Corolario 20.6.1. EI volumen de una piramide es un tercio del area
de la base multiplicada por la altura.

Se deja al lector los detalles de la demostracién.

Teorema 20.7. Dado un cono circular recto de altura h y radio de

la base r. El radio rq de la seccién transversal cuyo centro esta a una

distancia x del centro de la base, esta dado por rq = (h—;x)r.
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Demostracion. Sea V' el vértice del cono y () el centro de la base.
Tomemos la seccion transversal A del cono que estd a una distancia x
de la base y sea P el punto de interseccién de A y VQ. Observemos que
A es un circulo con centro en P. En efecto, hay una correspondencia
biunivoca entre los puntos P’ de A y los puntos Q' de la base B del
cono de tal manera que P’ es el inico punto en la interseccién de VQ’
y A. Ahora, por el teorema fundamental de la proporcionalidad y por
el teorema de semejanza LAL, tenemos que si P’ esta en el plano que
contiene a A, entonces P’ € A si y sélo si PP’ h—ﬁx = Q' para algun

Q' € B, es decir PP’ < @r siy sélosi P’ € A. Lo anterior demuestra

’ . h—
que A es un circulo con centro en P y radio rg = (—hm)r. ]

Una generalizacién del teorema anterior es el siguiente.

Teorema 20.8. Dado un cono circular de altura h y radio de la base
r. El radio ry de la seccion transversal cuyo centro esta a una distancia

x del plano que contiene a la base, esta dado por ry = @r.

Demostracion. Debido al teorema 20.7, es suficiente suponer que el
cono es un cono circular, pero no es un cono circular recto. Sean V
el vértice del cono, P la proyeccion de V' al plano que contiene a la
base, () un punto en el borde de la base, () el punto en el borde de la
seccién transversal que esta entre @) y el vértice V', C el centro de la
base, Cy el centro de la seccion transversal y P, el punto donde se corta
el segmento PV y el plano que contiene a la seccién transversal. Por el
teorema fundamental de la proporcionalidad y el teorema de semejanza
LAL, tenemos que

r Qv PV h
ro  QV RV (h—x)’
de donde tenemos que ry = @r. .

Del teorema anterior y de la férmula del drea de un circulo se concluye
el corolario siguiente.

Corolario 20.8.1. Dado un cono circular de altura h y radio de la base
r. El area de la seccion transversal cuyo centro esta a una distancia x
h—z

del plano que contiene a la base, esta dado por (T)2m“2.

Teorema 20.9. El volumen de un cono circular de altura h y radio de
la base r es %mﬂh.

Demostracion. Dado un cono circular de altura h y radio de la base r,
sean V su vértice y II el plano que contiene a la base. Tomemos una
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regioén triangular 7' contenida en el plano I con drea 7tr? y comparemos
a la piramide con base T' y vértice V' con el cono dado. De acuerdo
al corolario 20.8.1 y al teorema 20.4, la secciéon transversal del cono
y la de la piramide, contenidas ambas en un mismo plano paralelos a
I1, tienen la misma area, por lo que aplicando el principio de Cavalieri
tenemos que el volumen de tal piramide es igual al volumen del cono
dado. Asi, el volumen del cono es igual a %7’(7’2}1. ]

A continuacién deduciremos una férmula para calcular el volumen
de un cuerpo esférico.

Teorema 20.10. EIl volumen de un cuerpo esférico de radio r es %7”,3'

Demostracion. Sea S un cuerpo esférico con centro en un punto O y
radio . Tomemos un plano II al cual pertenezca el centro de S. Sea C
el cilindro circular recto de altura r cuya base es la interseccién de S
y IT y tal que los puntos que no estéan en la base estan en un lado £
de II. Sea K el cono con vértice O cuya base es la base del cilindro C'
que estd en BT,

Procederemos primero a calcular el volumen de la parte de S que
estd en BT,

Sea ST la interseccion de S'y ET. Veamos que el volumen del cono
K esigual al de C\S*. Tomemos un plano Il ¢ E*, paralelo a II, tal
que la distancia ry ente Iy y O sea menor que r. Por el teorema de
Pitagoras podemos ver que la interseccién de S* y Il es un circulo de
radio 4/72 — r3, por lo que el drea de la interseccién de C\S™ y IIj es

2
7'[7”2—’7'(( r2—7’8> = Ty,

la cual es la misma que la de la seccién transversal del cono K (la

interseccién de K con Il). De esta manera, por el principio de Cavalieri

tenemos que K y C\S* tienen el mismo volumen, el cual debido al

teorema 20.9 es igual a 77,

Ahora, por el postulado 20.21, el volumen de S* es el volumen del
cilindro menos el de C\S™, es decir es

1 2
ot — —mrd = S,
3 3
Analogamente se demuestra que el volumen de la interseccion de
la esfera S con el otro lado de II diferente de E* es %7{7"3. Final-
mente, por los postulados 20.21 y 20.22 se tiene que el volumen de S
4,3
es 7. .
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II. TRIGONOMETRIA ANALITICA

1. Angulos Dirigidos y sus Medidas

En la geometria elemental se estudié el concepto de angulo y sus
medidas, solamente se consideraron angulos cuyas medidas eran mayo-
res que 0 y menores que 180°. Aqui definiremos el concepto de angulo
dirigido y su medida que tomara valores méas generales.

DEFINICION 1.1. Sean ), P y R tres puntos en el plano XY con P, R #
@. Definimos el dngulo dirigido (o dngulo orientado) (ZRQP o el
angulo que va de Q—R) a QP como la pareja ordenada (Q—R), Q—ﬁ) Al
punto @ se le llama vértice del angulo dirigido (ZRQP, al rayo Q_R)
se le llama lado inicial y al rayo Q—fg se le llama lado terminal del
éngulo dirigido Z RQP.

Observemos que en la notacién de angulos dilzi_gidos es importante
el orden de aparicién de los puntos, por ejemplo £/ RQ) P no necesaria-
mente es igual a (ZPQR, ademas no se exige que los puntos P, Q y R
no sean colineales.

DEFINICION 1.2. Sea ¢ una circunferencia con centro en @ = (a,b) y
radio 1, R = (a + 1,b) el punto en ¢ a la derecha de Q y P = (z,y)
un punto en la circunferencia c¢. Si P = R, decimos que la medida
del angulo dirigido (ZRQP es cero. Si P # R, definimos la medida
del dngulo dirigido ZRQP o medida en sentido contrario a las
manecillas del reloj del dngulo dirigido (ZRQP como la longitud del
arco RP de ¢, donde RP es un arco menor si P estd arriba de Q(—R) y
RP es un arco mayor si P estd abajo de Q(_}E A la medida de (ZRQP
la denotaremos ZRQP. Si QR y Q—ﬁ son rayos opuestos, entonces
X RQP = 180° = .

Generalicemos esta definiciéon para un angulo dirigido cualquiera en
el plano XY.

DEFINICION 1.3. Sea ZPQS un angulo dirigido y R un punto a la
derecha de Q.

(i) Si la medida de <ZRQS es mayor o igual que la de (ZRQP, defi-
nimos la medida o rgedida en sentido contrario a las mane-
cillas del reloj de Z PQS como

X RQS — X RQP.
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(i) Si la medida de ZRQS es menor que la de (ZRQP, definimos la
medida 01 medida en sentido contrario a las manecillas del
reloj de Z PQ.S como

(X RQS — X RQP) + 2.

Observemos que si 6 es la medida de un angulo dirigido, entonces
0<60<2m
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2. Funciones Trigonométricas

DEFINICION 2.1. Sea U la circunferencia con centro en el origen O =
(0,0) y radio 1, P = (x,y) un punto en U y 6 la medida del angulo
dirigido que va de la parte positiva del eje X a OP. Definimos el seno
de 0 y el coseno de 6 como y y = respectivamente y los denotamos asi

y=senfl 'y x=cosb.

Sin es un nimero entero y 0 < < 2m, definimos sen(f + 2mn) = sen 6
y cos(f + 2mn) = cos 6.

DEFINICION 2.2. El seno y coseno de un 4dngulo dirigido son el seno
y coseno de sus medidas respectivas.

Observemos que con la definicién anterior quedan definidos el seno
y el coseno de cualquier nimero real y que no contradice las defini-
ciones que se tenian anteriormente de las funciones trigonométricas.
Observemos también que hay una correspondencia entre los niimeros
reales y los angulos dirigidos en el plano XY de tal manera que el seno
y el coseno de un nimero sea el seno y el coseno del angulo dirigido
correspondiente, tal correspondencia no es biunivoca, ni siquiera define
una funcién en ninguno de los sentidos.

DEFINICION 2.3. Sea # € Ry (ZPQS un angulo dirigido. Decimos
que al angulo dirigido <ZPQS le corresponde el nimero 6 (o que a ¢
le corresponde el dngulo dirigido ZPQS) si sen @ y cos# son iguales
respectivamente al seno y coseno del angulo dirigido <ZPQS .

Tenemos por ejemplo que si a = ZPQS , entonces al angulo dirigido
-
Z PQS le corresponde cualquier niimero 6 de la forma 6 = o + 27mn,



90 I1.2. Funciones Trigonométricas

donde n es un entero. Observemos que « representa el minimo giro
en sentido contrario a las manecillas del reloj que debe hacer el rayo

Q[_:’) para que coincida con el rayo QS, mientras que si n es un entero
positivo, 27tn representa n vueltas completas en sentido contrario a las

manecillas del reloj alrededor de ) y si n es un entero negativo 2mn
representa —n vueltas completas en el sentido de las manecillas del

reloj alrededor de Q).

Observemos que sen f = 0 si y sélo si # = nm para algin entero n y
cos = 0 siy sélo si § = 7 + n7 para algin entero n.

Volvamos ahora a la circunferencia con centro en el origen y radio
1 y definamos las demas funciones trigonométricas. En este capitulo,
el simbolo U siempre representard la circunferencia con centro en el

origen y radio 1.

DEFINICION 2.4. Sea O = (0,0), P = (x,y) eUy R = (1,0). Si 6 es
un nimero real que le corresponde al angulo dirigido Z ROP, entonces
definimos:

e tanf = £ cuando x # 0, es decir cuando V,ez 0 # 5 + nm.
e cotf = % cuando y # 0, es decir cuando Y,z 6 # n.
e secH = % cuando x # 0, es decir cuando Y,z 0 # g + nTt.
e cscl = L cuando y # 0, es decir cuando V,ez 0 # nt.

y
Facilmente se pueden deducir las siguientes férmulas:

tan 6 = 8 (9 = T + n),

cos 0
cot§ = 325 = g (0 # nm),
secl = —— (0 # % + nm),
cscl = o (0 # nm).

donde n es un entero.

Ahora cuando P no estd en ninguno de los ejes de coordenadas, los
puntos P = (z,y), O = (0,0) y (x,0) son los vértices de un tridngulo
rectangulo con hipotenusa 1 y catetos |z| y |y|, de donde

o + Jy* = 1,
pero |z|? = 2? = (cos0)? y |y|* = y* = (sen d)?, de donde obtenemos la
siguiente formula importante

(cos6)? + (senf)? =1
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la cual también es véalida obviamente cuando P estd en uno de los ejes
de coordenadas.

Ahora observemos que si en la féormula anterior dividimos ambos
lados de la igualdad entre (sen )2, obtenemos

1+ (cot §)% = (csch)?

similarmente se obtiene la formula

1+ (tan0)* = (sec ).

Lema 2(._1. Si el angulo dirigido 7 ROP mide 0, entonces el angulo
dirigido / POR mide 21t — 6.

Demostracion. ZROR — ZROP =0-6 <0, por lo que ZPOR =
—0 + 2t =2m— 0. .

Lema 2.2. Siy >0, P = (z,y) e U, P = (z,—y), R = (1,0) y
0= ZROP, entonces (ZROP’ =2m— 0.

Demostracion. Por congruencia de los triangulos AROP y AROP' la
longitud 6 del arco menor RP es la misma que la del arco menor de
la circunferencia con extremos Ry P’, por lo que la longitud del arco
mayor RP' de la circunferencia U es 2t — 6, es decir ZROP’ =2n—0.

u
Teorema 2.1. Si a € R, entonces
sen(—a) = —sen q,

cos(—a) = cos a.

Demostracion. Sea 0 < 6 < 2 tal que o = 0 + 2nm, con n entero,
R =(0,1) y P = (z,y) € U tal que £ ROP = 6. Tenemos cuatro
posibilidades

(i) =0, (i) 0 <0 <m, (iii) 6 = m, (iv) m< 6 < 2m.

(i) Sié = 0, entonces sen(—a) = sen(—2nm) = 0 = —0 = — sen(2nmn)
= —sena y también cos(—a) = cos(—2nm) = cos0 = cos(2nm) =
cos av.

(ii) Si 0 < @ < 7, entonces sen(—a) = sen(—60 — 2n7m) = sen (2w — 0

= —y = —senf = —sen(f + 2nm) = —sena y también cos(—a
cos(—0 — 2nm) = cos(—0) = x = cosf = cos(f + 2nm) = cos a.

~—
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(iii) Si# =, entonces sen(—a) = 0 = —sen a y también cos(—a) =
cos(—7r) = cos(—7 + 271) = cos 7t = cos 0.

(iv) Si m < 6 < 2m, entonces —z > 0, por lo que sen(—a) =

sen(—f — 2nm) = sen(2m — 0) = —y = —senf = —sena y ademds
cos(—a)) = cos(—0 — 2nm) = cos(2m — ) = x = cos(f — 2m) = cosf =
Ccos av. .
Y
1 =sen (X
| [ 'S (X) X
-2 i _ﬂ 7T 2 77 3
Y
1,
L y=c0s (X)
—= X
-2 -7 -1 7T 27
Y
| 1 e | |
' i i VA
31 o L1 n 7 3 2x Bir
2 2 2 2 2
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3. Funciones Trigonométricas de Sumas y Diferencias

En esta seccién deduciremos las formulas para calcular las funciones
sen, cos y tan evaluadas en sumas y diferencias de nimeros. Las
férmulas que deduzcamos en lo que sigue del capitulo no seran enuncia-
das como teoremas sino que simplemente se encerraran en un recuadro
para enfatizar la importancia.

Tomemos de nuevo la circunferencia U con centro en el origen O =
(0,0) y radio 1. Sea 0 < o < f < 2m; R = (1,0), P, = (21,%1),
Py = (z2,y2) v P3 = (23,y3) los puntos de U tales que ZROPl = q,
XROP, = 3y £ ROPy = 3 — .

Se tiene una correspondencia LAL entre los triangulos AROP;3 y
AP,OP, de tal forma que RPy = PPy, pero RP3 = +/(x3 — 1)? + 43
y PP, = \/(xg —21)? + (y2 — y1)?, por lo que

(23— 1)*+y5 = (ra—21)* + (2 — )%,

asi
w3 — 2w+ 1 +ys = a5 — 20100 + 25 + Y3 — 2py1 + Ui
pero por el teorema de Pitagoras tenemos que
—2x3 + 2 = —2x179 — 29217 + 2,
es decir
T3 = T1T2 + Y2Y1,
pero xy = cosa, Ty = cosf3, y; = senq, ys = sen 3y w3 = cos(f — a),
por lo que
cos(ff — a) = cos acos 3 + sen acsen 3.

Observemos que la férmula anterior se demostro para el caso en que
0<a<f<2m

Si a = 3, se tiene que cos(f — a) = cos0 = 1y cosacosf +
senasen 3 = (cosa)? + (sena)? = 1.

Ahora, si 0 < f < a < 2m, se tiene que cos(f — ) = cos(a — f3) =
cos 3 cos a + sen Fsen o = cos acos 3 + sen asen [3.

Ahora, si a y 3 son dos numeros reales cualesquiera, se tiene que
a=0,+2nmty B = 04+2mm, donde m y n son enterosy 0 < 6y, 0, < 2.
En estas condiciones tenemos que

cos(B —a) = cos(fz + 2mm) — (01 + 2nm)) = cos(fy — 61 +2(m —n)m) =
cos(fa—01) = cos by cos By +sen by senfy = cos v cos f+sen a sen [3.

Hemos demostrado en forma general la siguiente formula
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cos(f — a) = cosacos 5 + sen a sen [3.

Es decir si conocemos cos «, cos 3, sena y sen 3 podemos conocer
cos( — «), por ejemplo cos 15° = cos(45° — 30°) = cos45° cos 30° +

sen 457 sen 30° = (1/v2)(1/2) + (v3/2)(1/v2) = (22
De la férmula anterior tenemos que
cos( + ) = cos( — (—a))
= cos(—a) cos f + sen(—a) sen 3

= cos acos 3 — sen « sen (3,

obteniendo asi la siguiente férmula

cos(f + a)) = cosacos f — sen a sen [3.

Ahora, si v y v son complementarios, es decir si v +v = 7, tenemos

que u =4 —vyuv=35—u,dedonde

cos(§ — u) = COS § COSU + Sen § senu = senu,

por lo que senu = cosv cuando u y v son complementarios, es decir en

general

sen(f§ —0) =cosf y cos(y —0)=send

de donde, usando las férmulas

tan§ = 528 (9 £ Z 4 n),

cos 0
__cosf _ 1
cotf = senf ~  tan@ (9 # n7‘t),

secl = —— (0 # T + nm),

cos 0

csc = 2~ (0 # nm)

sen 0

(con n entero); se deducen directamente las férmulas

tan(y —6) = cot® y cot(5 —0)=tand

y ademas

sec(3 —0) =csc y csc(f —0)=sech.
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Ahora, queremos establecer férmulas para calcular sen(8 — «),
sen(f + a), tan(f — a) y tan(f + «), cuando se conozcan las funciones
trigonométricas evaluadas en o y 3. Tenemos primeramente

sen(f — o) = cos (§ — (8 — @) = cos ((F - 3) + )
= cos(3 — 3) cosa —sen(§ — 3) sen«
= sen J cos a — cos 3 sen

es decir

sen(f — a) = sen Fcosa — cos [ sen .

Ahora sen(3 + o) = sen( — (—a)) = sen 3 cos(—a) + cos 3 sen v, es
decir

sen(f + a) = sen Fcosa + cos [ sen .

La primera deduccién de estas dos tltimas féormulas fueron hechas
por Ptolomeo y escritas en su cloeccion de 13 libros llamada “Al-
magesto” (La Recopilacién Matemaética).

Claudio Ptolomeo
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Para deducir las formulas correspondientes para la tangente podemos
usar las anteriores de modo que

sen(ff —«a)  sen Jcosa — cos [Fsen
cos(f —a)  cosfcosa+sena sen 3
(sen Bcosa —cos Fsena)/cos Fcosa  tan [ —tana

(cos Bcosa 4+ sena sen 3)/cos fcosa 1+ tan Btana’
es decir

__ tanf—tana
tan(6 — o) = { i Fiana-

El lector podré deducir de manera similar la siguiente férmula

tan(ﬁ—i—a) _ tan f+tan a

l—tanBtana "

Las siguientes férmulas llamadas férmulas para el angulo doble
se deducen directamente de las férmulas para calcular las funciones
trigonométricas de una suma.

sen(26) = 2sen 6 cos 6.

cos(20) = (cos0)? — (senf)? = 1 — 2(sen 0)? = 2(cos )% — 1.

tan(20) = 2tanb

De la férmula para calcular cos 260 y haciendo a = 26 obtenemos

| sen %| — 17(:205047

|COS %| — 1+C20$O!’

|tang| —  [l-cosa
2 l4cosa”

Las tres formulas anteriores se llaman férmulas del angulo medio.
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4. Funciones Trigonométricas Inversas

Debido a que las funciones trigonométricas no son inyectivas no pode-
mos definir directamente las inversas de ellas, por ejemplo senm =
sen —1t = sen(0 = 0, es decir no existe un unico valor de 6 que haga
que senf = 0. Podemos observar sin embargo, que el recorrido de la
funcién sen es el intervalo cerrado [—1; 1] y ademés para cualquier valor
de y € [—1;1] existe un tnico valor de 0 € [—7; 7] tal que y = sen®.
Debido a lo anterior tiene sentido y es legitima la siguiente definicion.

DEFINICION 4.1. A la funcién arcsen : [—1;1] — [=5; 5] tal que
arcseny = 6 si y solo si y = senf y 6 € [—Z; 7] se le llama funcién

T 2072
arcoseno.
Y
T
>
y-ar céen (x)
1 T X

_ T

7

Podemos asimismo observar que el recorrido de la funcion cos es el
intervalo [—1; 1] y ademés para cualquier valor de x € [—1; 1] existe un
tnico valor de 0 € [0; 7| tal que z = cos de donde tenemos la siguiente
definicion.

DEFINICION 4.2. A la funcién arccos : [—1;1] — [0;7] tal que
arccosz = 0 si y sélo si x = cosf y 6 € [0;7] se le llama funcién
arcocoseno.

y=ar ccos (X)

N S
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Observemos ahora que el recorrido de la funcién tan es el conjunto

de todos los niimeros reales y que para cualquier valor z € R existe un

tinico 0 € (—%; ) tal que tan# = z, teniendo ast la siguiente definicién.

DEFINICION 4.3. A la funcién arctan : R — (—%; J) tal que arctan z =

0 siysélosiz=tanfy6e (—73;75) selellama funciéon arcotangente.

Y
JT
__________ Fopooooooeoos
T y=ar ct an (x)
-6 -3 L 3 6 X
JT
__________ e R EEE LR

De manera similar tenemos que el recorrido de la funcion cot es R y
que para todo z € R existe un tnico 6 € (0; ) tal que cotf = z, por lo
que podemos establecer la definicion siguiente.

DEFINICION 4.4. A la funcién arccot : R — (0;71) tal que arccot z = 6
siy s6lo si z = cotfy 6 € (0;7) se le llama funcién arcocotangente.

5 [.y=arccot (x)
X

-6 -3 ‘ 3 6

Observando ahora que el recorrido de la funcién sec es la unién de
intervalos cerrados no acotados (—oo; —1] U [1; 400) y de que no existe
la secante de 7, tenemos ahora la definicién de la funcién arcosecante.

DEFINICION 4.5. A la funcién arcsec : (—oo; —1] U [1;4+00) — [0; T) U
(%; 7] tal que arcsecz = 6 si y sélo si z =sec y 0 € [0;5) U (F; 7] se
le llama funcién arcosecante.

y=ar csec (X)
X

-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5

De manera similar tenemos la definicion de la funcion arcocosecante.
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DEFINICION 4.6. A la funcién arcesc : (—o0; —1]u[1; +00) —> [—
(0; 7] tal que arcescz = 0 si y s6lo si z = cscy 0 € [-F;0) U (0; 5] se
le llama funcién arcocosecante.

N|

y=ar cCcsc (X)

12345X
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5. Ley de los Senos

En lo sucesivo cuando tengamos un triangulo AABC' denotaremos
por a = BC, b = AC, ¢ = AB, a = XBAC, f = ABC y v =
X ACB. La féormula que deduciremos en esta secciéon nos permite cal-
cular las longitudes y medidas de todos los lados y angulos de un
triangulo cuando solamente conocemos las de dos angulos y un lado.
Tal formula vale la pena usarla solamente cuando el tridngulo no es
rectangulo. Cuando el tridngulo es rectangulo se puede usar el teo-
rema de Pitdgoras.

Supongamos que tenemos un triangulo no rectangulo AABC tal que
(para simplificar lo cdlculos) A estd en el origen de coordenadas, B a
la derecha de A y C arriba del eje X.

Sea D la proyecciéon de C' en el eje X y h = C'D. Tenemos que
sen 3 = %, es decir h = asen J y sena = %, es decir h = bsen «, por lo

que asen 3 = bsen «, es decir

a b

senae sen[3

De manera similar, haciendo un cambio en el sistema de coordenadas,
de tal manera que C esté en el origen y A a la derecha de C' podemos

obtener
a c

sena  senvy
En resumen tenemos el resultado conocido como la ley de los senos.

Ley de los Senos. Si AABC' es un triangulo, entonces

a b _ ¢
sen o sen 3 sen-y’
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6. Ley de los Cosenos

En es seccién se dara una formula para calcular la longitud de los
lados y la medida de los angulos de un triangulo cuando se conocen las
longitudes de dos lados y la medida del angulo entre ellos o cuando se
conocen las longitudes los tres lados.

Sea AABC un triangulo y elfjase el sistema de coordenadas en el
plano de tal manera que A esté en el origen, B a la derecha de Ay C
arriba del eje X.

Observemos que las coordenadas de B son (¢,0) y las de C' son
(bcosa,bsen ). Utilizando la férmula de la distancia (teorema de
Pitdgoras) obtenemos que

a® = (beosa — ¢)* + (bsen )

2
= b?(cosa)? — 2bccos a + ¢ + b?(sen av)?
= b*((cos)? + (sen a)?) + ¢ — 2bc cos a
= b+ — 2bccos .

es decir, tenemos el resultado siguiente.

Ley de los cosenos.

a® = b? + ¢ — 2bccos a.

Como cos 90° = 0, podemos observar que esta ley es una generaliza-
cion del teorema de Pitagoras.
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1. GEOMETRIA ANALITICA

1. Introduccién

La geometria analitica es la rama de las matematicas que estudia la
descripcion de figuras geométricas por medio de ecuaciones o férmulas
algebraicas. Su estudio data de 1637, cuando se publico el libro “La
Geométrie” (La Geometria), escrito por el filésofo y matematico francés
Renato Cartesio (en franceés René Descartes). Los nombres ‘carte-
siano’ o ‘cartesiana’ que se emplean frecuentemente en matematicas
fueron dados en honor a Cartesio.

Renato Cartesio

Las figuras que se estudiaran en éste capitulo seran las llamadas
conicas (rectas, circunferencias, parabolas, elipses, hipérbolas, rectas
que se cortan y puntos). Las cénicas y sélo las cénicas en el plano
XY tienen la peculiaridad de que satisfacen una ecuacion general de
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segundo grado, es decir una ecuacién de la forma Ax? + Bxy + Cy? +
Dx+ FEy+F =0,donde A, B, C, D, E'y F son constantes. El nombre
de cénicas proviene del hecho de que, en el espacio de tres dimensiones,
son la interseccién de un plano con un cono circular recto.

En el estudio de la geometria analitica plana estableceremos o consi-

deraremos siempre establecido un sistema de coordenadas en el plano
XY.

DEFINICION 1.1. La ecuacién de una figura en el plano XY o de algtin
conjunto incluido en el mismo sera una expresién de la forma
R(z,y) =0
o una expresién equivalente (donde R : R? — R) de tal manera que
el conjunto descrito sea
{(r,y)eR*: R(z,9) =0, reR y yeR},

es decir, la ecuacién que representa a la figura debe ser tal que la figura
sea el conjunto solucién de la ecuacion.

Ejemplos.

1. La ecuacién de la recta vertical que pasa por un punto dado (zo, yo)
es T = 1.

2. La ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y radio 1 es
2 +y? =1

3. La ecuacién del conjunto cuyo tnico elemento es el punto (3,6) es
(r —3)>+ (y—6)> =00 bien |z — 3| + [y — 6| = 0.

4. Dados dos puntos diferentes en el plano Qo = (zo,%) v @1 =
(x1,41), determinemos la ecuacién del segmento Qo();. Primero que
nada tenemos que una condicién necesaria y suficiente para que un
punto P = (x,y) pertenezca al segmento es que Qo P + PQ; = QoQ1,

es decir, usando la férmula de la distancia entre dos puntos tenemos
que la ecuacion de tal segmento es

V(@ —20)? + (y —50)? + /(& — 21)* + (y —11)°

= /(mo — 1) + (yo — 1)*.

Comenzaremos este capitulo con el estudio de las rectas en el plano.
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2. La Recta

Para empezar el estudio de las rectas definamos lo que es la pendiente
de una recta.

DEFINICION 2.1. Sea [ una recta inclinada, () el punto de interseccién
de [ con el eje X, R un punto a la derecha de @), S € [ arriba del eje X,
y 0 la medida del angulo ZRQ.S. Al angulo ZR(Q).S se le llama angulo
de inclinacién de la recta [. Al nimero 6 se le llama la inclinacién
de la recta [ y definimos la pendiente m de la recta [ como la tangente
de 6, es decir m = tan 6.

Y

m=t an (6)

Observemos que si 0 < ¢ < 7, entonces la pendiente es positiva y si
5 < 0 < 7, entonces la pendiente es negativa.

Si [ fuera vertical, el angulo 6 formado con el eje X serfa 7, pero
sabemos que tan§ no estd definido. A continuacién definiremos la
pendiente de una recta vertical y de una recta horizontal.

DEFINICION 2.2. Si [ es una recta horizontal, entonces decimos que
su pendiente y su inclinacién son cero. Si [ es una recta vertical
decimos que su inclinacion es T = 90° y ademéds decimos que tiene

2
pendiente infinita.

Enunciemos nuestro primer teorema del capitulo.
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Teorema 2.1. Dos rectas paralelas en el plano XY tienen pendientes
iguales.

Demostracion. Sean [ y ' dos rectas paralelas en el plano XY. Si
son verticales u horizontales, entonces por definiciéon tienen pendientes
iguales. Supongamos que [ y I’ no son verticales ni horizontales. El
eje X es una secante comun y los angulos de inclinacion de las rectas
[ y " son correspondientes, por lo que tienen la misma medida, y por
definicion las pendientes de [ y I” son iguales. .

DEFINICION 2.3. Si dos rectas [ y [, diferentes y no horizontales se
cortan en un punto ). El angulo entre [; y [y serd el angulo ZPQ.S,
donde P € l; y S € [y son puntos arriba de la horizontal a la que
pertenece (). El angulo entre una recta horizontal y una no horizontal
es el angulo de inclinacién de la recta no horizontal.

Teorema 2.2. Seal una recta no vertical en el plano XY, P; = (z1,y1)
v Py = (z0,y0) dos puntos diferentes en la recta l. La pendiente m de
la recta | esta dada por
Y1 — Yo
m = .
1 — 2o

Demostracion. Si | es horizontal, entonces y; = ¥, por lo que
Y1 — Yo
Ty —To

m=0=

Si | no es horizontal y P, estd arriba de la horizontal a la cual
pertenece Py, tomamos R a la derecha de Fy. Las rectas m y el
eje X son paralelas (o iguales) y cortadas por la secante [ por lo que
el angulo ZRP,P; es correspondiente (o igual) con el dangulo de incli-
nacion de [, es decir £ RPyP; es la inclinacion de [, por lo que

m = tan  RP, P, — 21— Y0
Tr1 — Xo

Ahora, si Py esta arriba de Py, entonces debido a lo anterior tenemos

_ Yo~ W — (Yo — Y1) Y1 — Yo

] = . u
o — 1 —(ZEO — l’l) 1 — 2o

m
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me Y1 -Yo
X1 - Xo

Teorema 2.3. Sea | una recta no vertical con pendiente m, Py =
(x0,Y0) un punto en l y P, = (x1,y;) diferente de Py tal que

Y1 — Yo
m=-—.
X1 — Xo

Entonces P; € .
Demostracion. Como [ no es vertical, entonces no tiene pendiente in-

finita y x; # . Ahora, sea P = (x1,y}) el punto en [ cuya proyeccién
Y1 —Yo

en el eje X es (21,0). Por el teorema 2.2 tenemos que m = o1 —ags PETO
por otra parte m = —;’;gg, de modo que ¥} — yo = y1 — Yo, es decir
Yy = y1, por lo que P, = Pj, luego P; €. -

Observemos que de los dos teoremas anteriores podemos concluir que
existe solo una recta con pendiente m que pasa por un punto dado F.
El teorema siguiente nos da una caracterizacion de la recta por medio
de una férmula.
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Teorema 2.4. La ecuacion de la recta no vertical que pasa por el
punto Py = (xg,yo) y tiene pendiente m esta dada por

Y — Yo = m(z — x0). (1)

Demostracion. Para el caso en que la pendiente m sea cero, la recta
es horizontal y cualquier punto P = (z,y) estd en la recta si y sélo si
Y = Yo, es decir y — yp = 0 = 0(z — xp). Si la pendiente m es diferente
de 0, entonces sea P = (z,y) un punto que satisface la ecuacién (1),
entonces
Y —Yo
T —x
en ambos casos, por el teorema 2.3, P estd en la recta con pendiente
m que pasa por (&g, Yo)-

Ahora, si P = (z,y) estd en la recta, entonces por el teorema 2.2

(z,9) = (xo,0) O mzy_yo, con T # X
T — T

(z,y) = (w0, Yo) 6 m=

y en ambos casos se satisface (1). .

Es bien sabido (teorema 19.2 del capitulo I) que la ecuacién de una
recta vertical que pasa por el punto (zo,yo) €s = xg

Del teorema anterior se deduce directamente la ecuacién de cualquier
recta que no sea vertical dados dos puntos diferentes por los que pasa.
Tal ecuacién esta enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 2.5. La ecuacion de una recta que pasa por los puntos
(x0,Y0) ¥ (1,71), con xy # 1, esta dada por

Y1 — Yo
— . 2
(=) 2)

Y—Y =

Teorema 2.6. Forma general de la ecuacion de la recta. Un
conjunto en el plano es una recta si y sélo si su ecuacion es de la forma

Az + By + C =0, (3)
donde A, B y C son constantes y A # 0 6 B # 0.

Demostracion. Si B = 0, entonces la ecuacién Az + By + C = 0
es equivalente a x = _7? (con A # 0) que es la ecuacién de una recta
vertical. Si B # 0, entonces la ecuacién Ax+ By+C = 0 es equivalente

c —A A

ay—(—%) = F, que es la ecuacién de la recta con pendiente —%

que corta al eje Y en (0, —%).
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Reciprocamente, veamos que dada una recta, su ecuacién es equiva-
lente a una de la forma (3).

Si la recta es vertical su ecuacién es x = xy o equivalentemente
x —xo = 0 que es de la forma (3) al tomar C = —xg, B = 0y
A = 1. Si la recta no es vertical, entonces tiene una ecuacién de la
forma y — yo = m(xz — xp), pero esta ecuacién es equivalente a una de
la forma mz —y — mxy + yo = 0 la cual al tomar A =m, B= -1y
C = —mzxy + yo queda de la forma (3). .

A la ecuacién (3) se le llama ecuacién general de la recta.

Analicemos ahora la relacién entre las pendientes m; y mo de dos
rectas perpendiculares [; y [ que son oblicuas.

Supongamos sin pérdida de generalidad que la inclinacién 65 de 5 es
mayor que la inclinaciéon 6, de [;. Como [y L I, entonces , = 0, + 7,
por lo tanto

me = tanfy = tan (91 + g)

— tan (g - (—91)) — cot(—6))

-1 1
= —cotf = =——,
tan 01 mq
es decir
1
meg = ———
my

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Si m; y mo son las pendientes de dos rectas perpendi-
culares inclinadas, entonces
1

my = ——.
my

Con el teorema anterior se facilitard hallar una férmula para encon-
trar la distancia de un punto Py a una recta [ (conociendo las coorde-
nadas del punto y la ecuacién de la recta). Cuando la recta es vertical
u horizontal, es facil hallar la distancia a un punto dado. Supongamos
que [ es una recta inclinada cuya ecuacion es Ax + By + C = 0y
Py = (x9,y0). La pendiente de la recta [ es —%. Sea [’ la recta per-
pendicular a [ tal que Py € I’. Como [’ es perpendicular a [, entonces

la pendiente de I’ es % Sea @ = (z1,71) el punto donde se intersecan
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[y ', es decir sea () la proyeccién de Py en [. La distancia de Py a @)
es la distancia de Py a [. La ecuacion de I’ estd dada por

B
Y—Yo = Z(I—xo)-

Ahora, (x1, 1) satisface las ecuaciones

B
y—yozz(:v—xo) y Ax + By +C =0,

de donde B
Ari+ B ((xl —Tp) + y0> +C =0,

A
pero
B
Ari+ B (A(xl—xo)—i—yo) +C =0
<
2 BQ
Al’l + Z.Tl — ZQ?O + Byo =-—C
<
(A® + B*)x, = B®ro — ABy, — AC
A ——=4

B2$Q - AByO — AC
A%+ B? '

T =

Anélogamente se tiene que
A%yy — ABxy — BC
h= A2 4 B2
y la distancia entre (zg,yo) v (1,41) es

V(@1 —20)2 + (y1 — 10)?

\/(BZxO—AByO—AC )2 (AQyO—ABxO—BC )2
= —Zo ) * — %

A% + B2 A% + B?

. (—Azl'o - AByO - AC)2 i (—B2y0 - ABI‘O - BC)2
B (A% + B?%)? (A% + B?)?

| A2(Azg + Byy + C)2 + B%(Azo + By, + C)?
- (AQ + 32)2

. \/(Al’o—i-Byo—f-C)Q . |A$0+By0+0|
B A%+ B? - A2y B

por lo que si [ es una recta inclinada con ecuacion Az + By + C' = 0,
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entonces la distancia de Py = (g, yo) a la recta [ es
|Azg + Byo + C|
VA2 + B2

Supongamos ahora que [ es una recta horizontal con ecuacién Ax +
By+C = 0. En este caso A = 0 y la ecuacién de la recta es equivalente

_ . . -C _ |Byo+C| _
ay = 5, por lo que la distancia de (zo, ) ales |5 —yo| = =E =
Azo+Byo+C . . : .

%. Anélogamente si [ es una recta vertical con ecuaciéon Ax +

By+C =0, la distancia de (zo,y0) al es %. Asi pues, hemos

demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Dada una recta en el plano XY con ecuacion Ax + By +
C =0y Py = (zo,v). La distancia de P, a la recta esta dada por

|Azg + Byy + C|
JeL B
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3. La Circunferencia

En esta seccién deduciremos la ecuacion de una circunferencia con
centro en un punto dado @ = (a,b) y radio r > 0.

Sea P un punto en el plano que estd a una distancia r de (a,b),
es decir PQ) = r. De acuerdo a la formula de la distancia entre dos
puntos, la expresién P() = r es equivalente a

Vie—a+ (y—bi=r

la cual a su vez es equivalente a
(x—a)*+ (y—b)* =1

Hemos demostrado el teorema siguiente.

Teorema 3.1. La formula de una circunferencia con centro en el origen
y radio r esta dada por

(x—a)*+ (y—b)* =1’

Y
1 2 3 X
(a, b) r
-1 * — — — — — — — — —
-2
circunferencia con centro en
(a,b)=(2,-1) y radio r=1.5

Observemos que la ecuacién de una circunferencia puede represen-
tarse en diferentes formas equivalentes, a saber,

Vi —aP w7 =

22 —2ax +a®+y* —2by + 0> —1? =0,

2? +y? —2ar —2by +a® + b —1r* =0,
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es decir la ecuacién de la circunferencia puede tomar la forma
2 .2
»+y +Dr+FEy+F =0 (1)

al tomar D = —2a, E = —2by F = a? 4+ b* — r?. Pero una ecuacién

de la forma (1) no siempre representa una circunferencia. Hagamos un
andlisis mas detallado.

> +y*+Drx+Ey+F =0

—

emee (B evene () - () (8) -
(+2) () - (5) +(5) -

que representa una circunferencia con centro en (—g, —5) y radio

D\2 E\2 D\2 EN2 s (D2
\/(5) + (5)? — I solamente cuando (5)*+ (5)° — F > 0. Si (5)° +
(£)2 — F < 0, entonces la ecuacién (1) representa al conjunto vacio
pues es imposible que dos niimeros reales al cuadrado sumen un ntimero
negativo. Si (£)? + (£)? — F = 0, entonces la ecuacién (1) representa
. D _E
al conjunto con un solo punto {(—3%, —5)},' pues para que la suma de
dos nimeros al cuadrado sea cero es necesario que ambos niimeros sean

cero y esto ocurre sélo cuando x = —% vy = —%.
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4. La Parabola

El concepto de parabola tiene aplicaciones en distintas areas del
conocimiento y utilidad en la vida moderna como son la descripcién
de las trayectorias de los proyectiles, las telecomunicaciones, diseno de
ldmparas, radares y puentes.

DEFINICION 4.1. Sea [ una recta y F un punto que no estd en [. La
parabola con directriz [ y foco F es el conjunto de puntos del plano
al cual pertenecen F' y los puntos de [ cuya distancia al foco F' es la
distancia a la recta [.

Ejemplo. Hallar la ecuacion de la parabola cuya directriz es la recta
con ecuacién y = z y el foco es el punto (0,2v/2).

Y
gl \parabola
7
7/
6 e
7
7/
4 .
7/
oF , directriz
2 .7
7
7
7/
7
6 4 2 2 4 6 X

Solucion. La recta y = z en su forma general se puede representar
mediante la ecuacion z —y = 0. Ahora, cualquier punto (z,y) esta en
la parabola si y solo si la distancia de la directriz a (z,y) es la misma
que la distancia de (z,y) al foco (0,2v/2), expresado esto en férmulas
se tiene (debido a las férmulas para la distancia entre dos puntos y
para la distancia entre un punto y una recta) que el punto (z,y) estd
en la parabola si y sélo si

|z — | 9/2
VI (—1)2 F(—1)2 - \/(a: —0)2+ (y —2v2)?,
pero tenemos que

Al f—op+ -2y

121 (—1)

(91?—23/)2 =x2+(y—2\/§)2



II1.4. La Parabola 115

z? — 2xy + o = 222 + 2% — 8V2y + 16

22+ 2zy + y° — 8V2y + 16 = 0.

Es decir, una ecuacién de tal parabola esta dada por

22 + 2zy + y° — 8V2y + 16 = 0.

DEFINICION 4.2. Sea [ la directriz de una pardbola y F su foco. La
recta I’ que es perpendicular a la directriz I’ y pasa por el foco F' se
llama eje de la pardbola. Sea A el punto de interseccién de [ y I y sea
V el punto medio del segmento AF. El punto V por definicién estd
en la parabola y se llama vértice de la parabola, ademas es el punto
de la parabola méas cercano al foco y a la directriz. Si By B’ son dos
puntos diferentes en la pardbola, entonces al segmento BB’ se le llama
cuerda de la pardbola. Cualquier cuerda C'C” que pase por el foco se
llama cuerda focal de la pardbola. La cuerda focal LL’' perpendicular
al eje se llama lado recto. Observemos que la longitud del lado recto
es cuatro veces la distancia del vértice al foco.

Deduzcamos ahora en forma general la ecuaciéon de una parabola
cuya directriz es horizontal y su eje es vertical.

Sea V' = (h,k) el vértice de una pardbola y F' = (h,k + p) su foco,
donde p es un nimero diferente de cero. Observemos que el eje de
la parabola es vertical y su ecuacion es

x = h,
ademas la directriz es horizontal y su ecuacion es
y=~k—p.

Sip > 0, el foco estd arriba de la directriz y si p < 0, el foco esta
abajo de la directriz.

Ahora, la ecuacion de la directriz puede expresarse en la forma
y+(p—Fk) =0

Por definicién de parabola P = (z,y) estd en la parabola si y sélo
si la distancia del foco F' = (h,k + p) a P es igual a la distancia de la
directriz a P. Es decir, P esta en la parabola si y sélo si

Iy+(r\/%2—kr)| =@ =h)?+ (y— (k+p)?
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pero tenemos que

e R T ()

(y+ (p—k)* = (z—h)*+y° = 2y(k +p) + (k+p)°
<
v 4+ 2y(p— k) + (p—k)* = (x — h)* + y* — 2yk — 2yp + k* + 2kp + p?
<
2up — 2yk + p* — 2pk + k* = (v — h)* — 2yk — 2yp + k* + 2kp + p?

—
4yp — dpk = (v — h)?

(z — h)? = 4p(y — k).

Este resultado se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. la ecuacién de una pardbola con vértice V. = (h, k),
foco F' = (h,k + p) y directriz con ecuaciéon y = k — p esta dada por

(@ —h)* = dp(y — k),
donde |4p| es la longitud del lado recto y ademas:
(i) Sip > 0, el foco estd arriba de la directriz.
(ii) Sip <0, el foco estd abajo de la directriz.
Anélogamente se puede demostrar el siguiente teorema dual al ante-

rior.

Teorema 4.2. la ecuacién de una pardbola con vértice V. = (h, k),
foco F' = (h + p, k) y directriz con ecuacién x = h — p esta dada por

(y —k)* = dp(z — h),
donde |4p| es la longitud del lado recto y ademas:
(i) Sip > 0, el foco estd a la derecha de la directriz.

(ii) Sip < 0, el foco estd a la izquierda de la directriz.
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Observemos que la ecuacién de una parabola con eje vertical puede
expresarse en la forma

P+ Drx+Ey+F=0
mientras que la de una parabola con eje horizontal puede expresarse
en la forma

y>+ Dz + Ey+ F = 0.
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5. La Elipse

DEFINICION 5.1. Dados dos puntos F; y Fy en un plano y s una cons-
tante mayor que FiF5. Al conjunto de puntos P en el plano tales que
la distancia de P a F; mas la distancia de P a F5 sea la constante s,
se le llama elipse. A los puntos F} y F; se le llaman focos de la elipse
y al niimero s se le llama constante de la elipse.

ej e nor nal
,—1
I :

R | ej e focal
A3 F'z C FTl Vi

|
|
L2

DEFINICION 5.2. Dada una elipse, a la recta [ que pasa por los focos se
le llama eje focal. Los puntos V; y V5 de la elipse que estan en el eje
focal se llaman vértices de la elipse. Al segmento Vi V5 se le llama eje
mayor. Al punto medio C' de F} F; se le llama centro de la elipse. A
la recta " perpendicular a [ y que pasa por C' se le llama eje normal.
Designemos por A; y As a los puntos donde el eje normal corta a la
elipse. Al segmento A; A, se le llama eje menor. Si B, y B, son dos
puntos diferentes en la elipse, al segmento BB, se le llama cuerda
de la elipse. Una cuerda E;FE, que pasa por el foco se llama cuerda
focal. Una cuerda focal L; L, perpendicular al eje focal se llama lado
recto.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la elipse con focos F} = (—=1,—4) y
Fy = (—4,—2) y cantidad constante 5.

Solucion. Un punto P = (z,y) estd en la elipse si y sélo si
PF, + PF, =5,
es decir
VE— D+ = P+ — P+ (= (<D =5 (1)

pero tenemos que

Ve =02+ - (92 +/ (@ = (4P + (y - (-2)* =5
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VE+1)2+ (y+42+/(r+4)2+(y+2)2=5
VEr P g7 =5 -y P2’ @)
VEr PGP = -V r P22 ©)

T4+1)2+ (y+4)2=25-103/(z + 42 + (y + 2)2+ (z + 4)* + (y + 2)°

—~

!

$2

_l’_

20+ 14y°+8y+16 = 25—104/(z + 4)% + (y + 2)2+(v+4)>+ (y+2)?

!

22 + 22 +y* + 8y + 17

=25—10/(z +4)2 + (y+2)2 + 2 + 8z + 16 + y> + 4y + 4
=

61 — 4y + 28 = 104/ (7 + 4)2 + (y + 2)? (4)

!

|62 — 4y + 28] = 104/(x + 4)2 + (y + 2)2 (5)
=
3627 + 16y* + 784 — 48zy + 3361 — 224y = 100(z + 4)* + 100(y + 2)*
p—
362° —482y+16y> 43360 —224y+784 = 100(x*+82+16)+100(y* +4y+4)

—
6422 + 48y + 841? + 464z + 624y + 1216 = 0

1622 + 12xy + 21y* + 1162 4 156y + 304 = 0, (6)

por lo que la elipse debe satisfacer la ecuacién (6). Para demostrar
que (6) es la ecuacién de la elipse es suficiente ver que (5)==(4) y que
(3)=(2).

Para ver que (5)=>(4) demostremos que es imposible que se cumpla
la ecuacion

62 — 4y + 28 = —104/(z + 4)2 + (y + 2)2. (7)

Tenemos que

62 — 4y + 28 = —104/(z + 4)2 + (y + 2)2
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—

420 +92+8y+17 = 254104/ (z + 4)2 + (y + 2)2+ 2>+ 8 +y* +4y+20

!

2 +2r4+149°+8y+ 16
25+ 104/(z +4)2 + (y +2)2 + 2? + 8x + 16 + y* + 4y + 4

!

T+ 124 (Y +4) =25+ 104/ (z + 42 + (y +2)2 + (v +4)* + (y + 2)?

—~

(+1)*+(y+4)°>=0G++/(z+42+ (y+2)2)?

I 1

V= (D2 + = (9 = V(e = (42 + (y - (-2)2 = 5. (8)

Pero (8) es imposible, puesto que debido a la desigualdad del tridngulo

Vi@ = (D) + (y = (—9)* = V(2 = (-4))? + (y — (-2))?
<A/(—1—(=4))2+ (=4 —(-2))2 =V9+4 =113 < 4,

por lo tanto (5)==(4).

De manera anéloga a como se demostrd la imposibilidad de (8) se
demuestra la imposibilidad de la ecuacion

VE+1)2+ (y+4)2=-5++/(z +4)2 + (y + 2)2
y tal imposibilidad nos lleva a que (3) = (2); por lo tanto (6) es la

ecuacién de la elipse, es decir el punto P = (z,y) esta en la elipse si y
sélo si satisface (6).

Establezcamos ahora férmulas de la elipse para los casos particulares
en que los ejes sean paralelos a los ejes de coordenadas.

Veamos el caso en que la elipse tiene eje mayor horizontal. Sean
C = (h,k) el centro de la elipse; Fy = (h— ¢, k), Fo = (h + ¢, k) los
focos, con ¢ > 0; Vi = (h—a, k), Vo = (h+a, k) los vértices, con a > c.

Observemos que la constante de la elipse es 2a, de modo que un
punto P = (z,y) estd en la elipse si y sélo si

F1P+F2P=2a,

es decir

V= =P+ =R+ V= (et P + =k = 20,

pero tenemos que
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V@— (=) + (g — kP + /e~ (h+ ) + (y— k)? = 2a
V== + (- kP =20~z (h+ P+ {y—R2 (9)

—

VE—=(h—0)2+y—k)?=2a—+/(z—(h+))*+y—k? (10)

<

(z—(h=0)* + (y— k)’

=4a® —dar/(x — (h+ )2+ (y— k) + (z — (h+ ¢))* + (y — k)?

2® —2x(h —¢) + (h—c)?
=4a? —dar/(x — (h+ )2+ (y — k)2 + 22 —2z(h + ¢)) + (h + ¢)?

—
4ac — 4hc — 4a* = —4a\/(x —(h+0)2+ (y—k)?
—

a* —c(x —h) =ar/(x — (h+¢)>+ (y — k)? (11)

!

(a® —c(z —h)* = a*(((w = h) —0)* + (y — k)*) (12)
a* —2a’c(x — h) + *(x — h)* = a®*((x — h)* = 2(x — h)c + A + (y — k)?)

—
at + Az — h)? =a*(x — h)* + P + a*(y — k)*

(a®> — &) (z — h)? +d*(y — k)* = a* — a*c. (13)
Ahora, los extremos del lado menor son de la forma A; = (h,k +b) y

Ay = (h,k —b) con b > 0, pero F1A; = a, de donde, por el teorema de
Pitdgoras, tenemos que b? = a? — ¢* y tenemos que la ecuacién (13) es
equivalente a

b (z — h)?* + a*(y — k)* = a®b?,
es decir, la ecuacion (13) equivale a

(= n? - b?
a? b2

Para ver que (14) es la ecuacion de la elipse hay que demostrar que

cualquier punto (x,y) que satisface (13) debe estar en la elipse. Ahora,
la ecuacién (13) conduce a que (:”;72}02 < 1,dedonde —a <z —h < aq,
pero como a > ¢, tenemos que c¢(x — h) < a?, es decir a®> —c(x —h) > 0,

de donde se puede ver que (12) = (11).

1. (14)
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Veamos ahora que (10) = (9). Para demostrar que (10) = (9) es
suficiente con demostrar la imposibilidad de la ecuacién

V= =P+ (y— kP = 20—/ w= (b4 P+ (s~ kP’

la cual es equivalente a la ecuacién

Va—h+e))2+y—k2—+/(z—(h—c)+ (y—k)? = 2,
pero por la desigualdad del tridngulo +/(z — (h +¢))? + (y — k)% —
V(@ —=(h—¢))2+ (y—k)? < 2c < 2a, por lo que (14) es la ecuacién
de la elipse con centro en (h, k), focos (h — ¢, k) vy (h + ¢, k), vértices
(h—a,k)y (h+a,k). Observemos que los extremos de los lados rectos
son (h—i—c,k—k%), (h—i—c,k—%), (h—c,k—k%) y (h—c,k—%),yla
longitud de cada lado recto es 2%.

Resumamos los andlisis anteriores en forma del siguiente teorema.

Teorema 5.1. La ecuacién de una elipse con centro en (h, k), vértices
en (h+a,k) y (h—a,k), y extremos del eje menor (h,k+b) y (h,k—0b)
es de la forma

(x—h)?  (y—k)?
Pr N PR L

donde los focos son (h—c, k) y (h+ ¢, k) con ¢* = a*> — b*, la constante

de la elipse es 2a, a > b > 0 y la longitud de cada lado recto es 2%.

Anélogamente se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.2. La ecuacion de una elipse con centro en (h, k), vértices
en (h,k+a)y (h,k—a), y extremos del eje menor (h+b,k) y (h—0b, k)
es de la forma
(x=h)?  (y—k)
PRI L
donde los focos son (h,k —c) y (h,k+c) con ¢

2 = g% —b?, la constante

de la elipse es 2a, a > b > 0 y la longitud de cada lado recto es 2%.

Ejemplo 2. Dada la ecuacién de la elipse

_22 2
@=2 =)
9 25

hallar los vértices, centro, focos, extremos del eje menor y utilizar lo
anterior para trazar la grafica de la elipse.
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Solucion. Observemos que la ecuacion de la elipse es

(-2 (- (=1))
A

por lo que la elipse tiene su centro en (h,k) = (2,—1), como 5 > 3,
entonces el eje mayor es vertical, 2-5 = 10 es la constante de la elipse,
asi los vértices de la elipse son (2, —1+5) y (2,—1 —5), es decir (2,4)
y (2, —6). Los extremos del eje menor son (2 +3,—1) y (2—3,—1), es
decir (5,—1) y (—1,—1). Los focos son (2,—1+¢) y (2,—1 —¢) donde
c? = a® — b2, es decir ¢ = Va2 — b2 = /25 — 9 = 4 por lo que los focos
son (2,3) y (2, —5). Tracemos ahora la gréfica de la elipse.

Ejemplo 3. Trazar la grafica y hallar la ecuacién de la elipse con focos
en (3,5) y (1,5), y longitud de lado recto 1.

Solucion. El centro (h, k) de la elipse es (2,5) y el valor de ¢ es 1 pues
(2+1,5) =(3,5) y (2—1,5) = (1,5), ademas el eje focal es horizontal.
La longitud del lado recto es 2% =1, perob? =a®>—c*=a>—-1, de

2_ v /7 p—
donde QaTl = 1, asi 202 —q— 2 = 0, luego a = 1+4\/17 6a =1 4\/17’
pero como a > 0, entonces a = ”T\/ﬁ ~ 1.28. Ahora b? = 5 = Lg 7,

de donde la ecuacién de la elipse es

16(x — 2)? N 8(y —5)° _ .
(L+V17)2 1 +/17

Tenemos pues que el centro de la elipse es el punto (2, 5), los vértices

son los puntos (2+1+$m, 5)y (2—”#@, 5), v los extremos del eje menor

son (2, D+ 4/ 1+%ﬁ> y (2, 5 —A/ “g;/ﬁ) , pudiendo asi con estos datos

trazar su grafica.
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5 Vol e ] e Vi

Observemos que toda elipse con eje focal horizontal o vertical puede
representarse en la forma

A + Cy* + Dz + Ey+ F = 0,
con A,C > 0. La ecuacién anterior puede ser la de una circunferencia

siA=2C.

Ejemplo 4. Hallar el centro, focos, vértices, longitud de lados rectos y
extremos del eje menor, y trazar la grafica de la elipse cuya ecuacién
es

8122 + 49y> — 361 + 42y — 3956 = 0.

Solucion. Agrupemos términos que contengan a x y y y completemos
el cuadrado para obtener

(812% — 36z + 4) + (49y° + 42y + 9) — 3956 = 4 + 9

lo que equivale a

(92 —2)* + (Ty + 3)* = 3969

o bien
(x —2/9°  (y+3/7)?
3969 + 3969 =1,
81 19
es decir
) 2 2
(=29  w+37* |

49 81
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El centro de la elipse es C' = (2/9,-3/7),a =9,b=7,c = /81 — 49 =

V32 = 44/2 ~ 5.66 y la longitud de los lados rectos es 2% = 2(459) = %.

De esto podemos concluir que los focos son F; = (%, —% +4V2) y

Fy = (2,-2-4/2), los vértices son V; = (2, =2+49) y Vo = (2, -2 -9),
es decir V; = (3,2) y Vo = (3,—%), los extremos del eje menor son
(2+7,-2)y (3-7,-2), es decir (£, -2) y (=%, —2). Tracemos ahora

la elipse con estos datos obtenidos.
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6. La Hipérbola

DEFINICION 6.1. Una hipérbola es un conjunto de puntos en el plano
tales que el valor absoluto de la diferencia de las distancias a dos pun-
tos fijos diferentes llamados focos, es siempre igual a una constante
positiva menor que la distancia entre los focos; a tal constante positiva
se le llama constante de la hipérbola.

DEFINICION 6.2. Sean F; y F5 los focos de una hipérbola. El centro
C de la hipérbola es el punto medio del segmento F}F5. A la recta
[ = m que pasa por los focos se le llama eje focal de la hipérbola.
Los puntos V; y V5 de interseccién del eje focal con la hipérbola se le
llaman vértices.

Ejercicio 6.1. Demostrar que una hipérbola solamente tiene dos vértices.

DEFINICION 6.3. A la recta !’ perpendicular al eje focal [ y que pasa
por el centro C' se le llama eje normal. Al segmento ViV, cuyos
extremos son los vértices se le llama eje transverso. Cualquier seg-
mento BB’ cuyos extremos pertenecen a la hipérbola se llama cuerda
de la hipérbola. Una cuerda EE' que pasa por uno de los focos se
llama cuerda focal. Una cuerda focal LL' perpendicular al eje focal
se llama lado recto. En esta seccion a la distancia del centro a uno
de los focos se le denotara por ¢ y a la distancia del centro a uno de los
vértices se le denotard por a, de modo que ¢ > a. Observemos que 2a
es la constante de la hipérbola.

ejle nor mal
L'/
[
|
~ | H
. % f ej e focal
|
L\l
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Calculemos ahora la longitud de cualquier lado recto de la hipérbola.
Sea b = v/c? —a?, F} un foco, L uno de los extremos del lado recto
que pasa por F} yv d = FiL. Tenemos que el tridngulo AF>F| L es
rectangulo, donde Fj es el vértice del dangulo recto, por lo cual

(FLFy)? + (F\L)? = (FyL)?,
es decir
(2¢)* + &* = (FRL)?,

pero por definicién de hipérbola tenemos que 2a = F5L — d, por lo que

(2¢)* + d* = (2a + d)?,

desarrollando tenemos

4¢® + d* = 4a® + 4ad + &,

. 2_ 2 . 2 ,
luego 2 — a? = ad, es decir d = <=2 o bien d = £. Anslogamente
) a a

se puede ver que la distancia de F; al otro extremo del lado recto es
también %, por lo que d es la mitad de la longitud del lado recto, de

2

modo que la longitud del lado recto es 2%.

Determinemos ahora una ecuacién de la hipérbola cuando sus ejes
sean paralelos o perpendiculares a los ejes de coordenadas.

Supongamos que una hipérbola tiene eje focal horizontal con centro
en C' = (h,k). Los vértices deben ser de la forma Vi = (h + a,k) y
Vo = (h—a, k), ylos focos de la forma F} = (h+c¢, k) y Fy = (h—c, k),
con ¢ > a, donde 2a es la constante de la hipérbola. Todo punto
P = (x,y) del plano esta en la hipérbola si y sélo si

|PF1 — PF2| = 20,7 (1)

pero se tiene que

|PF1-PF2|=2&

V= () + (y— k2 = /(o — (h— )2+ (y— F)? | = 2a
Ve —(h+0)?+y—k)?2 =/ (e —(h—0c)?+ (y—k)? =2a
o bien

Ve —(h+ )+ (y—k)? = /(&= (h =)+ (y — k) = —2a
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—

V= B+ 9P+ (= k7 =20+ /e = (= )P + (s~ F?

o bien

V= (h=) + (y—k)* =2a++/(z = (h+ )+ (y — k)?

—

(x—h)?=2(x—h)c+ A+ (y—k)* = 4a* +4ar/((x — h) + )2 + (y — k)2
+(z—h)2+2(x—h)c+ A+ (y—k)

o bien

(z—h)2+2(x—h)ct+ A+ (y—k)* = 4a* +4ar/((x — h) — )2 + (y — k)2
+(z—h)?—=2(x—h)c+ P+ (y—k)?

—
4|z — hlc = 4a(a + \/(C — |z —=h|)*+ (y — k)?)
—
M_az\/02—2|x—h|c+($—h)2+(y_k)2
a
—
—h22
(ICLQ)C_2|x—h|c+a2:02—2|Ilf—k|c+($_h)2+(y_k)2
conw—azo
— 5
(%_ag)c_(=”U—h)2—(y—/7<f)2ZCQ—@2
conwza
— 22 2
z—h)?(c—a
( )(2 )_(y—k‘)2262—a2
a
con(mg#z%j
— 9,9
(x —h)%b
a2 —(y—k)* ="
con(w%)zzg
— 2 2
(x—h)* (y—k)
- =1 (2)
Con(t#z%;-
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Ahora, como ¢ > a, tenemos que la ecuacién (2) implica que (27;7?)2 >
‘i—j, de tal manera que (1) es equivalente a (2), es decir (2) es la ecuacién
de la hipérbola, estableciendo asi el siguiente teorema.

Teorema 6.1. En el plano XY la ecuacién de una hipérbola con
centro en C = (h, k), focos Fy = (h + ¢, k) y F5 = (h — ¢, k), vértices
Vi=(h+a,k)yVa=(h—a,k), estd dada por

@-h - _
a? b2 -

donde b? = ¢* — a® y la longitud de cada lado recto es 2%.

Anélogamente se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 6.2. FEn el plano XY la ecuacion de una hipérbola con
centro en C = (h, k), focos Fy = (h,k +c¢) y Fy = (h,k — c), vértices
Vi=(h,k+a)yVa=(hk—a), estd dada por

(y—k)? (z—h)

a? b2

donde b* = ¢* — a? y la longitud de cada lado recto es 2%.

Observemos que cualquier hipérbola con eje focal vertical u horizon-
tal tiene una ecuacién de la forma

Az + Cy? + Dz + Ey+ F =0,

donde AB < 0.

Definamos ahora lo que son las asintotas de una hipérbola.

DEFINICION 6.4. Sea 2a la constante de una hipérbola, es decir la
distancia entre los vértices y 2c¢ la distancia entre los focos, tomemos b
el nimero positivo tal que b*> = ¢ — a%. Sean A y A’ dos puntos dife-
rentes en el eje normal tales que el centro C' de la hipérbola es el punto
medio del segmento AA’ y AA’ = 2b. Al segmento AA’ se le llama eje
conjugado de la hipérbola. Dado un vértice V;, sea G el punto en el
cual se interseca la recta perpendicular al eje focal que pasa por V; y la
perpendicular al eje conjugado que pasa por A. Andlogamente sea G’
el punto en el cual se interseca la perpendicular al eje focal que pasa
Iﬂ)vl y la perpendicular al eje focal que pasa por A’. las rectas oG y

CG’ se llaman asintotas de la hipérbola.
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Podemos observar que toda hipérbola tiene dos asintotas y que la
definicion no depende de la eleccion del vértice. Las asintotas tienen
propiedades importantes que nos ayudan en el trazo de la hipérbola,
por ejemplo un punto de la hipérbola, entre mas alejado esté del centro
mas cercano esta de alguna de las asintotas, pero la hipérbola nunca
interseca a una asintota aunque puede estar tan cercano como se desee

de ella.

Ejemplo 1. Hallar el centro, focos, vértices, asintotas y trazar la gréafica
de la hipérbola cuya ecuacién es

(£-1° (y+2?

1.
4 9
Solucion. De acuerdo al teorema 6.1, el centro de la hipérbola es el
punto (1,—2), el eje focal es la recta con ecuacién y = —2, los vértices

son Vp = (1-2,-2)=(-1,-2)y Vo = (1 +2,-2) = (3,-2), los focos
son Fi = (1—-4/4+9,-2)=(1-v13,-2)y F, = (1+/4+9,-2) =
(14+/13,—2), los extremos de los lados rectos son (1 —+/13, =2+ %) =
(1-VI33), (1— V13, -2~ 3) = (1 VI3, 2), (1+ VI3, 2+ ) =
(1++13,9) y (1++13,-2—2) = (1 + V13,—12), las asintotas son
las rectas con ecuaciones y = 2(x — 1) =2y y = —3(z — 1) — 2. Con
estos datos podemos hacer un buen trazo de la hipérbola.

Y
\ /
\ 3+ /
N2k /
Nl /
\ L/

4 -2 11 Z 4
Fy Ne% Fy
[ ] V]_ /.\ V2 [ )

-3 N\

e \

/5| \

/ \
;8 \
A \

/ -8+ \

Ejemplo 2. De manera similar al ejemplo 1, trazaremos a continuacion
la grafica de la hipérbola cuya ecuacion es

(y+2)? (z—-1)

= 1.
9 4
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Observemos primero que tal hipérbola tiene la misma asintota y el
mismo centro, aunque los vértices son los puntos (1,—5) y (1,1), y los

focos son los puntos (1, -2 —/13) y (1, -2+ +/13).

Y
/
\
N /
\ 6 4
\ //
\
\ //
\
N 4 /
N /
\ //
\
\ F 4
2 2 ,
\ [ ]
\ //
\\ V2 /
4 -2 1 s X
\
N
N
-2t «C
[N
\
4 \
\
-4 N
/
/ Vl \\
/
\
Vi [ ]
;<6 F1 \\
/ \
4 \
/ \
/
/ -8 \\
/
/ \\
/
\
/ -10 \
/ \
/ \
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7. Transformaciones Rigidas en el Plano

Una transformacién en el plano R? es cualquier funcién F' : R? —
R2. En esta seccién estudiaremos transformaciones rigidas que también
son llamadas congruencias o isometrias. Estudiaremos principalmente
3 tipos de transformaciones rigidas: las traslaciones, las rotaciones y
las reflexiones. El estudiar las transformaciones rigidas tiene su impor-
tancia debido a que para cualesquiera dos figuras o cuerpos que sean
congruentes, se tiene que una es la imagen bajo una transformacion
rigida de la otra, y viceversa, la imagen de una figura geométrica bajo
una transformacién rigida es congruente con la figura geométrica. En
especial son de interés las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones
debido a que cualquier transformacién rigida se puede expresar como
composicion de éstas. Veremos en la seccién siguiente lo importante
de estas transformaciones al estudiar la ecuacién general de segundo
grado.

DEFINICION 7.1. Una traslacidén es una funcién de la forma

Tty : R*— R* . Esdecir, si (z/,y") = T{nx) (o, Yo), entonces
(@) (z+h,y+k)

¥=x0+h y Y=y +k.
Por ejemplo, si P = (z,y), entonces T(_21y(P) = T(_21)(z,y) =

(x—=2,y+1), T(_21)(4,5) = (4—2,5+1) = (2,6). Cualquier traslacién
Tinky al evaluarla en un punto P recorre al punto i unidades a la
derecha y k unidades arriba. Por ejemplo la traslacion T(7 4 envia a la
circunferencia con centro en el origen y radio 2 a la circunferencia con
centro en el (7,4) y radio 2. La misma traslacién envia a la recta con

pendiente 1 y que pasa por (—4,0) a la recta con pendiente 1 que pasa
por (3,4).

Si (2',9') es la traslacién iy ) del punto (o, yo), entonces rg = 2'—h
v yo =y — k, por lo que si (xg,yo) satisface la ecuaciéon 2% + y? = 4,
entonces (z',y') satisface la ecuacién (z—h)?+ (y—k)? = 4. En general
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Un punto (xo, yo) satisface una formula

TRy

si y s6lo si (x1,y1) = Tink (%o, Yo) satisface la formula
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(z —h)R(y — k).

En el teorema anterior R es una relacion y xRy representa una
férmula que relaciona x y y, es decir x Ry es una proposicion que dice
algo de (z,y). Asi, decimos que (zg, o) satisface xRy cuando xRy
es verdadera.

Demostracion del teorema 7.1. Si (x1,11) = Tinw (%o, y0), entonces
(x1,11) = (xo + h,yo + k) por lo que g = 21 — hy yo = y1 — k, de
modo que

roRyy <= (v1 — h)R(y1 — k). .

Ejemplo 1. La traslacion T3 1y transforma la hipérbola con ecuacion
22 _ ¥ — 1 en la hipérbola con ecuacién (1553)2 - (y_(9_1))2 = 1, es decir

259
-y -/ —3)? 1)?
en la hipérbola con ecuacion % — % = 1.

Ejemplo 2. La traslacion T(4 ) transforma la elipse con ecuacién (z—2)?
+5(y + 1)2 = 1 en la elipse con ecuacién (z — 6)? + 5(y — 1)% = 1.

Ejemplo 3. La traslacién T _ 13) transforma la parabola con ecuacion
2? + 2z — 8y + 5 = 0 en la pardbola con ecuacién (z + 3)?
+2(z+3)—8(y—3)+5=0.

El conjunto de puntos {(z,y)|y > 2® + 1} se transforma mediante T(3 5
en el conjunto {(z,y)|ly —3 = (z —3)? + 1} = {(z,y)|y = (z — 3)* + 4}.

Teorema 7.2. Las traslaciones preservan distancias, es decir si
Ty : R? — R? es una traslacién, entonces

d(Tiap)(Po), Tapy (Fy)) = d(Po, Fp).

Demostracion. Sean Py = (xg,y0), vy P} = (xf, y4) puntos del plano.

d(T(a,b)(Po), T(a,b) (Pé)) = d((!Eo +a,yo + b), ([E6 + a, y6 + b))

= /(w0 +a) = (wf + a))* + ((yo +b) — (v + 0))?

= /(o — x)? + (yo — o) = d(Po, Fy). -

DEFINICION 7.2. Sea f € R. Una rotacién 6 (con respecto al origen) es
una transformaciéon Gy : R> — R? que a cada punto Py # O lo envia
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al punto P, # O tal que al dangulo dirigido 2P00P1 le corresponde el
valor 6, OP, = OFy y ademés Gy(O) = O.

Si Py = (z0,y0) y r = OPFy, entonces r = 4/23 + y3. Si R es un punto
a la derecha del origen O y « es la medida del angulo dirigido (ZROPO,

entonces g = rcosa y yo = rsena de modo que x; = rcos(a + 6) y
y1 = rsen(a + 6), pero

cos(a + ) = cosacos ) — sen « sen 0

y
sen(a + 0) = sen acos @ + cos v sen 6,

de donde

x1 =r(cosacosf —sena senf) = xycosf — yo send

y (1)
y1 = r(senacos + cosa senf) = ygcos + xo send.

Por ejemplo, el punto (5, —1) al aplicarle una rotacién de 30° se trans-

forma en el punto (5cos30° — (—1)sen30°,—1cos30° + 5sen30°) =
(5.£ ;_£+5_1):(5\/§+1 54/3)
2 2 2 2 /-

27 2

9

Si al punto (—5,—2) le aplicamos una rotacién de —90°, se trans-
forma en el punto (—5cos(—90°) — (—2) sen(—90°), —2 cos(—90°) +
(—5) sen(—90°)) = (—2,5).

Teorema 7.3. Un punto (xg,yo) satisface una férmula
xRy

si y solo si el punto (x1,y1) = Gg(xo, yo) satisface la formula

(xcos® +y senf)R(ycost — x senb).

Demostracion. De las férmulas (1) tenemos que si (x1,y1) = Go(0o, Yo),
entonces x1 = xgcosf—1yp senfy y; = yo cos 8+ xysen . Pero observe-
mos que (z1,y;) es el resultado de una rotacién 6 del punto (zo,yo) si
y sélo si (zg,yo) es el resultado de una rotacion —6 de (xy, ), por lo
que

xg = 1 cos(—0) — yy sen(—0) = x1cosf + yysenf vy

Yo = Y1 cos(—0) + 1 sen(—0) = y; cos — z1 sen b,

por lo que zoRyy <= (x1 cos + y; sen ) R(y; cos — xq send). .
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Teorema 7.4. Las rotaciones preservan distancias. Es decir

d(Ge(P), Go(P")) = d(P, P").

Demostracion. Sean Py = (xo,y0), Py = (20,v), Go(Py) = P =
(x1,y1), Go(Fy) = P{ = (24,9}) y h la distancia entre Py y Fj. Por el
teorema 7.3 tenemos que

h = d((z1cos8 + y; sen b, y; cos§ — xq1senb), (xy, yp))-

Aplicando de nuevo el teorema 7.3 tenemos que h = d((x;cosf +
y1send, y; cos—xq send), (x cos @ +yj send, y; cos § —a send)), ahora
d((z1 cos@ + yysend,y; cosf — xysend), () cosd + y)send, y) cosd —
zisenf)) = ((w1cosf + yrsend — af cosf — yisend)? + (y; cos —
zysenf — yicosf + 2isen )2 = ((z; — 2))* + (1 — ¥})?)V? =
d(Go(1,91), Go(21,11))- -

DEFINICION 7.3. A la transformacién F' que a cada punto (z,y) le
asigna el punto (z, —y) se le llama reflexién en el eje de las abscisas
(el eje X). Veamos que las reflexiones en el eje de las abscisas preservan
longitudes.

Teorema 7.5. Sean Py = (z9,v0) y P = (71,%1) puntos del plano R?.
d(Py, P1) = d(F(PR), F(P)).

Demostracion. Tenemos que d(F(Py), F(P1)) = d((xo, —Yy0), (1, —y1))
= V@o—21)? + ((=p) = (=91))? = /(2o —21)>+ (o —)* =

d(Py, P1), lo cual demuestra el teorema. .

Sea o = R? una recta que no es horizontal, corta al eje de las abscisas
en un punto (zo,0) y tiene una inclinacién #. A la transformacién
Ro = Tzg00Goo F oG _goT_g 0 se llama reflexion en la recta a.

Si « es una recta horizontal y corta al eje de las ordenadas en el
punto (0,%o), diremos que la tranformacién Tig ) o F o Tig,_y,) €s una
reflexion en la recta a.

DEFINICION 7.4. Una transformacién rigida en el plano es una
transformacién que se puede expresar como una o varias composiciones
de traslaciones, rotaciones y reflexiones.

Una consecuencia directa de los teoremas 7.2, 7.4, 7.5 y de las defini-
ciones de reflexién y transformacién rigida es el teorema siguiente.
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Teorema 7.6. Las transformaciones rigidas preservan distancias.

Teorema 7.7. Sea NABC — R? un tridngulo. Existe una transfor-
macion rigida H y un triangulo AOPQ tal que O = (0,0), P estd en el
eje de las abscisas y a la derecha del eje de las ordenadas, () esta arriba

del eje de las abscisas y ademds H(O) = A, H(P) =B y H(Q) = C.

Demostracién. Sea 0 la inclinacién de la recta AB, P = (x,0) con
x = AB y @ sobre el eje de las abscisas tal que ZPOQ =~ /BAC' y
0@ = AC. Observemos que la traslacién T4 envia O al punto A y las
transformaciones T4 0 Gy y T'4 0 Gy transforman el eje de las abscisas
en la recta 71?3), de tal manera que (T40Gy(O) = Ay TxoGg,(0O) = A)
v (T4 0o Gy(P) = B 6 TaoGyyn(P) = B). De las transformaciones
TroGyy ThoGyyr llamémosle H' a la que envia el punto P al punto B.
Observemos ademas que H'oF' también transforma el eje de las abscisas
en la recta ﬁ, de tal manera que H o F(O) = Ay H' o F(P) = B.
Ahora, si H'(Q) = C, tomamos H = H’, si no, entonces (por LLL,
construccién de angulos, localizcién de puntos y el teorema 7.6) al
definir H := H' o I’ tenemos que H(Q) = C. .

Corolario 7.7.1. Sean AABC, ADEF < R? dos tridngulos tales
que ABC' =~ DEF. Existe una transformacion rigida K del plano
R? tal que K[ANABC| = ADEF y mds especificamente K(A) = D,
K(B)=FE yK(C)=F.

Demostracion. Tomemos H y AOPQ como el dado en el teorema 7.7.
Por el teorema 7.7 existe una transformacién rigida S tal que S(O) =
D, S(P) = Ey S(Q) = F. Observando que H ! es también una
transformacién rigida tenemos que K = S o H~! es la transformacién
rigida deseada. ]
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8. La Ecuacion General de Segundo Grado

DEFINICION 8.1. Una expresién de la forma
Az® + Bry + Cy* + Dz + By + F = 0, (1)

donde x e y son variables y A, B, C, D, E'y F son constantes, se llama
ecuacion general de segundo grado para las variables x e y.

Sean

x' =xcosf+y senf

y (2)
y =ycosf —x senb,

es decir sea (2/,y') la rotacién —6 del punto (x,y). Podemos ver que
(2) es equivalente a

x =12"cosf —y senf

y=1y"cosf + x' send.

Tenemos la siguiente serie de equivalencias
Az’ + Bry+Cy* + Dx+ Ey+ F =0
—

A(z' cos — y'sen0)? + B(a' cos — ' sen 0)(y cos 6 + z’ sen §)
+C(y' cos O + 2’ sen0)? + D(z' cos — y sen6)

+E(y cosf + 2'senf) + F =0
=

(A(cos0)? + BcosfOsenf + C(sen§)?)z'
+(A(sen 0)* — B cosfsenf + C(cos 0)?)y"
+(2(C — A) cosOsen d + B((cos6)? — (sen6)?))z"y’

+(Dcosf + Esenf)x’ + (Ecosd — Dsenf)y + F =0
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(A(cos0)? + Bcosfsenf + C(sen 0)*)z"
+(A(sen6)? — B cosfsenf + C(cos6)?)y
+(Bcos26 — (A — C)sen20)z'y

+(Dcosl + Esenf)z’ + (Ecosf — Dsenf)y + F =0,
por lo tanto, al definir

A’ := A(cos0)* + BcosfOsenf + C(sen )
B':= Bcos20 — (A — C)sen26,

C'":= A(sen6)? — Bcosfsen + C(cos)?,
D' := Dcosf + Esenf,

E’":= Ecost — Dsenf y

F'=F

el punto (x,y) satisface la ecuacién (1) si y sélo si el punto (2,y)
satisface la ecuacién

A + B'a'y' + C'y? + D'a’ + E'y + F' = 0. (3)

Observemos que si en la ecuacién (3) se cumple que B’ = 0, entonces
con la herramienta que tenemos hasta el momento y conociendo los
valores de las demas constantes, podemos deducir qué tipo de figura
es la grafica de la ecuacién. Por ejemplo, en el caso en que alguna
de las constantes A’ 6 C sea 0, es decir cuando B — 4A'C' = 0,
tenemos que (3) es la ecuacién de una pardbola, una recta, dos rectas
paralelas o bien el conjunto vacio. Si A’ y C” son ambas positivas o
ambas negativas, es decir si B> —4A'C’ < 0, entonces (3) puede ser la
ecuacion de una elipse, una circunferencia como caso particular de la
elipse, un conjunto con un solo punto o el conjunto vacio. Si A’B’ > 0,
es decir si B” —4A'C" > 0, entonces (3) representa la ecuacién de una
hipérbola o bien la ecuaciéon de dos rectas que se cortan en un solo
punto.

Para trazar la gréfica de (1) podemos realizar la transformacién dada
por (2) y encontrar un valor de 6 que haga que B’ = 0. Una vez
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encontrado tal valor de 6, se traza la gréafica de (3), y la gréfica de (1)
seréd la de (3) pero con una rotacién 6.

Encontremos un valor de # que haga que B’ = 0, es decir un valor
de 0 tal que Bcos20 — (A — C)sen26 = 0. Si B = 0, es suficiente con
tomar 6 = 0, es decir no hacer rotacion. Si B # 0 pero A = C, entonces
0 debe ser tal que Bcos26 = 0, es decir debe ser tal que cos260 = 0,

con lo que es suficiente con tomar § = 45°. Si B # 0y A # C, entonces

es necesario y suficiente que % = tan 26, con lo que es suficiente con

1 B
tomar 6 = 3 arctan(4~5).

Tenemos que independientemente del valor de 6

B” —4A'C’

= (Bcos20 — (A — C)sen 26)?

— 4(A(cos0)* + Bcosfsend + C(sen 0)?)

(A(sen #)? — B cosfsend + C(cos 6)?)

= B?((cos 20)? 4 4(cos O sen 6)?)

+ AB(—2cos 20 sen 20 + 4(cos 0)? cos @ sen § — 4(sen §)* cos O sen 0)
+ BC/(2 cos 20 sen 20 — 4(cos 6)? cos § sen 6 + 4(sen 0)? cos f sen 6)
+ A%((sen 20)* — 4(cos 0)*(sen 0)®) + C*((sen 20)* — 4(cos 0)*(sen 6)?)
+ AC(—2(sen 260)? — 4((cos 0)* 4 (sen 6)*))

= B*((cos 26)* + (sen 20)?)

— AB(2cos 20 sen 260 — 4((cos §)* — (sen #)?) cos @ sen )

+ BCO(2 cos 20 sen 20 — 4((cos 0)? — (sen 6)?) cos f sen 0)

+ A%((sen20)* — (sen 20)?) + C*((sen 260)* — (sen 26)?)
—4AC(2(cos O sen 0)* + (cos0)* + (send)*)

= B? — AB(2cos 20 sen 26 — 2 cos 26 sen 260)

+ BC(2 cos 26 sen 26 — 2 cos 20 sen 26)

—4AC((cos0)? + (sen6)?)* = B*> — 4AC.

DEFINICION 8.2. En la ecuacién general de segundo grado (1) a la
cantidad B? — 4AC se le llama indicador.

DEFINICION 8.3. Cuando el indicador de (1) es negativo decimos que la
ecuacion es del género elipse. Cuando el indicador es cero decimos que
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la ecuacion es del género parabola. Cuando el indicador es positivo
decimos que la ecuacion es del género hipérbola.

Cuando una ecuacién general de segundo grado es del género elipse,
la grafica es una elipse, un conjunto con un solo punto o bien el conjunto
vacio. Cuando la ecuacion es del género parabola, la grafica es la de
una parabola, una recta, dos rectas paralelas, el conjunto vacio o bien
R2. Cuando la ecuacién es del género hipérbola, la grafica es la de una
hipérbola o bien dos rectas que se cortan en un solo punto.

Resumamos los resultados de esta seccion en el siguiente teorema.
Teorema 8.1. Sea K la grafica de una ecuacion general de segundo
grado de la forma

Az®> + Bry+Cy?* + Dx+ Ey+ F =0
en la que B # 0 y sea K' = G, '[K] la imagen inversa de K bajo una
rotacion 6.
(a) EI conjunto K' es la gréfica de una ecuacion de la forma
A+ Baoy+C'y?+D'x+ Ey+ F =0,
donde B? — 4AC = B — 4A'C".
(b) Si A= C y 60 =45°, entonces B' = 0.

(c) Si A+ C y0 = 1arctan(2), entonces B' = 0.
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9. El Plano Complejo

Para determinar el conjunto de los nimeros complejos aceptaremos
el siguiente axioma.

Axioma de ntimeros complejos. Existe un conjunto C (llamado
conjunto de nimeros complejos) en el cual estdn definidas dos
operaciones + y - (suma y producto o multiplicacién respectiva-
mente) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Rc C.

2. Si z,w € R, entonces z+w = z + w y z2w = z - w. (En adelante
para z,w € C escribiremos z + w en lugar de z+w y 2z - w en lugar
de z*w 6 zw en lugar de z*w.)

3. Existe unie C tal queii = —1. (Al ntmero i se le llama unidad
imaginaria. Observemos que i ¢ R.)

4. Si z € C, existen dos niimeros reales a,b € R tales que z = a + bi.
(El orden de prioridad en la realizacién de las operaciones serd el
mismo que el de la suma y multiplicacién en R.)

5. Sia,b,c,de Rya+bi=c+di, entoncesa =cyb=d.
6.0=0+0iei=0+1i=0+1.

7. Las operaciones de suma y multiplicacion en C satisfacen las pro-
piedades conmutativa, asociativa y distributiva, es decir para zy, 2o,
z3 € C se tiene

(@) 2129 = 2z921; (b) 21+ 20 = 29 + 21;
(€)  z1(2z223) = (2122)23; (d) 214 (22 + 23) = (21 + 22) + 23;
(6) 21 (ZQ + 23) = Z1%29 + 21%3.

DEFINICION 9.1. Si 2z = a + bi con a,b € R, el ntimero a recibe el
nombre de parte real de z y b el de parte imaginaria de z, lo cual
se denota asi a = Re(z) y b = Im(z). Si Re(z) = 0 decimos que z es
un nimero imaginario puro. Observemos que Im(z) = 0 < z € R.
A todo elemento de C se le llama nimero complejo.
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Observemos que debido a las propiedades 4 y 5, la funcién

f:R? — C es una correspondencia biunivoca entre R? y C.
(a,b)—>a+bi

DEFINICION 9.2. Si a,b € R, a la pareja ordenada (a,b) se le llama
representacion cartesiana del niimero complejo a +ib. Debido a la
correspondencia que existe entre el plano R? y C, al conjunto de los
nimeros complejos también se le conoce como el plano complejo, asi
mismo a los niimeros complejos a veces se les llama puntos y si |  R?
es una recta, segmento, rayo, angulo, circunferencia, circulo, triangulo,
regién triangular, etc., al conjunto correspondiente f[l] = {z € C :
z = f(x,y) para alguna pareja (x,y) € [} se le llama respectivamente
recta, segmento, rayo, angulo, circunferencia, circulo, tridngulo, regién
triangular, etc., ademas cualquier relacion que se guarde entre dos o
més elementos o subconjuntos de R? se guardara por convencién entre
los correspondientes elementos o subconjuntos de C.

DEFINICION 9.3. Si z = a + bi con a,b € R, definimos el inverso
aditivo de z (denotado —z) como

—z:=—a+ (—=b)i.

Asi mismo, si w es un nimero complejo, definimos w—z como w+ (—z).

DEFINICION 9.4. Definiremos el eje real o eje X del plano complejo
C como el conjunto de los ntimeros reales y el eje imaginario o eje
Y del plano complejo C como el conjunto de los nimeros imaginarios
puros. Al conjunto de los niimeros reales no negativos le llamaremos la
parte positiva del eje X y lo denotaremos por X*. De esta manera,
al plano complejo también se le llamara plano XY.

DEFINICION 9.5. Si z = a + bi con a,b € R, al ntimero comlejo z :=
a — bi se le llama el conjugado de z. Obervemos que Z es la reflexion
de z en el eje X.

Observemos que la distancia entre dos niimeros complejos z = a+bi
y w = c+di, con a,b,c,d e R, esta dada por

|z —w| = \/(a—c)Q—i-(b—d)?.

Dejamos al lector la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 9.1. Si z,w € C, entonces z = z, 2 + w = Z + W, ZW = ZW,
22>0,4/22=12—0],2+0=2,2—2=0, 21 = z y cuando z # 0,
tenemos z(%z) = 1.
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DEFINICION 9.6. Debido al teorema anterior, cuando z # 0, al nimero
éi se le llama inverso multiplicativo de z y se le denota por 27! y

para w € C definimos la divisién de w entre z como

w 1
—=wz .
z

DEFINICION 9.7. Definimos el médulo o norma de un ntimero com-
plejo z como |z| := |z — 0], es decir |z| = v/2Z.

Al igual que para los ntumeros reales, si z € C, representaremos
N =1,2" =2 22 =22, 2" = 2"z para todo niimero natural n.

Observemos que la suma de dos ntimeros complejos z y w representa
la traslacién T, del punto z. Veamos qué significado geométrico tiene
la multiplicacién de dos niimeros complejos.

Sea z # 0 un numero complejo y « la medida del angulo dirigido
cuyo lado inicial es la parte positiva del eje X y el lado terminal es
el rayo con extremo 0 y pasa por z (tal dngulo dirigido lo podemos

—
representar por (X, 0 2)). Podemos observar que

z = |z|(cosa + isen ),
mas aun, ¢ = « + 2n7 para algin entero n si y sélo si
z = |z|(cos @ +isen®). (1)

Observemos que si z = 0 cualquier nimero real  satisface (1).

DEFINICION 9.8. Si z # 0, cualquier ntimero real 6 que satisface la
ecuacién (1) se dice que es un argumento (o una amplitud) de z.
Dicho de otra forma, un argumento de z es un valor que le corresponde
al dngulo dirigido (X*,0 2).

Recalquemos que para z # 0, el nimero real # es un argumento de
z si y s6lo si 6 4+ 2n7t también lo es, para cualquier n € Z. Asi pues,
cualquier nimero complejo z # 0 estd determinado por su moédulo y
cualquiera de sus argumentos.

DEFINICION 9.9. Sea z un ntimero complejo diferente de 0, r = |z| su
modulo y # un argumento de z. Se dice que la pareja ordenada (r,0)
es una representacion en coordenadas polares del nimero z.

Observemos que cualquier nimero complejo z # 0 tiene una infinidad
de representaciones en coordenadas polares, sin embargo sélo hay una
representacion en coordenadas polares (7, 6) tal que —7t < 6 < 7.
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DEFINICION 9.10 Sea z un nimero complejo y (r, §) una representacién
en coordenadas polares de z tal que —m < 6 < 7. A tal valor de 0 se
le llama el argumento principal de z y lo denotamos por arg(z).

Cuando la representacién cartesiana de un nimero z # 0 es (z,y),
podemos obtener una representacién (r, ) de z en coordenadas polares

al hacer r = /22 + 42 y

(arctan(?), six > 0;

arctan(?) + 7, siz <O0;

ST

, siz=0 e y>0;

-3, sixr=0 e y<0.

Reciprocamente, si tenemos una representacion (r,6) en coordenadas
polares del nimero z, su representacién cartesiana (z,y) se puede
obtener mediante las férmulas

r=rcosf e y=rsenb.

Sean z y w dos nimeros complejos diferentes de 0 con coordenadas
polares (r,0) y (p, &) respectivamente,

zw = r(cosf +isenf)p(cosa + isen )
= rp((cosf cos v — sen f sen ) + i(cos B sen « + sen 0 cos «v))

= rp(cos(d + a) +isen(f + «)).

Lo anterior demuestra el siguiente teorema, el cual ofrece una inter-
pretacion geométrica de la multiplicacién de niimeros complejos.

Teorema 9.2. Si z y w son dos niimeros complejos con argumentos
0 y « respectivamente, entonces una representacion en coordenadas
polares de zw es (|z||w|,0 + ).

Es decir, si tenemos como representaciones en coordenadas polares de
zywa (r,0)y (p,a) respectivamente, entonces tenemos que (rp, 6 +«)
es una representacion en coordenadas polares de zw, por lo cual al mul-
tiplicar dos niimeros complejos se multiplican los moédulos y se suman
los argumentos, lo cual significa que el efecto de la transformacién
z — zw es la multiplicacién de z por p seguida de una rotacién G,
(transformacién que al aplicarla en un punto le da un giro « con res-
pecto al origen). En particular cuando |w| = 1, es decir cuando w estd
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en la circunferencia con centro en 0 y radio 1 (en la llamada circun-
ferencia unitaria), tenemos que la transformacién z — zw es una
rotacién G, donde « es cualquier argumento de w. Una consecuencia
muy importante del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 9.2.1. Teorema de de Moivre. Si (r,0) es una repre-
sentacion en coordenadas polares de un nimero complejo z, entonces
(r™,n#) es una representacion en coordenadas polares de z" para todo
numero natural n. Es decir,

2" = r"(cos(nb) + isen(nd)). (2)

Demostracion. Procederemos por inducciéon matematica. Sin = 1
el resultado es obvio. Supongamos que el resultado es valido para
n = k, entonces z* tiene representacién en coordenadas polares (1%, k)
y por el teorema 8.2, zF*! tiene representacién en coordenadas polares
(rfr, k0 +0) = (r*1, (k+1)0), por lo que el resultado también es valido
paran =k + 1. ]

La ecuacién (2) se conoce como féormula de de Moivre.

DEFINICION 9.11. Si 2z es un ntimero complejo y n € N, decimos que
un numero complejo w es una raiz n-ésima de z si

2" = w.

El siguiente teorema nos da un método para calcular todas las raices

n-ésima de un niimero complejo.

Teorema 9.3. Si z # 0 es un nimero complejo con argumento o y
n € N, entonces existen exactamente n niimeros complejos diferentes

wo, W1, -+, Wy_1 quUe son raices n-ésimas de z, donde
a + 2k ) a + 2km
wg = /7] (COS () + isen ( )
n n

para todo k€ {0,1,--- 'n—1}.

Demostracion. Aplicando la formula de de Moivre vemos que

n n a + 2km , o+ 2km
wp = («"/|z|) cos [ n——— | +isen [ n———
n n

= |2| (cos (o + 2k7) + isen (a0 + 2km)) = |z| (cos v +isena) = z,
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por lo tanto cada wy es una raiz n-ésima de z. Veamos ahora que
si k # j, entonces wy # w;. Si tuviéramos que wy = w; entonces
tendriamos que

(a—l—Zkﬂ) _ <a+2k7t>
cos{ —— ) +i1sen| ——
n n

(a+2j7’(> . <a+2j7t)
=cos| ——— ) +isen | —— |,
n n

por lo que existiria un nimero entero [ tal que % + 2l = %‘, lo
cual implica que k—j = nl, perosi [ = 0, entonces k = j y por lo tanto
wy = w; y sil # 0, entonces |k — j| = n lo que contradice el hecho de
que k,7€{0,1,2,--- ,n—1}. Asi hemos visto que wyg, wy, wa, - -+ , Wy_1
son n numeros complejos diferentes.

Ahora, cualquier nimero complejo w que sea raiz n-ésima de z debe
tener médulo W y su argumento 6 debe ser tal que nf sea algin
argumento de z, por lo tanto nf = « + 27t para algin entero [, es
decir 0 = %‘ . Por el algoritmo de la divisién, podemos encontrar un
entero k € {0,1,--- ,n — 1} y un entero m tales que mn + k = [ y asi
0 = %‘ + 2mm, el cual es un argumento de wy, es decir w = wy, para
algin k€ {0,1,--- ;n — 1}. .

DEFINICION 9.12. Cuando z es un numero complejo diferente de cero

y n € N, a la raiz n-ésima de z cuyo argumento principal es %(z) se le
llama raiz n-ésima principal de z y se le denota como {/z o como

2

Observemos que de acuerdo a la notacién anterior +/—1 # —1 'y
/—8 # —2, mds precisamente /—1 = % + i§ y /=8 = 1 + +/3i.
Sin embargo, —1 si es una raz cubica de —1 y —2 si es una raz cubica
de —8, pero éstas no son las races cubicas principales de —1 y —8
respectivamente.
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IV. GEOMETRIA VECTORIAL EN R3

1. Introduccion

En este capitulo pretendemos dar una definiciéon de un espacio geomé-
trico donde queden definidos los conceptos de espacio, punto, recta,
plano, distancia, area y volumen, de tal manera que satisfagan los pos-
tulados enunciados en el capitulo I, que tomamos como los postulados
intuitivamente evidentes de la geometria elemental. Con dichos postu-
lados, en nuestro caso 25 en total, se pueden deducir todos los resul-
tados elementales de la Geometria Euclidiana. De los postulados, que
para facilitar la lectura enunciaremos a continuacion, los primeros 15
corresponden a las relaciones que existen entre los conceptos de punto,
recta, plano, espacio y distancia, los postulados del 16 al 19 describen
el concepto de area y los postulados del 20 al 25 el de volumen.

Postulado 1. EI espacio es el conjunto de todos los puntos. Ademas
las rectas y los planos son subconjuntos del espacio; es decir, las rectas
v los planos son conjuntos cuyos elementos son puntos.

Postulado 2. Postulado de la distancia. Existe una inica funcion
d:ExE—|0;0) tal que si P, () y S son tres puntos cualesquiera del
espacio, entonces

(i) d(P,Q) =0+ P =Q,
(i) d(P,Q) = d(Q, P),
(iii) d(P,5) <d(P,Q) +d(Q,5),
(iv) d(P, Q) es la distancia entre P y Q).
Postulado 3. Postulado de la recta. Dados dos puntos diferentes
existe solamente una recta a la cual pertenecen.

Postulado 4. Postulado de la regla. Dada una recta 1(4_3), existe
una tnica biyeccion de AB en R de tal manera que:

(i) Si P,Q € AB, entonces PQ = |z —y|, donde x e y son los niimeros
que la biyeccion le asigna a Py () respectivamente.

(ii) La biyeccion le hace corresponder al punto A el cero y al punto B
un nimero positivo.
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Postulado 5.

(i) A todo plano pertenecen al menos tres puntos diferentes que no
estan alineados.

(ii) Al espacio pertenecen al menos cuatro puntos diferentes que no

estan en un mismo plano.

Postulado 6. Postulado del plano. Tres puntos cualesquiera estan
en algin plano y tres puntos cualesquiera no alineados estan solamente
en un plano.

Postulado 7. Postulado de la interseccién de planos. Si dos
planos diferentes se intersecan, entonces su interseccién es una recta.

Postulado 8. Postulado de la separacion del plano. Sean | una
recta y o un plano en el cual esta incluida 1. El conjunto de puntos del
plano o que no estan en la recta I son la union de dos conjuntos Ay y
A, tales que:

(i) Los dos conjuntos Ay y Ay son convexos.
(i) Si P e Ay y Q € Ay, entonces PQ interseca a la recta.
Postulado 9. Postulado de la separacion del espacio. Dado un

plano ~, el conjunto de puntos del espacio que no estan en -y es la unién
de dos conjuntos G; y G, tales que:

(i) Los dos conjuntos G, y Ga son convexos.
(ii) Si P e G y Q€ Gy, entonces PQ corta al plano .

Postulado 10. Siempre existe la longitud de cualquier circunferencia
dada.

Postulado 11. Postulado de adicién de arcos. Sea ¢ una circun-
ferencia cuya longitud es x.

(i) Si AB es una semicircunferencia incluida en ¢, entonces

—_

(AB = 2.
2

(ii) Si AB y BD son dos arcos diferentes incluidos en ¢ cuya inter-
seccion es { B} y cuya union es un arco AD incluido en ¢, entonces
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Postulado 12. Todas las circunferencias de radio 1 tienen la misma
longitud.

Postulado 13. Postulado de construccién de angulos. Sea AB
un rayo incluido en la arista de un semiplano A. Para cada nimero
r entre 0 y 70 ewiste unicamente un rayo A—[j, con P € A, tal que

A PAB =r.

Postulado 14. Postulado LAL. Toda correspondencia LAL es una
congruencia.

Postulado 15. Postulado de las paralelas. Dada una recta l y un
punto P ¢ [. Existe una tnica recta l' tal que Pel' y I || I.

Postulado 16. Postulado de la congruencia. Si dos conjuntos con
area son congruentes, entonces tienen la misma area.

Postulado 17. Postulado de adicién de areas. Si () es la union
de dos conjuntos en un plano §; y Qy con areas a($) y a(§22) respec-
tivamente, y {23 n (s es la unién finita de subconjuntos de segmentos.
Entonces

a(f2) = a(fy) + a(2e).

Postulado 18. Sean €2y y €y dos conjuntos con drea.
(i) Si 2y < Q. Entonces
a(Qg\Ql) = a(Qg) — a(Ql).

(ii) Si < Qo y Qy tiene drea cero, entonces también )y tiene drea
cero.

(iii) Cualquier segmento tiene drea cero.
(iv) Cualquier region poligonal es un conjunto con area.

Postulado 19. EI drea de una region rectangular es el producto de
una base y su altura correspondiente.

Postulado 20. Postulado de la congruencia para voliimenes. Si
dos conjuntos con volumen son congruentes, entonces tienen el mismo
volumen.
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Postulado 21. Postulado de adicion de volimenes. Si ) es la
union de dos conjuntos en el espacio €y y §2y con volimenes vol(€);) y
vol(§2y) respectivamente, y 3 n Qs = &. Entonces

vol(2) = vol(€2;1) + vol(2s).

Postulado 22. Sean €y y )y son dos conjuntos con volumen.
(i) Si Q4 < s. Entonces
VOl(QQ\Ql) = VOI(QQ) - VOl(Ql).

(i) Si € < Qy y vol(€Qy) = 0, entonces vol(€2y) = 0.
(iii) Si € estd incluido en algin plano, entonces vol(£2;) = 0.

(iv) Q1 U Q9 es un conjunto con volumen.

Postulado 23. Si la base de un cilindro recto es un conjunto con area,
entonces el volumen del cilindro es el producto del area de la base y su
altura.

Postulado 24. Principio de Cavalieri. Dados dos subconjuntos del
espacio y un plano. Supongamos que los dos conjuntos tiene asignado
un volumen. Si todo plano paralelo al plano dado que interseca a uno de
los dos conjuntos, interseca también al otro y las secciones intersecadas
de ambos conjuntos tienen areas iguales. Entonces ambos conjuntos
tienen el mismo volumen.

Postulado 25. Los cuerpos esféricos, los conos cuya base es un con-
junto con area y los cilindros cuya base es un conjunto con area son
conjuntos con volumen.

A un conjunto £ dotado de una funcién d : £ x € — [0;0) que
satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) del postulado 2 se le conoce
como espacio métrico.

Para lograr demostrar que las definiciones que se daran cumplen con
los postulados, haremos uso de algunos conceptos mateméticos como
el de continuidad y se definiran las operaciones de suma y resta en R3,
producto escalar y el producto por escalar.
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2. Algebra en R3

DEFINICION 2.1. Comencemos con definir nuestro espacio como el
conjunto R* = {(z,y,2) : z,y,2 € R}. Un punto serd un elemento de
R? al que también llamaremos vector.

DEFINICION 2.2 La definicién de distancia entre dos puntos P =
(p1,p2,p3) v Q@ = (q1,¢2,43), que esta motivada por el teorema de
Pitagoras, estda dada por la férmula

d(P,Q) = \/(Pl —q1)? + (p2 — @2)? + (p3 — @3)>.

Para definir los conceptos de recta y plano necesitamos primero
definir la suma y la resta de dos puntos, asi como el producto por
escalar.

DEFINICION 2.3. La suma de dos puntos P = (p1,p2,p3) vy @ =
(91,92, g3) en R? es el punto
P+Q:=(p1+aq,p2+ q2,p3 + q3).

Asimismo, definimos la resta de P y () como el punto

P—Q:=p1—q,p2— 23— q3)-
Ahora, si t € R, definimos el producto o producto por escalar de ¢
y P como el punto
tP = (tpy, tpa, tps).

DEFINICION 2.4. Al punto (0,0, 0) lo representaremos por 0 y le lla-
maremos el origen del espacio. A la distancia entre el origen 0 y un
punto cualquiera P se le llama la norma de P y se le denota por |P].
Observemos que la distancia entre dos puntos P y ) estda dada por
|P — Q] y que si t es un ntmero real, entonces [tP| = |t||P|.

DEFINICION 2.5. Diremos que un conjunto [ es una recta, cuando
existan puntos P y () con () # 0 tales que

|={SeR’: S=P+tQ para algin t € R}.

DEFINICION 2.6. Diremos que un conjunto II es un plano, cuando
existan numeros a, b, ¢ no todos iguales a cero y un ntimero d tales que

Il = {(r,y,2) e R*: axz + by + cz = d}.
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DEFINICION 2.7. Terminemos por el momento definiendo el producto
escalar o producto punto de dos puntos P = (p1,pa,p3) vy Q =
(q1, g2, q3) en R? como el nimero

P-Q :=piqi + p2g2 + p3gs.

El origen de la definicién de producto punto y de suma de vectores
se debe al matematico y fisico norteamericano Josiah Willard Gibbs
(1836-1903) principal precursor del Anélisis Vectorial. Tales concep-
tos fueron generalizados mas tarde por el matematico aleman David
Hilbert (1862-1943) quien trabajé sobre los fundamentos de la geome-
tria, creando un sistema axiomatico y demostrando su consistencia.

Observemos que es valida la propiedad conmutativa del producto
punto y la propiedad distributiva del producto punto con respecto a la
suma de puntos. Con las definiciones anteriores se satisface obviamente
el postulado 1.

El siguiente resultado se conoce como la desigualdad de Schwartz.

Desigualdad de Schwartz. Si P, € R3, entonces

|P-Q| < VP-P\/Q-Q.

Demostracién. Sean P = (py,pa,p3) y Q = (q1, ¢, q3) elementos de R3.
Tenemos que

(P-Q)* = (a1 + page + p3¢3)° = (1101)* + (p2g2)? + (P33)°
+2(p11P2G2 + P1a1Pss + Pagapsys)
= pi(qi + 65+ a3) +p3(ai + a3 + @3) + pi(af + a5 + g3)
+2(p1q1p2q2 + P1@1P393 + P2G2P3G3)
—(pidi + p3gi + pids + pigi + p36s + p3a3)
= (0 +p3 + ) (7 + & + @) — (P12 — Pan)?
_(p1Q3 - p3Q1)2 - (p3q2 - P2QS)2

<@i+p3+r)@i+a6+a)=(P-P)Q-Q)

y al sacar raiz cuadrada en cada una de estas expresiones obtenemos
la desigualdad de Schwartz. ]
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El siguiente resultado se conoce como la desigualdad del triangulo.
Este serd ttil para verificar la validez del postulado de la distancia.

Desigualdad del Triangulo. Si P y () son dos puntos, entonces
[P+ QI <|P|+1Q].

Demostracion. Sean P = (p1,p2,p3) ¥y @ = (¢1, ¢2, ¢3) dos puntos. De
la desigualdad de Schwartz tenemos que

|P+Q|2 = (p +Q1)2 + (p2 +Q2)2 + (ps +CJ3)2
= (p1 + 5+ 13) + (4F + & + @) + 2(p1ar + P2a2 + P3g3)
=P -P+Q-Q+2P-Q

<P-P+Q-Q+2VP-PyQ Q= (P +|Q])?

con lo cual, al elevar a la potencia 1, se concluye la desigualdad del

2 )
triangulo.
centerdot

Como consecuencia de la desigualdad del triangulo tenemos que si
P, Q) y S son tres puntos en el espacio, entonces

[P=5S|=(P=-Q)+(Q@—=95)=|P-Q|+]|Q—-5],

de donde podemos ver que también se cumple el postulado de la dis-
tancia. (Es facil comprobar que |[P — Q] = 0 < P = @Q y que
P —-Q|=[Q—P|)

Veamos que también se satisface el postulado de la recta, es decir el

que afirma que dados dos puntos diferentes, existe solamente una recta
a la cual pertenecen.

Sean A y B dos puntos diferentes. Claramente ambos puntos A
y B pertenecen a larecta | = {S € R* : S = A+ (B — A) para
algin ¢t € R}. Supongamos que también pertenecen a una recta !’ =
{SeR}: S =P +1Q para algin t € R}, con Q # 0. Existen dos
numeros reales diferentes ¢y y t; tales que

A=P+t0Q y B=P+t1Q.
Si S e[, entonces existe un nimero real ¢ tal que S = A+¢(B—A) =
(P+toQ)+t(P+t:Q—(P+t0Q)) = P+ (to+tt;—tty)Q € I, por lo tanto
[ cl'. Ahora, si S € l’, entonces S = P+ s(@) para algin s € R, de modo
que S = P+sQ =A—t,Q+sQ = A+ (s—1))Q = A+ (B-A) e,

t1—to
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por lo tanto I’ < [, con lo que concluimos que [ = [I’. De esta forma
vemos que se satisface el postulado de la recta.

A continuacion veremos que también se satisface el postulado de la
regla.

De nuevo sean A y B dos puntos diferentes. Tenemos que
AB={SeR3: §= A—i—t(B A) para algin t € R} =
{SeR3: S = A+ EE A|(B A) para alginte R} y f: R —> 4B tal
que f(t) = A+ 5 AT T i (B—A)esla b1yecc1on que satisface el postulado de
la regla. En efecto, sean P = A+ |B “G(B-A)yQ=A+35" A‘(B A)

dos puntos en la recta AB. tenemos que

(to — 1)
P —Q| = W(B A)| = [to = 1]

y ademds f(0) = Ay f(|B - A4]) =

Ahora, si existiera otra biyeccién g con las propiedades (i) y (i7)

del postulado de la regla, tal que f(c) # g(c) para algin C € 1(4_B),
entonces ¢(|B — A|) = B, pero |C — A| = |g(C)| = | f(C)], por lo tanto
g(C) = —f(C) # 0. Ahora, por una parte tendriamos que

|B—C|=||B—=Al-[f(C)]
y por otra
|B—Cl=||B-A[-g(C) =B - Al+ f(CO)],

pero como f(C') # 0, es imposible que ||B — A| — f(C)| sea igual a
||B — Al + f(C)] de modo que también es valido el postulado de la
regla.

Observemos que un rayo P@ puede representarse en la forma

PQ ={SecR®: §=P+t(Q— P) para algin t > 0}

={SeR®: S=1tQ+ (1 —t)P para algtin t > 0},
mientras que el segmento PQ es igual a
={SeR®: S=tQ+ (1 —1t)P para algtin ¢ € [0;1]}.

Veamos ahora que se satisface el postulado 5.
Un plano esté descrito por una ecuacion de la forma
ar + by + cz = d,

donde alguno de los ntimeros a, b, ¢ es diferente de cero. supongamos
sin pérdida de generalidad que ¢ # 0. En este caso los puntos (0, 0, %),
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(0,1, %) y (1,0, d’Ta) estan en el plano y no estdn alineados. Por lo

tanto se cumple el postulado 5 (i).

El postulado 5 (ii) se cumple al tomar los puntos (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0) y (0,0, 1) y observar que no existe ningtin plano e el cual estén
esos 4 puntos. En efecto, si existiera un plano con ecuacién ax + by +
cz = d en el cual estuvieran esos 4 puntos, entonces como el punto
(0,0,0) satisface la ecuacién, debemos tener que d = 0. Si ademés
(1,0,0) esta en el plano, entonces a = 0. Si ademas (0, 1,0) esta en el
plano, entonces b = 0. Finalmente si (0,0, 1) estéd en el plano, entonces
¢ = 0, lo cual contradice la definiciéon de plano, por lo tanto también
se cumple el postulado 5 (ii).

Establezcamos ahora algunos lemas que nos serviran para verificar
la validez de otros postulados.

Lema 2.1. Toda recta que pasa por el origen esta incluida en algiin
plano.

Demostracion. Si | es una recta que pasa por el origen, entonces [ =
{SeR: S =tP para algin t € R}, donde P, = (x1,9;,21) es un
punto diferente del origen. Supongamos sin pérdida de generalidad que
1 # 0. Siy; = z; = 0, entonces todos los puntos de [ satisfacen la
ecuacion y + z = 0. Si y; # 0, entonces los puntos de [ satisfacen la
ecuacion —stx+y =0ysiz #0, entonces los puntos de [ satisfacen
la ecuaciéon —2x + 2 = 0. .

Lema 2.2. Unarectal = {S € R*: S = Py+ t(P, — P) para
algin t € R}, donde P, = (x1,y1,21) es un punto diferente del origen
y Py = (w0, Yo, 20), estd contenida en un plano 11 = {(z,y,z) € R? :
ax + by + cz = d} siy sélo si (a,b,c)- Py = d y la recta que pasa por el
origen y por el punto P, — Py estd contenida en el plano {(x,y,z) € R3 :
ax + by + cz = 0}.

Demostracién. Supongamos primero que | = {S € R®* : S = B+
t(Py — Fy) para algin t € R}, donde P, = (x1,y1,21) es un punto
diferente del origen y Py = (2o, Yo, 20), esta contenida en un plano
II = {(x,y,2) € R* : azx + by + ¢z = d}; como P, € [, entonces
axg + by + czp = d, es decir (a,b,c) - Py = d, ahora todo punto de
la recta que pasa por el origen y por el punto P, — Fy es de la forma
(t(z1 — x0),t(y1 — Yo), t(21 — 20)) por lo cual at(zy — x¢) + bt(y1 — yo) +
ct(z — z0) = tlaxy + byr + cz1) — t(azxg + byo + czp) = td —td = 0.
Supongamos ahora que (a,b,c) - Py = d y que la recta que pasa por el
origen y por el punto Py — P, esté contenida en el plano {(z,y, 2) € R :
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ax + by + cz = 0}. Si S €, entonces S = Py + t(P, — Fp) para algin
t e R, es decir S = (xg + t(z1 — 20), Yo + t(y1 — Yo), 20 + t(z1 — 20)) ¥
a(zo+t(x1 —2x0)) +b(yo +t(y1 —vo)) + (20 + (21 — 20)) = (azo +byo +
czo) + t((axy + byy + cz1) — (axo + byo + c29)) = d + t(d — d) = d, por
lo que [ < II. ]

Lema 2.3. Si O, P, y P, son tres puntos diferentes y no alineados,
entonces existe un tinico plano que pasa por los puntos O, P, y Ps.

Demostracion. Pongamos Py = (z1,y1,21) ¥ P» = (22,Y2,22) y ob-
servemos que es suficiente demostrar que existen tres niimeros reales
a, by ¢ no todos iguales a cero, tales que

ary +by1 +cz1 = 0

y

axy + bys + czo = 0.
Si suponemos, sin pérdida de generalidad, que z; # 0, el anterior sis-
tema de ecuaciones es equivalente al sistema

ary +by1 +cz1 = 0

xXr xr
b <2yl - ?/2) +c (221 - Zz) =0,
i T

pero como los puntos no estan alineados, entonces %yl —ys # 00

z2, ; ; Tp .,

S22 — 22 7&. 0. De nuevo sin perder general.ldad supongamos que 32z

29 # 0. Si b = 0 necesariamente concluimos que b = ¢ =0 =ay

no resulta la ecuacién de un plano. Al tomar b # 0, necesariamente
—b(Z2y1—yp) (b

debemos tener ¢ = —pil s 2 v g = —(yiten)
(721—22) Tl

los puntos O, P; y P5 satisfacen la ecuaciéon

, ¥y podemos observar que

ar + by + cz =0,

ademas para los diferentes valores no nulos de b resultan ecuaciones
equivalentes. .

Lema 2.4. Toda recta esta incluida en algiin plano.

Demostracién. Sea QP una recta. Tenemos que la recta {S e R?:
S =t(P — @) para algin t € R} pasa por el origen, luego, por el lema
2.1 estd incluida en algin plano {(z,y,2) € R® : ax + by + cz = 0}
y si tomamos d = (a,b,c) - Q, entonces por el lema 2.2 tenemos que
QP < {(x,y,2) e R3: az + by + cz = d}. .

Lema 2.5. Tres puntos no alineados pertenecen a un tinico plano.
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Demostracion. Sean ), P y R tres puntos no alineados y observemos
que O =Q —-Q, P =P—-Qy P,=R— (@ tampoco estan alineados.
Por el lema 2.3, los puntos O, P, y P, estan en un unico plano, el
cual debido a que pasa por el origen es de la forma {(z,y,2) € R? :
ax + by + cz = 0} y por el lema 2.2 tenemos que el tnico plano al cual
pertenecen los puntos Q, Py Res {(x,y,2) e R®: ax + by + cz = d},
donde d = (a,b,c) - Q. .

Con los lemas 2.4 y 2.5 podemos concluir que se satisface el postulado
del plano (postulado 6).

Para verificar el postulado 9, sean II; y I, dos planos diferentes que
se cortan cuyas ecuaciones son respectivamente

mx+biy+cz=di Yy  ar + by + caz = ds. (1)

Observemos que no existe ningin niimero s € R? tal que (a1, by, ¢1) =
s(ag, by, c2). Sin pérdida de generalidad supongamos que en la segunda
ecuacién de (1) se tiene ag # 0 y sea t; = o El sistema de ecuaciones
(1) es equivalente con el sistema de ecuaciones

(bl —t1b2)y+ (Cl —tlcg)z = d1 —tldg y a2 +be +C2z2 = dQ. (2)

Ahora, de nuevo sin pérdida de generalidad supongamos que
by — t1be # 0. Al despejar y en la primera ecuacién de (2) y luego = en
la segunda obtenemos que z e y son de la forma

y=az+ [ y x=yz+0, (3)

para algunos valores constantes de «, 3 y v de tal manera que (3) es
equivalente a (2), por lo tanto (x,y,2z) € [} n1ly & = = vz + ¢
ey = az + 3, de donde concluimos que II; N I, = {(x,y,2) € R3 :
r=7v2+0yy=az+ 8} ={(z,y,2) € R®: existe t € R tal que
(x,y,2) = (9,5,0)+t(y,a,1)} lo cual es una recta. Lo anterior verifica
la validez del postulado de la interseccién de planos (postulado 7).

Verifiquemos ahora la validez de los postulados 8 y 9 de separacién
del plano y del espacio. Primero demostremos el postulado de la sepa-
racion del espacio.

Sea v un plano y ax + by 4+ cz = d la ecuacién que lo describe, G; =
{(x,y,2) eR®: ax+by+cz>d}yGo = {(z,y,2) e R®: ax+by+cz <
d}. Afirmamos que G; y G, son convexos. En efecto si (x1,y1,21) € G1 y
t € [0, 1], entonces a(tzo+(1—t)z1)+b(tyo+(1—t)y1)+c(tzo+(1—t)21) =
t(azo+byo+czo)+(1—t)(axy+bys +cz1) > td+(1—t)d = d, por lo tanto
t(zo, Yo, 20) + (L —1t)(x1, 11, 21) € G1, es decir G; es un conjunto convexo.
Anélogamente se puede demostrar que Gy es un conjunto convexo. Asi
tenemos que se cumple el postulado 9 (i).



158 IvV.2. Algebra en R3

Ahora, si (z1,y1,21) € G1 Y (22,2, 22) € Ga, entonces al tomar dy =
ar1+by;+cz1, do = ars+bys+cz yt = j;djz obtenemos que 0 < t < 1
v t(z1,91, 21) + (1 —t)(xa, y2, 22) € 7, por lo que se cumple el postulado 9

(ii) y la demostracién de que se satisface el postulado 9 estd completa.

Para verificar que se cumple el postulado de la separacion del plano,
sean [ una recta y o un plano en el cual esta incluida [. Tomemos dos
puntos diferentes P, € [ y un punto R ¢ «, ademas sea v el plano al
cual pertenecen P, Q y R, y sean G; y G, como en el postulado de la
separacion del espacio. Finalmente tomando Ay = anG; y Ay = anGs
se satisface el postulado 8.

Tenemos que con las definiciones dadas de espacio, plano, recta,
punto y distancia se satisfacen los primeros nueve postulados de la
geometria elemental y todas sus consecuencias. Uno de nuestros ob-
jetivos es el verificar que se satisfacen todos los otros postulados para
lo cual deberemos definir adecuadamente los conceptos de area y de
volumen, lo cual haremos mas adelante.
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3. Trayectorias y sus Longitudes

En esta seccion estudiaremos brevemente el concepto de longitud
que servira para verificar la validez de los postulados del 10 al 15.
En lo que sigue cuando hablemos del conjunto R? tendremos siem-
pre en mente la identificaciéon de los puntos de este conjunto con los
del plano {(z,y,2) € R* : z = 0} dada por la biyeccién que a cada
pareja (z,y) le hace corresponder la terna (z,y,0), asi hablaremos del
plano R2, a los elementos de R? los llamaremos también puntos, a las
imagenes inversas de rectas, segmentos, rayos, triangulos, circunferen-
cias, circulos, etc. les llamaremos rectas, segmentos, rayos, triangulos,
circunferencias, circulos, etc. respectivamente. También definimos el
producto punto de dos elementos de R? como (z,y) - (a,b) = xa+yby
la distancia entre los puntos (z,y) y (a,b) como 1/(z — a)? + (y — b)?,
observando la preservaciéon de la distancia por medio de tal biyeccién,
asi como todas las propiedades que se hereden de manera obvia. De
manera similar al conjunto R lo llamaremos la recta real y lo iden-
tificaremos con la recta {(x,y,2) € R* : y = 0, z = 0} cuando sea
conveniente.

DEFINICION 3.1. Una funcién ¢ : [a;b] — R? es continua en z, €
[a; b] si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si |y—xo| < dy y € [a;b],
entonces |p(y) — ¢(zo)| < €. Diremos que ¢ es continua si es continua
en todo elemento de [a;b]. En este caso, decimos que el recorrido de
¢ es una trayectoria o, si queremos ser mas especificos, que es la
trayectoria de ¢, ademds diremos que ¢ es una parametrizaciéon de
su trayectoria.

DEFINICION 3.2. Dada una trayectoria parametrizada por una funcién
¢ : [a;b] — R3. Si ¢ es inyectiva, diremos que la trayectoria de
¢ es una trayectoria simple con extremos ¢(a) y ¢(b). Cuando
(a) = p(b) y ademas p(xo) # ¢(x1) para zo y 1 diferentes en [a;b),
diremos que la trayectoria de ¢ es una trayectoria cerrada simple.
Una trayectoria simple es una trayectoria simple con extremos o una
trayectoria cerrada simple. A una trayectoria que esté incluida en un
plano se le llamara trayectoria plana.

Observemos que una trayectoria puede tener varias parametriza-

ciones diferentes.

DEFINICION 3.3. Si ¢ : [a;b] — R? es una funcién, decimos que una
funcién ¢; : [a;0] — R con i € {1,2,3} es una funcién componente
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de ¢ (la i-ésima funcién componente) si para todo = € [a;b] tenemos
que @;(x) es la i-ésima componente de ¢(x).

Teorema 3.1. Una funcidn ¢ : [a;b] — R® es continua si y sélo si
sus funciones componentes son continuas.

Demostracion. Supongamos primero que las funciones componentes
1, P2 ¥ p3 de @ son continuas. Sea xzg € [a;b] y € > 0, existen tres
nimeros positivos d1, o, 03 tales que

ly—x0| <01 e ye[a;b] = |pi(wo) —1(y)| < /3,

ly— ol <02 e yela;b] = [palxo) —pa(y)| <e/3,
y

[y — 2ol <d3 e yelab] = [es(xo) —ws(y)| <e/3;
por lo que si hacemos § igual al minimo de {1, d2, 3}, entonces

ly—zo| <0 e ye[ab] =
(o) — (y)]
< [p1(wo) — 01(y)| + |p2(z0) — 2(y)| + |3(w0) — w3(y)|
<e/3+¢/3+¢/3 =c¢,

por lo tanto ¢ es continua.

Supongamos ahora que ¢ es continua. Sea z € [a;b] y € > 0. Existe
un § > 0 tal que si [y — x| < § e y € [a;b], entonces |p(y) — ¢(z0)| < €.
Pero como |p;(y) — wi(zo)| < |e(y) — p(xo)| para ¢ € {1,2,3} se tiene
que también las funciones componentes son continuas. .

DEFINICION 3.4. Dado un intervalo [a; b], decimos que A es una par-
ticién del intervalo [a;b] si A es una sucesién finita (z)7_,, donde
o = a, Tp < T4 para k€ {0,1,--- ;n—1} y x, = b. Al conjunto de
todas las particiones del intervalo [a;b] lo denotaremos por P?.

DEFINICION 3.5. Si 7 es una trayectoria simple y ¢ : [a;0] — R? es
una parametrizacion de v, definimos la longitud de v como

() = sup {2 p(an) — i) (wo,ar,-- .)€ Ps} .

Cuando /() € R diremos que + tiene longitud finita, de otro modo
diremos que tiene longitud infinita.
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Se deja al lector el verificar que la longitud de una trayectoria simple
no depende de la parametrizacion asi como el que esta definicién no
contradice la de longitud de segmento.

DEFINICION 3.6. Cualquier segmento cuyos extremos son dos puntos
de una trayectoria 7y se dice que es una cuerda de 7.

De la definicién de longitud se sigue inmediatamente el siguiente
teorema.

Teorema 3.2. La longitud de cualquier trayectoria siempre es mayor
o igual que la de cualquiera de sus cuerdas.

Teorema 3.3. Sean ¢ : [a;b] —> R3 una parametrizacién de una
trayectoria simple v; x en el intervalo abierto (a;b); o1 : [a;x] — R?
¥ 2 : [2;b] — R? restricciones de ¢ con trayectorias respectivas v, y
2. Tenemos que

U(y) = () +(72).

Demostracién. Demostremos primero que £(7y) > £(v1) + £(72). Para
cada Ay = (29, -+ ,7n) € P*y Ay = (Yo, -+ ,Ym) € P’ tenemos que
(%0’--- Tpy Y1, 7ym) € Pb por lo que

2 (1) + 2 o (i) — o (Yr1)|-

k=1

I\/

Dejando fijo Ay y tomando el supremo sobre las particiones A, tenemos

i ol )| + ).

Ahora, en esta ultima desigualdad, tomamos el supremo sobre todas la
particiones Ay, obteniendo

€(y) = €(n) +(72).

Demostremos ahora que £(y) < £(71) + (72). Sea A = (to,--- ,t5) €
PP, Si z es una componente de A, entonces existe un entero positivo
i < s tal que z = t;, obteniéndose (tg,--- ,t;) € P¥y (t;,--- ,t;) € P,
de donde

s

S lo(t) — ot = 3 lolte) — i)+ 3 Jolts) — olti )]

k=i+1
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< () + £(72),
es decir

S lo(t) — pltxn)] < Lo + £re).

Veamos que la iltima desigualdad también es valida si x no es una
componente de A. Si z no es una componente de A, existe un entero
positivo i < s tal que t;_1 < x < t;, obteniéndose (to, - ,t;_1,x) € P¥
y (z,ti,--- ,ts) € P, de donde

s i—1

5 o(t) - 9(ti-0)] < ('S lolte) = oltun)] + lolo) — ol

k=1

' (W') Co@+ 3] lelt) — elte)] < ) wm),

k=i+1
es decir

Z lp(tr) — @(tr—1)| < () + £(72)

k=1
para cualquier particion A = (fg,--- ,ts) € P?, de donde tomando el
supremo sobre todos los A se obtiene que

() < () + U(y2). .

Teorema 3.4. La circunferencia incluida en R? con centro en el origen
v radio r tiene longitud finita.

Demostracion. Para que tenga sentido el enunciado veamos primero
que en efecto tal circunferencia es una trayectoria, para esto daremos
una parametrizacion de la circunferencia. Una parametrizacién de la
semicircunferencia cuyos extremos son (r,0) y (—r,0) y los demés pun-
tos estdn sobre el eje de las abscisas es la funcién ¢ : [—r;7] — R?
definida como 9y (t) = (t,+/r? — t2), mientras que la semicircunferencia
con los mismos extremos, pero con los demas puntos bajo el eje de
las abscisas se puede parametrizar con ¥, : [—-r;r] — R? definida
como o(t) = (t,—+/r? —12), aunque también mediante la funcién
V3 ¢ [r;3r] — R? definida como ¥3(t) = (=t + 2r, —+ /7 — (t — 21)2).
Utilizando las parametrizaciones anteriores podemos parametrizar a la
circunferencia completa mediante la funcién ¢ : [—r;3r] — R? dada
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por

Py (t) st te[-r;r],

P3(t) si te[r;3r].
Veamos que el arco de circunferencia con extremos (r,0) y (0,7) y
los deméas puntos sobre el eje de las abscisas y a la derecha del eje

de las ordenadas tiene longitud menor o igual que 2r. En efecto, si
A = (to,t1,- - ,t,) es una particién del intervalo [0;r], entonces

Z G Z |tk — to—1| + lyx — Yr—1),

»(t) =

donde y, = A/r? — 3 para k € {0,1,2,--- ,n} y ademés r = yg > y; >
Y2 > --- >y, = 0, por lo que 2k=1(|tk — toa| + Yk — Yp—a]) = 2r
y asi el arco de circunferencia con extremos (r,0) y (0,7) y los demas
puntos sobre el eje de las abscisas y a la derecha del eje de las ordenadas
tiene longitud menor o igual que 2r. Andlogamente podemos ver que el
arco de circunferencia con extremos (—r,0) y (0,7) y los demas puntos
sobre el eje de las abscisas y a la izquierda del eje de las ordenadas
tiene longitud menor o igual que 2r, por lo cual, debido al teorema
3.3, la semicircunferencia con extremos (—r,0) y (r,0) con los demds
puntos sobre el eje de las abscisas tiene longitud menor o igual que
4r. De nuevo por analogia podemos ver que la semicircunferencia con
extremos (—r,0) y (r,0) con los demés puntos bajo el eje de las abscisas
tiene longitud menor o igual que 4r y usando otra vez el teorema 3.3
se deduce que la circunferencia con centro en el origen y radio r tiene
longitud menor o igual que 8r, es decir tiene longitud finita. ]

Teorema 3.5. Sea~y una trayectoria simple con extremos, con longitud
finita s y parametrizada por una funcién ¢ : [a;b] — R3. La funcién
f la;b] — [0;s] tal que f(a) = 0 y a cada x € (a;b] le asigna la
longitud de v, := ¢[|a;z]| es una funcién continua y estrictamente
creciente.

Demostracion. La funcién es estrictamente creciente pues si a < x7 <
T9 < b, entonces

f(xl) = E('Ya:l) < E(%ﬂ) + |f(:E2) - f($1)|
< () + Lell2r, 22]]) = £(7en) = [(2).

(Para el caso en que a = 1 < x5 < btenemos que f(z1) =0 < (7Vz,) =

f(x2).)
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Demostremos ahora que f es continua en a, es decir que para todo
e>0existeund > Otalque |[t—a| <dy0 <t <b= |f(t)—f(a)| <e.
Como f es estrictamente creciente podemos observar que el hecho de
que no sea continua en a implica que existe un € > 0 tal que f(t) > ¢
para todo t € (a;b]. Para cualquier yo € (a;b) existe una particién
Ay = (210,211, T12, -+ , T10y) € PY tal que

n1

5
Z (1) — p(1p-1)] > 5
k=1 2

Al tomar un numero y; en el intervalo abierto (a;x1;) tal que
lo(x1,1) — p(a)| < § tenemos que

ni

5

lp(z1,1) —p(y1)] + Z lp(@16) — p(z16-1)] > 1
=2

por lo que £(o[[y1;40]] > . De manera andloga, existe un y, €
(a;y1) tal que £(p[[y2;91]] > § v, de manera recursiva, para cualquier
entero positivo m, una vez determinado el vy, € (a;ym—1) tal que
U @[[Ym; Ym-1]] > §, podemos tomar un .1 € (a;9n) tal que
C(@[[Ym+1; ym]] > 5. Ahora, por la propiedad arquimediana, existe un
nimero natural N tal que % > s, de modo que aplicando N + 1 veces

el teorema 3.3 tenemos

0(7) = Lellyo: b11) + D L(ellyms Yal]) + Lpllas yar]]) > s

4
lo cual contradice el hecho de que ¢(y) = s, por lo que f es continua
en a.

Para demostrar que f es continua en b tomemos la parametrizacion
de v dada por ¢ : [—=b; —a] — R3 tal que ¥(t) = p(—t) y definamos
g9(x) = LW[[=b;z]]) = Uel[-;0]]) = s — f(==), por lo que g es
continua en —b, pero g es continua en ¢t si y sélo si f es continua en —t,
por lo tanto f es continua en b.

Veamos ahora la continuidad de f en un nimero = € (a;b) con las
observaciones dadas a continuacién. La demostracién de que f es con-
tinua por la izquierda en x se hace de la misma forma que la de que f
es continua en b pero tomando ¢(7,) en lugar de s. La demostracién
de que f es continua por la derecha en x se hace de manera andloga
a la de demostrar que es continua en a pero tomando ¢(y) — ¢(;) en
lugar de s. ]

Teorema 3.6. Sea~y una trayectoria simple con extremos, con longitud
finita s y parametrizada por una funcién ¢ : |a;b] — R3. Sea ademds
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f :la;b] — [0;s] tal que f(a) = 0 y a cada x € (a;b] le asigna la
longitud de v, := ¢[[a;x]]. Si0 < r < s, existe un tnico nimero t
entre a y b tal que f(t) =r.

Demostracion. Sea 0 < r < s. Del teorema 3.5 se sigue que f es
continua y estrictamente creciente. Como f es continua, entonces por
el teorema del valor intermedio se sigue que existe un t entre a y b
tal que f(t) = r, pero como f es estrictamente creciente, entonces es
inyectiva por lo que el valor de t es unico. .
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4. Ortogonalidad

DEFINICION 4.1. Decimos que dos puntos Py () son ortogonales con
respecto al origen o simplemente que son ortogonales si P- () = 0.

DEFINICION 4.2. Si tenemos una recta m, podemos observar que el
conjunto IT = {A e R?*: (A—Q) (P — Q) = 0} es un plano al cual
llamaremos plano ortogonal a m en ().

Observemos que @ es el punto medio del segmento P(2Q) — P). En
efecto, |(2Q — P)—Q| = |Q — Pl y |(2Q — P) — P| = 2|Q — P|. Veamos
ahora que si A € 11, entonces la distancia de A a P es la misma que la
de A a 2Q) — P. Para esto tomemos A = (ay, as,a3), P = (p1,p2,p3) ¥
Q = (¢1,42,q3), con A en el plano ortogonal a m en (), teniendo

[A—(2Q - P)]

= \/(al —2q1 +p1)? + (ag — 2g2 + p2)? + (ag — 2q3 + p3)?

i (@ — @) + (s — 4)))?

Il
-

(a; —q;)* + i](pi —q;)*+2 i (a;i — qi)(pi — @)

1=1 =1

1
=
Ip e

(@i — @)% + X1 (pi — 4:)?

1
=
ID

(a; —q)* + il(pz —¢)?—2 Zgl(ai —¢)(pi — @)

1= K3

I
= _
[D

i=1

(@i — @) — (pi — @:))* = \/;3]1(@1' —pi)?=[A-P|,

3

donde se esta usando el hecho de que »;(a; — ¢;)(p; — ¢;) = 0. Usando
i=1
ese mismo hecho, podemos concluir que

A= PP =]A-QP +|P-QJ

(algo parecido al teorema de Pitdgoras pero utilizando ortogonalidad
en vez de perpendicularidad, lo cual veremos posteriormente que es lo

Il
-
I e
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mismo), en efecto
3

[A=PP=[(A=Q)+(@Q~P) =} ((ai —a) + (i — p))’

i=1

= Z((@z’ —q:)° + (¢ — pi)* + 2(ai — 4:) (s — 1))
= Z((a Qz)2+Z(Qi_pi)2+2Z(ai_%)(%’_pi)) = |A—Q|2+|P—Q|2-

Enunciemos este tltimo resultado en forma de teorema.

Teorema 4.1. Si A, P y () son tres puntos tales que (A—Q)-(P—Q) =
0, entonces

A= PP =|A-Q+|P - Q.

DEFINICION 4.3. Diremos que una recta es ortogonal a la recta m
en el punto @ si pasa por () y esta contenida en el plano ortogonal a
m en ().

Veamos que dada una recta m y un punto R, siempre existe un
unico plano ortogonal a m al cual pertenece R. En efecto, tal plano
serd {SeR?: (S—R)-(P—Q) =0}y el punto de interseccién con la
recta serd el punto @ + (P — @), donde t = BE=Q)(P=Q) 15 cyal puede

|P—Q|?
verificar el lector. Lo anterior lo enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Dada una recta (@ y un punto R, siempre existe un
tinico plano ortogonal a m al cual pertenece R. Ademas, el punto
donde se intersecan la recta m y tal plano ortogonal es

Q+ AP — Q).

Si IT es un plano, Q € I, U y V son vectores ortogonales con norma
1y ademas @ + U, @ + v € II; entonces cualquier punto del plano II se
puede representar como una suma () + at + SV, para algunos «, § € R.
En efecto, sea Re Il y P = @ + d. Por el teorema 4.2, el punto donde
se interseca m con su recta ortogonal contenida en II y que pasa por
Res Q+ ((R—Q)-u)ud. Ahora, tomando o = (R—Q)-ud y ¢ igual a la
distancia entre Ry Q+at, vemos que R—(Q +at) es ortogonal a u, de
donde podemos concluir que R— (Q +at) = v 6 R—(Q +al) = —0V,
de modo que tomando # = § 6 § = —0, segun sea el caso, tenemos
R—(Q + au) = 8V, es decir R = @ + au + V. Reciprocamente, para
cualesquiera nimeros reales a y § el punto @ +aud+ v € II. En efecto,

>
para todo ¢; € R tenemos que Q+t1U = Q+41(Q+1—Q) € Q(Q + U) <



168 IV.4. Ortogonalidad

IT y andlogamente, para todo t, € R tenemos que @ + tov € II. Ahora,
(Q + 201) + t(Q + 7V — (Q + 2a1)) € (Q + 2018)(Q +V) < II, en
particular, tomando t = 1/2 y 7 = 2/ tenemos que Q) + au + v € 1L
Observemos ademés que si (aq, £1) # (ag, B2), entonces Q+a i+ 1V #
Q + axu + (V. En efecto, si ay # aw, entonces U - (Q + ayu + 51V) =
U-Q+a; #U0-Q+ay =1u-(Q + agi + (V) y un resultado similar
se tiene cuando (1 # (3. Enunciemos los resultados que acabamos de
demostrar en el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Sill es un plano, ) € I1, U y V son vectores ortogonales
con norma 1 y ademas () +u, ) + Vv € II. Entonces cualquier punto del
plano 11 se puede representar de manera tinica como una suma de la
forma @) + ol + 0V, para algunos «, 3 € R. Reciprocamente, cualquier
suma de la forma @) + ad + vV con «, 3 € R es un punto en II.

Una generalizacion en cierto sentido del teorema 4.3 es el siguiente.

Teorema 4.4. Si u, Vv y W son vectores ortogonales entre si y de
norma 1, entonces cualquier punto R € R? se puede representar de
manera unica como una suma de la forma R = au + vV + yw, para
a,B,veR. Masain,a=R-u,=R-Vyy=R-wW.

Demostracién. Tomemos O = (0,0,0) y sea R € R3. Si P es el punto
donde se interseca la recta Ot con el plano ortogonal que pasa por
R, entonces tal plano ortogonal es {S € R* : (S — P)-d = 0} =
{SeR3: S =P+ s V+sw para i, € R}. Al tomar « tal que
at = P y los nimeros [y 7 tales que R = P + 3V + YW tenemos que
R = au + gV + yw. Finalmente tenemos que (ot + SV + W) - U = q,
(aUi+pV+9W) -V = By (ati+ BV +yW)-W = 7 con lo que el teorema
queda demostrado. ]

Supongamos ahora que tenemos una recta [ y un punto P ¢ [. La
recta [ se puede representar en la forma [ = {Se R3: S = Q + td
para algin ¢ € R3}, donde € [ y U es un vector de norma 1. Sea
Vv un vector de norma 1 ortogonal a u y tal que @) + V esté en el
plano al que pertenecen los puntos @@, Q + d y P. Por el teorema
4.3 existen numeros reales a y ( tales que P = ) + au + 0V, con
a # 0. Tomemos I' = {S € R*: S = P + tu para algin ¢t € R3}
y veamos que !’ || . En efecto, cualquier punto de !’ es de la forma
P+tdi=Q+ai+ (8 +1t)V el cual no estd en [ puesto que a # 0.
Veamos ahora que no existe ninguna otra recta paralela a [ que pase por
P. En efecto, supongamos que existiera otra recta paralela I” a [ que
pase por P ysea T € [” un punto diferente de P de manera que tenemos
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={SeR: S=P+tT— P) para algin t € R*}. Como T ¢ I,
entonces existen numeros reales o’ y ﬁ” con " # 0 tales que T =
P+a"d+p"v, ahora el punto V = P+(— 5,,)(T P)estden!” y ademés

V = Q+aui+pvV+(— ﬁ,,)(a”ﬁ—i—ﬁ” V) = Q—I—(a—ﬁﬂof, )u € [ contradiciendo
el hecho de que [ y [” son paralelas. Hemos asi demostrado la validez

del postulado de las paralelas (postulado 15).

DEFINICION 4.4. Cuando tengamos dos o mds vectores con norma 1y
que sean ortogonales entre si, diremos que tales vectores son ortonor-
males y también decimos que el conjunto cuyos elementos son tales
vectores es ortonormal.
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5. Isometrias entre Planos

DEFINICION 5.1. Dados dos planos II; y II. Una biyeccién 7 : I1; —
I, (de II; sobre Il) se dice que es una isometria entre los planos
si 7 preserva distancias, es decir si para cualesquiera dos puntos

P,Q € 11; se tiene que d(P,Q) = d(n(P),n(Q)).

Teorema 5.1. Si U y V son dos vectores ortogonales de norma 1 y
Q € R3, entonces la funcién n que a cada punto (o, 3) € R? le asigna
el punto Q + ol + 3V es una isometria entre el plano R? y el plano
{SeR3: S=Q+ i+ [V para algunos «, 3 € R}.

Demostracion. Sean (aq, 1) y (aa,B2) elementos de R La dis-
tancia entre estos puntos es /(a1 —a2)? + (81 — (2)? v la distan-
cia entre los puntos correspondientes en el recorrido de 7 es
Q — Q + (o1 — a)U + (61— B2) V| = \/](1 — ap)U + (81 — Bo)V|? =
VIl = ao)t? + [(B1 — B2V = /(o1 — a2)? + (81 — o). -

Teorema 5.2. La imagen bajo una isometria de una trayectoria plana
es una trayectoria plana.

Demostracion. Sea v, la imagen bajo una isometria n de una trayectoria
plana v, y ¢ : [a;b] — R?® una parametrizaciéon de ;. Demostremos
que o := 1 0y es una parametrizacion de y;. Como ¢, es continua,
entonces para todo zg € [a;b] y todo £ > 0 existe un 6 > 0 tal que
x € la;b] y |z — x| < d = |p1(x) — v1(x0)| < €, pero por ser i una
isometria, la dltima desigualdad implica que |1(¢1(x)) —n(e1(z0))| <€,
es decir que |pa(x) — p2(z9)| < € con lo que se ve que g es una
parametrizacién de ~s. ]

Teorema 5.3. La imagen bajo una isometria de una trayectoria plana
dada tiene la misma longitud que la trayectoria dada.

Demostracion. Sea n una isometria que transforma una trayectoria
plana 7, en una trayectoria e, es decir n[y1] = 72, donde ¢ : [a;b] —
R3 es una parametrizacion de v, y ¢y := 10y es una parametrizacién
de 7v,. El resultado se sigue del hecho de que para cualquier par-
ticion A = (to,t1,--+ ,t,) del dominio comun de ¢; y @9 se tiene que
2t |01(te) = e1(ter)| = gy l02(te) — @a(tr—r)]- .

Supongamos que incluida en un plano II estd una circunferencia con
centro en un punto @) y radio r > 0. Por el teorema 4.3 el plano II se
puede representar como I = {S e R3: S = Q+at+ 3V con «, 3 € R}.
Observemos que por definicién de isometria, la isometria entre R? y II
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que le asigna al punto (a, ) el punto @ + ot + BV transforma la
circunferencia incluida en R? con centro en el origen y radio 7 en la
circunferencia incluida en I con centro en () y radio r. Enunciemos
como teorema la observacién anterior.

Teorema 5.4. Sea (Q un punto del espacio R3, los vectores U y v
ortonormales y Il = {S e R*: S =Q + au + vV con o, € R}. La
isometria que a cada elemento (o, 3) del plano R? Ie asigna el elemento
Q + o + 3V transforma la circunferencia incluida en R? con centro en
el origen y radio r en la circunferencia incluida en Il con centro en @
y radio r.

Del teorema 5.4 y del teorema 3.4 se concluye el postulado 10. Del
teorema 5.4 y del teorema 5.3 se sigue el postulado 12. El postulado
de adicién de arcos (postulado 11) se sigue del teorema 3.3.

Supongamos ahora que AB es un rayo incluido en la arista de un
semiplano A y r es un nimero entre 0 y 7t. Como 7t es la longitud
de la semicircunferencia de radio 1 y centro A cuyos extremos estan
en la recta AD y los demas puntos en A, por el teorema 3.6 existe un
tinico punto P en la semicircunferencia tal que el arco menor AP tiene
longitud r, es decir ﬁ)AB = r. Por la unicidad dada en el teorema
3.6, cualquier rayo AP’ con P’ € A tal que £ P’AB = r corta a la
circunferencia en P, de manera que también se verifica el postulado de
construccién de dngulos (postulado 13).

Verifiquemos la validez del postulado LAL (postulado 14). Suponga-
mos que se tienen dos triangulos AABC y AA’B'C" donde la corres-
pondencia ABC' «— A’B'C' es del tipo LAL. En R? sea O = (0,0),
P = (AB,0) y Q sobre el eje de las abscisas tal que ZPOQ =~ ZABC
y OQ = BC, es decir de modo que PO(Q) «— ABC' sea una correspon-

dencia LAL. Si tomamos d = ﬁ (A—B) y vV ortogonal a i y de norma

1, tal que B + Vv estd del mismo lado de la recta AB que C'; entonces
la isometria (a, f) — B 4+ au + vV transforma el tridngulo APOQ en
el tridngulo AABC' (como las isometrias preservan las longitudes de
arcos y las distancias, debido al postulado de construccion de arcos y
al teorema de localizacién de puntos, la isometria asigna al punto @
el punto C, al punto P el punto A y obviamente al punto O el punto
B). Tenemos también que |P — Q| = |A — C], con lo que llegamos a
que la correspondencia es también del tipo LLL. Ahora, el arco menor
de radio 1 con centro en ), un extremo en el rayo @ y el otro en
el rayo Q—})) se transforma mediante la isometria en el arco menor de
radio 1 con centro en C, un extremo en el rayo CB y el otro en _/i,
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por lo que ambos arcos tienen la misma longitud, es decir £ BCA =
XOQP y analogamente se demuestra que £ BAC' = £OPQ, con lo
que hemos llegado a que la correspondencia PO(Q) «— ABC' es una
congruencia. De manera similar se demuestra que POQ «— A'B'C’
es una congruencia, por lo tanto ABC' «— A’B’C" es una congruencia
y terminamos la demostracién de la validez del postulado LAL.

Hasta ahora hemos verificado la validez de los primeros 15 postulados
de la geometria elemental (el postulado 15 se verificd en la seccién
4). En adelante podremos utilizar todos los resultados y definiciones
derivados de estos 15 postulados.

Veamos ahora la relacion que existe entre el concepto de ortogonali-
dad y el de perpendicularidad.

Teorema 5.5. Dos rectas son ortogonales en un punto () si y soélo si
son perpendiculares en ().

Demostracion. Sean [y y ly dos rectas ortogonales en un punto Q.
Tomemos dos vectores ortonormales U y Vv tales que Q +d € [ y
@ + Vv € ly. Tenemos, por los teoremas 5.3 y 5.4, que la isometria
de R? en {S e R*: S =@ + ad + vV tal que a cada elemento de
(o, ) € R? le asigna el punto @ + au + 4V transforma el arco menor de
la circunferencia con centro en el origen y radio 1 cuyos extremos son
(1,0) y (0,1) en el arco menor de circunferencia con centro en () y radio
1 cuyos extremos son @ + Uy @) + Vv, y ademdas ambos arcos tienen la
misma longitud. De manera analoga se puede demostrar que los arcos

— = e

menores (Q — d)(Q + V) (Q — 1)(Q — V)y (@ + U)(Q — V)con centro en
@ tienen la misma longitud que la del arco menor de la circunferencia
incluida en R? con centro en el origen y radio 1 cuyos extremos son (1, 0)
y (0, 1); luego por los postulados 11 y 12 la longitud de cada uno de éstos
es de 7 (longitud igual a i de la longitud de cualquier circunferencia
con radio 1), concluimos por lo tanto que %(Q + W)Q(Q + V) = 7, es
decir ll 1 lg.

Ahora, supongamos que [; | [y en . Sélo hay una recta ortogonal
a l; en el plano que contiene a l; y Iy, pero de lo anterior esa recta debe
ser perpendicular y la tnica recta perpendicular a [; contenida en el
plano es [, por lo tanto [; es ortogonal a [s. .

Debido al teorema 5.5, de aqui en adelante, los términos ortogonal
y perpendicular seran tomados como sinénimos.
Teorema 5.6. Si P,Re R3 O = (0,0,0) y § = £ POR, entonces
P-R=|P||R|cosb
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(cuando tenga sentido la expresion £ POR).

Demostracion. Tomemos en la recta O un sistema de coordenadas de
tal manera que a O le corresponda el cero y a P le corresponda |P|. En
esas condiciones tenemos que si un punto () € OP tiene coordenada q,

entonces () = L P. Por el teorema 4.2, el plano ortogonal a opP que

TP
pasa por R corta a OP en el punto %P, pero debido al teorema 5.5

este punto tiene coordenada |R|cos 6, es decir

(R-P) |R| cos
P P,
[P P
por lo tanto
P - R =|P||R|cos¥. .

Teorema 5.7. Las funciones trigonométricas cos y sen son continuas.

Demostracién. Sea v la circunferencia (incluida en R?) con centro en
(0,0) y radio 1. Tomemos un € > 0y 6y € R.

(COs (8), sen (8))

0.5}

SifeRyl|0—0) < m entonces |6 — 6| es la longitud de un arco
de 7 cuyos extremos son los puntos (cosf,senf) y (cosby,senby), de
modo que la cuerda tiene longitud menor o igual que |0 — 6y, pero la
cuerda mide 4/(cos 6 — cos )2 + (sen @ — sen )2, por lo tanto

|cosf — cos | = 4/(cos @ — cos )2

< 4/(cosf — cosby)? + (send — senby)? < |6 — 6o,

y ademas
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|send —senfy| = +/(send — sen )2

< 4/(cosf — cos )2 + (send — senby)2 < |6 — 6o,
por lo que si |# — 6y| < min{e, 7}, entonces

|cos —cosby| <e y |senf —senby| <e



IV.6. Definicién de Area 175

6. Definicién de Area

DEFINICION 6.1. Decimos que un subconjunto de un plano es acotado
si existe un circulo en el cual esta contenido.

Definiremos primero el concepto de area para algunos subconjun-
tos de R?, luego para subconjuntos de planos incluidos en R? via una
isometria.

DEFINICION 6.2. A un subconjunto de R? de la forma {(z,y) : a; <
r < ayy by <y < by}, donde ay,as,b1,bs € R son constantes, lo lla-
maremos caja plana. (También se le llamara caja plana a cualquier
conjunto que esté incluido en algin plano, y que sea de la forma
{(r,y,2) e R® : a1 <1 < ag, by <y<byyc <z < c}; donde
ay,as, by, ba, c1, co € R son constantes.)

DEFINICION 6.3. Si a1 < as v by < by, definimos el drea de la caja
plana {(z,y) : a1 < < axy by <y < by} como (az — a1)(ba — by).
Es decir, el area de una region rectangular con base horizontal y altura
vertical es el producto de la longitud de la base y la de la altura. El
area del conjunto vacio es cero.

Teorema 6.1. Sea R una caja plana con vértices (z,vy), (',y), (¢/,y)
v (z,y), donde x < 2’ ey <y. Sizx =zp <11 < -+ <2 =2,
Y=y <y < <Yn =Y y R, es la caja plana con vértices
(i1, 95-4), (@i yi-i)s (@i, y) ¥ (Tioa,y5), con v € Jy i={1,2,--+ ,n} y
J € Jm i={1,2,---  ;m}, entonces la suma de las dreas de cada una de
las cajas planas R; ; (coni€ J, y j€ Jy) es igual al drea de R.

Demostracion.
D a(Riy) = > > a(Rig) = >0 > (@i — wia)(y; — i)
i€Jn,jE€Jm im1j=1 im1j-1
= Z(% — T 1) Z(y] Yj1) = Z(% —zi 1)y —y)
i=1 j=1 im1
= (z—2")(y—¢) = a(R) .

Lema 6.1. La interseccion de dos cajas planas es una caja plana.

Demostracion. Sean {(z,y) : a1 <x <ayy by <y < b}y {(x,y) :
af < x < dyy b <y < by} dos cajas planas. El lema se sigue
del hecho de que la interseccion de esas dos cajas planas es la caja
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plana {(z,y) : af < x < aj y bf <y < b3} con af = max{a,a}},
ay = min{as, ab}, bf = max{by, b} y b5 = min{bs, b}}. .

DEFINICION 6.4. Sea C' = {(z,y) : a1y < x < a2y by <y < by} una
caja plana con a; < ag y by < by. Si P, = (xg,- -+ ,x,) es una particién
del intervalo [a1;as] y Po = (Yo, -+ ,Ym) €s una particion del intervalo
[b1; b2], decimos que la pareja ordenada (Py, P») es una particién de
la caja plana C.

DEFINICION 6.5. Sea € < R? un conjunto acotado, R una caja plana tal
que Qc R,y P = (P, P2) = ((xo, - ,Zn), (Yo, ,Ym)) una particién
de la caja plana R; tomemos para cadaie {1,--- ,n}yje{l,--- ,m}
la caja plana R;; = {(z,y) : zi1 <2 < 2 e yj—1 <y < y;}; sean
ademas
a(RZ‘J‘) si Ri,j N Q #* @,
um- =

0 si RZ'J(\Q:@

a(Rm-) si Ri,j C Q,
Vij =
0 si Riﬂ' N Q #* R%]
Decimos que el conjunto C = {R;; : R;; n Q) # @} es una cubierta
basica de Q (la correspondiente a la particién P). Decimos también
que

es una suma superior de areas bésicas de (2 (correspondiente a la
cubierta bésica C o a la particién P) y que

m n
=35,

j=1i=1

es una suma inferior de areas bésicas de Q) (correspondiente a la
cubierta basica C o a la particién P).

OBSERVACION. Con la notacién dada en la definicién anterior, v; ; <
Ui j YU <u.

DEFINICION 6.6. Sea R — R? una caja plana, y sean P = (P, P») =
((zo, =y n)y (Mo, s ym)) ¥y P = (P, P3) = (g, ), (Yoo o+
y,..)) dos particiones de la caja plana R tales que {zg,---,x,} <
{af, 2 vy {vos  Ym} < {W0, -+ YLy} Decimos que la particién
P’ es un refinamiento de la particién P.
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Lema 6.2. Sea Q un subconjunto de R? que estd incluido en alguna
caja plana R; P y P’ dos particiones de R tales que P’ es un refi-
namiento de P; C la cubierta basica de R correspondiente a la particion
P, y C' la cubierta basica de R correspondiente a la particion P’; u y
v las sumas superior e inferior respectivamente de areas basicas corres-
pondientes a C, y u' y v' las sumas superior e inferior respectivamente
de areas basicas correspondientes a C'. Tenemos que v < v’ < u' < w.

Demostracion. De la observacién anterior tenemos que v’ < u/. Ahora,
todo elemento S; j; de C' esta incluido en algin elemento R;; de C y
ademads Sy ;» pertenece a la cubierta bésica C; ; de R; ; correspondiente
a la particiéon P, pero por el teorema 6.1, la suma de las areas de los
elementos de la cubierta basica de R; ; correspondiente a P’ es el area
de R; ;. Por lo tanto

u = Z a(Si ) = Z Z a(Si.y7)

Si’,j’GC, RiJEC SZ-/JIGC’mCM
< > D alSey) = ) alRiy) =u
Ri,]’EC Silyj/GCi,j RiijC

Demostremos ahora que v < v’. Observemos que si R;; € C es tal
que R; ; < 2, entonces todo elemento Sy j; de la cubierta bésica C; ; de
R; ; es un elemento de C' que estd incluido en €. Por lo tanto

V= Z a(Ri’j)

QDRi’jEC
= D D, alSey) < Y alSiy) =0 .
QDRZ"]'EC SUJ/ECZ‘J Si/7j/EC’

Teorema 6.2. Si v es una suma inferior de areas basicas de ) y u
es una suma superior de areas bdsicas de () (no necesariamente corres-
pondientes a la misma cubierta basica), entonces

v < U.

Demostracion. Tenemos que v es la suma inferior de areas basica co-
rrespondiente a una cubierta basica C de €2 y que u es la suma superior
de areas bésica correspondiente a una cubierta bésica C' de €). Tenemos
también que existen dos cajas planas Ry R’ con sus respectivas parti-
ciones P = ((zo,*++ @), (Yo, - s ym)) v P = (5, -+ 20), (W0, -+
y'.1)), tales que C es la cubierta bésica de §2 correspondiente a la par-
ticion P y C' es la cubierta basica de €2 correspondiente a la particién
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P’ Para construir una caja plana que contenga tanto a R como a
R sea xf = min{xg — 1,2 — 1}, yg = min{yo — 1, y5 — 1}, 2,0 =
max{z, + 1,2, + 1} ey 1 = max{y,, + 1,y,, + 1}, y tomemos la

. ' 4 : " " " " " "
caja plana R” cuyos vértices son (zf,y0), (T8, Yrims1)s (Tminii1sYG)

" x " "
Y (@ i1 Ymami+1). Observemos que P* = ((x(, o, - -+ , Ty T yri0),
(Y0 Yo, s YUm» Ymsmiso)) €8 una particion de R” a la cual corresponde
3 L /% " / / " " !/ !
la cubierta basica C, y P™* = (@0, 20, -+, X, T i ia), (Y0, Yo Yot

Yy ov42)) €S una particiéon de R” a la cual corresponde la cubierta
basica C'.

N " " " " " "

Sea P - ((5507 I T 7xn+n’+2)7 (ym Yi, 7ym+m’+2)) un refina-
miento comun de P* y P'™*. Observemos que v es la suma inferior
de areas bésicas correspondiente a la particién P* y que u es la suma
superior de areas béasicas correspondiente a la particion P*. Ahora,
sean u” y v” las sumas superior e inferior de dreas bésicas respectiva-
mente, correspondientes a la particion P”*. Por el lema 6.2 tenemos
que v < 0" <u” <. .

DEFINICION 6.7. Sea  un subconjunto acotado de R2. Definimos el
area exterior de (2, a*(2), como

a*(Q2) :=inf{u : u es una suma superior de areas basicas de 2}.
Asimismo, definimos el drea interior de 2, a,(2), como

a,(€2) :=sup{v : v es una suma inferior de areas basicas de 2}.

De las definiciones de area interior y area exterior, y del teorema 6.2,
se sigue inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 6.2.1. Si Q es un subconjunto acotado de R?, entonces
a.(2) < a*(Q2).

Teorema 6.3.

(a) Si R < R? es una caja plana, entonces a,(R) = a*(R).

(b) Si I = R? es un segmento, entonces a,(I) = a*(I) = 0.

(c) SiQ = {P} con PeR?6si) =g, entonces a,() = a*(2) = 0.
Demostracion. El inciso (a) se sigue de los teoremas 6.1 y 6.2. Si
observamos que no existe ninguna regién rectangular incluida en un
segmento I, tenemos que a,(I) = 0. Ahora, si el segmento es vertical,

entonces es de la forma I = {(xg,t) : t € [y;y']} cony < y'. Como para
todo nimero natural n tenemos que I < R, := {(s,t) : s € [zo; 20 +
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11,t € [y; ']}, entonces a*(I) < a*(R,) = L(y' — y). Haciendo tender
n a oo vemos que a*(/) = 0. Analogamente se tiene que a*(/) = 0
cuando I es horizontal.

Cuando I estd inclinado con pendiente positiva, sean (z,y) y (2’

sus extremos con z < ' y y < y'. En este caso definimos R} := {(s,
selz+ 2@ —a)jo+ E@' —2), te ly+ B — vy + E(y —
y)]}, con k € J, y vemos que I < |J;_, R y a*(I) < >;_,a(R}) =
St =@ =)y —y) = 2(z — 2')(y —y) y haciendo tender n a oo
vemos que a*(/) = 0. Andlogamente se tiene que a*(/) = 0 cuando [
tiene pendiente negativa.

Y
)

Si P = (z,y) € R?, entonces tanto a*({P}) como a*(&) son menores
o iguales que a({(s,t) : s€[z;z+ L],t € [y;y + 1]}) = 5, v al hacer
tender n a infinito, tenemos que a*({P}) = a*(@) = 0. .

DEFINICION 6.8. Cuando € es un subconjunto acotado de R? cuya drea
exterior es igual al area interior, decimos que el area de €2, denotada
a(£2), es el valor comin de a*(2) y a.(£2); ademds decimos que €2 es

un conjunto con area. A los conjuntos con drea también se les llama
Jordan-medible en R

Teorema 6.4. Si §2; y €2y son dos conjuntos disjuntos con area, en-
tonces €)1 U )y es un conjunto con area y

a(Ql U Qg) = a(Ql) + a(Qg).

Demostracion. Demostremos primero que a, (23 U€s) > a(€y) +a(82s).
Sea R una caja plana que contiene a §2; U 2y y para cada € > 0, sea
U1 una suma inferior de areas basicas de {}; correspondiente a una
particion P, de R, y vs. una suma inferior de areas bésicas de (2,
correspondientes a la particion P, de R, tales que a(€1) < vi. + §
y a(Q2) < va. + 5. Por el lema 6.2, si v es una suma inferior de
areas basicas de €2; U 2y correspondiente a un refinamiento comun
de P, y P, entonces v > vy, + vae, por lo que a,(2; U ) > v >
U1 + V2. > a(€d) 4+ a(€22) — €. Haciendo tender € a cero, tenemos que
a*(Ql U Qg) = a(Ql) + a(Qg).

Demostremos ahora que a*(€; u Q2) < a(€y) + a(€2). Con una
idea parecida a la del parrafo anterior, tomemos una caja plana R que
contenga a 2; U {3. Sean wu; una suma superior de areas basicas de
), correspondiente a una particién P; de R y us una suma superior de
areas basicas de )y correspondiente a una particién P, de R, tales que
up < a*() + 5 y up < a*({d) + 5. Sea ahora v una suma superior de
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areas basicas de €2, U2, correspondiente a un refinamiento comin de P;
y P, y observemos que del lema 6.2 podemos deducir que u < u; +uq.De
lo anterior concluimos que a*(2;U8) < u < uy+ug < a(y)+a(s)+e,
obteniendo, al hacer tender € a cero, que a*(£2; U ) < a(€) + a(Q2s).

De los parrafos anteriores y del corolario 6.2.1 tenemos que 21 U €2
es un conjunto con area y a(§2; U Qs) = a() + a(€s). .

OBSERVACION. Debido al lema 6.2, siempre que tengamos una coleccién
finita {Qq,---,8,} de subconjuntos acotados de R?, existird una caja

plana R o U Q. y una particién P de la caja plana R tal que para

todo € > 0 y todo ke {1,2,--- ,n} tengamos que la suma superior
de areas basicas uy de €2y, correspondiente a P,y la suma inferior de
areas basicas vy de ), correspondiente a P, satisfacen la desigualdad
a. () <vp +eyup—e<a* ().

Teorema 6.5. Si )y y (), son conjuntos con area, entonces también
lo son 1 N Qy y 2y U Qy. Mas atin,

a(Ql U Qg) = a(Ql) + a(Qg) — a(Ql M Qg)

Demostracion. Sea R una caja plana tal que Q; U 2y € R y para
todo € > 0 sea P. una particién de R tales que las sumas superiores
de areas basicas u; y us de €y y 25 respectivamente, correspondientes
a la particién P son tales que u; < a(fl) + ey up < a(Qs) + ¢,
y las sumas inferiores de areas basicas vy y vy de €1 y )y respectiva-
mente, correspondientes a la particién P. son tales que v; > a({) —cy
vg > a({)y) —e. Sean ademds u y v las sumas superior e inferior respec-
tivamente de areas basicas de €2y U {25 correspondientes a la particién
P.. Tenemos que
up < vy + 2¢

y
Uy < Vg + 2¢,

por lo que la suma de las areas de los elementos de la cubierta de
Q1 U Qy, correspondiente a la particién P., que no estan incluidas en
Q1 U €y, es menor que 4e, es decir u — v < 4e. Por lo tanto,

v <a,(Qu ) <a*(u) <u<ov+de,
es decir

a* (U Qy) —a.( uy) <4e, paratodo e > 0,
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y ast a, (1 Uy) = a* (2 U y), teniéndose que 27 U2 es un conjunto
con &rea.

De manera similar, si ' y v’ son las sumas superior e inferior respec-
tivamente de dreas basicas de €2y n {25 correspondientes a la particién
P., entonces la suma de las areas de los elementos de la cubierta de
Q1 Ny, correspondiente a P., que no estan incluidas en €2y n )y, es
menor que 4e, es decir v’ — v’ < 4¢. Por lo tanto,

v < a, (2 ) <a* (2 N Q) < <+ e,
es decir
a'(h N Qy) —a, (0 N Qy) <4e, para todo € > 0,

y ast a, (1 N Q) = a* (2 N y), teniéndose que Q5 N2y es un conjunto
con area.

Por otro lado, al observar que
U=u; +uy —u

y que
/
V="V + UV — U,

obtenemos

a(y) +a(Q) —a( N Q) — 2¢
= (a(fh) — &) + (a($22) — &) —a(fh N )
<v v =0 =0
<a(iud) <u=u +uy—u
< (a() +¢e) + (a(€22) + ) — a(Q N Qo)

=a() + a(Q) —a(h N Q) + 2¢,

por lo tanto

|a(Ql U Qg) — (a(Ql) + a(Qg) — a(Ql N Qg))| < 28,
para todo € > 0, concluyendo que
a(Ql U Qg) = a(Ql) + a(Qg) - a(Ql M QQ) L]

DEFINICION 6.9. Si A es un conjunto de puntos y P es un punto,
definiremos a la suma de P con A como P+ A :={Q: Q=P+ R
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para algin R € A}. Ademés diremos que P + A es una traslacién del
conjunto A.

Teorema 6.6. Si 2 es un conjunto con area, entonces cualquier
traslacion de €2 tiene area igual a la de ).

Demostracién. Sea P € R2?. El teorema se sigue de los siguientes
hechos: La traslacién P + R de cualquier caja plana R es también una
caja plana tal que se cumple a(P + R) = a(R). Si C es una cubierta
basica de 2, entonces C' := {S": S’ = P + S para algin S € C} es
una cubierta basica de P + ). Si u es la una suma superior de areas
bésicas de €2 correspondiente a C, entonces también es la suma superior
de areas bésicas de P + ) correspondiente a C'. Si v es la una suma
inferior de areas basicas de €2 correspondiente a C, entonces también
es la suma inferior de dreas béasicas de P + Q correspondiente a C’.
Dejamos los demas detalles de la demostracion para el lector. ]

Teorema 6.7. Dado un triangulo rectangulo con catetos paralelos
a los ejes de coordenadas, la region triangular correspondiente es un
conjunto con area y el area es igual a la mitad del producto de las
longitudes de los catetos.

Demostracion. Calculemos primero el area de la region triangular 7'
cuyos vértices son los puntos (0,0), (a,0) y (a,b), con a y b positivos.
Observemos que si R = {(z,y) € R? : 0 < y < YWl y ot D)
<z < %} entonces C' := {Ry' : ke {23, -+ ,n}} estd formada por

los elementos de una cubierta basica de T que estan incluidos en T,
por lo que una suma inferior de areas basicas de T es

n n

(b(k —1)/n)((ak — a(k — 1))/n) = Z ab(k —1)/n?

k=2 k=2
_ ab - (h—1) = ibn_lk: afb(n—l)n _ ab(n—1)7
n? = n? Pt n? 2 2n

por lo tanto a,(T) = =1 y tomando el limite cuando n — oo
>

% Ahora, si R, = {(z,y) e R?: 0 <y <
y w < 2 < %} entonces C := {Ry : ke {1,2,3,---,n}} es una
cubierta bésica de T y la suma de las areas de las cajas planas de tal
cubierta basica es

n n

(bk/n)((ak — a(k — 1))/n) = > abk/n® = Z[; i k

k=1 k=1

tenemos que a, (7)) o
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_abn(n+1) ab(n+1)

n? 2 2n
por lo tanto a*(7) < %;1) y tomando el limite cuando n — o
tenemos que a*(T') < 2. Asf tenemos que
ab

a*(T) < 5 < a.(T) < a*(T),

por lo tanto T" es un conjunto con area y su area es igual a %lb'

De manera analoga se demuestra que el area de una regién triangular
cuyos vértices son los puntos (0,0), (a,0) y (a,b) es igual a % en los
siguientes casos: a >0y b<0;a<0yb>0;ya<0yb<O.

Observando que cualquier regién triangular determinada por un trian-
gulo rectangulo con catetos paralelos a los ejes de coordenadas es una
traslacién de una region triangular cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(a,0) y (a,b) con a y b diferentes de cero y que las longitudes de los
catetos se preservan, tenemos que tales regiones triangulares son re-
giones con area y el area es igual al producto de las longitudes de los

catetos. (]

Teorema 6.8. Si (); y {2 son conjuntos con area y €2y c )y, entonces
2o\ es también un conjunto con drea y ademaés

a(Qg\Ql) = a(Qg) — a(Ql).

Demostracion. Sean u; v us sumas superiores de areas basicas de €2 y
(), respectivamente, y v; y vo sumas inferiores de areas basicas de 2,
y € respectivamente (todas correspondientes a una misma particién
P) tales que a(§2;) < vy +¢e, a(Qa) <vate,up —e <a(y) yu—e <
a(f22). Sean ahora u; la suma superior de dreas bésicas de 25\§2
correspondiente a P y v la suma inferior de areas bésicas de 25\
correspondiente a P. Observemos que u = us — 01 y v = v9 — uy. Con
esta notacion tenemos que

ax(2\Q21) < a*(\h) <u
— uy — 1 < (a(Qs) +€) — (a(l) — &)
— a(Q) — a() + 2¢
<(va+¢e)—(v1—¢)+2¢

= v +4e < a,(\Q) + 4e.
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Haciendo tender ¢ a cero se tiene la conclusién del teorema. "

Del teorema 6.8 se sigue inmediatamente el corolario siguiente.

Corolario 6.8.1. Si €y y €2y son conjuntos con area y §2; < §)o,
entonces a(£)) < a({ls).

Teorema 6.9. Sea R una region rectangular (no necesariamente con
lados paralelos a los ejes de coordenadas) con longitud de la base a y
longitud de la altura correspondiente b. El conjunto R es un conjunto
con drea y a(R) = ab.

Demostracion. En el caso en que los lados de R sean paralelos a los
ejes de coordenadas por definicion el resultado es valido. Supongamos
pues que los lados de R no son paralelos a los ejes de coordenadas.
Sea A = (z9,0) el vértice que estd mas abajo, B = (z1,y1) el vértice
que estd més a la derecha, C' = (z9,y2) el que estd més a la arriba,
D = (z3,y3) el que estd més a la izquierda, 6 la inclinacién de AB y ob-
servemos que R esta contenido en la regién rectangular R’ con vértices
Vi= (z1,%), Vo = (#1,92), Vs = (23,92) vy Vi = (3,%), y ademés R’
tiene lados paralelos a los ejes de coordenadas. Sea T} la regién trian-
gular determinada por AAViB, T, la region triangular determinada
por ABV,C, Ty la regién triangular determinada por ACV3D y Ty la
region triangular determinada por ADV,A, por los teoremas 6.4, 6.5,
6.7, 6.8 y del hecho de que los segmentos tienen area cero, tenemos que
R es un conjunto con area y ademas

a(R) = a(R') — (a(Th) + a(Ty) + a(T3) + a(Ty))

= (bcosB + asen®)(bsenf + acosb)

b2 cos O sen a? cosfsen b2 cos @ sen a? cosfsend
- ( 2 + 2 + 2 + 2 )

= ab((cos0)? + (sen6)?) = ab. .

Observando el hecho de que cualquier regién triangular es la inter-
seccion de tres regiones rectangulares y usando el teorema anterior
obtenemos el corolario siguiente.

Corolario 6.9.1. Cualquier regién triangular contenida en R? es un
congunto con drea.
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Teorema 6.10. Sea () un conjunto acotado.

(a) a,(2) =sup{a(A): Ac Qy A es un conjunto con drea}.
(b) a*(Q2) = inf{a(A): Q< A y A es un conjunto con drea}.

Demostracion. Las demostraciones de los incisos (a) y (b) son andlogas
por lo que solamente demostraremos el inciso (b). Si 2 < A, donde A
es un conjunto con area, entonces cualquier cubierta basica de A tiene
un subconjunto que es una cubierta basica de €. Reciprocamente, toda
cubierta basica de §2 estd incluida en una cubierta basica de A. Por lo
tanto, a*(€2) = inf{u : w es una suma superior de areas basicas de €2}
< inf{u : u es una suma superior de dreas basicas de A} = a(A), te-
niendo asi que a*(£2) < a(A). Ahora, del teorema 6.5 podemos concluir
que la unién de los elementos de cualquier cubierta basica C de € es
un conjunto igual a la suma superior de areas basicas de {2 correspon-
diente a C, de donde se sigue que {u : wu es una suma superior de
areas basicas de Q} < {a(A) : Q@ < Ay A es un conjunto con area},
por lo tanto a*(2) = inf{u : wu es una suma superior de areas basicas
de Q} > inf{a(Q) : Q@ < Ay A es un conjunto con area} > a*({2),
teniéndose asi que

a*(Q) =inf{a(4): Q< A y A es un conjunto con area}. .

Con los resultados hasta ahora vistos en esta seccién, podemos ver
que si nos restringimos a subconjuntos del espacio R?, se satisfacen los
postulados 16, 17, 18 y 19, es decir se satisfacen los postulados que
describen el concepto de area. En efecto, el postulado 16 es conse-
cuencia del hecho de que las regiones rectangulares preservan el area
bajo isometrias (teorema 6.9) y del teorema 6.10; el postulado 17 es
consecuencia de los teoremas 6.3 y 6.5; el postulado 18 se deduce de
los teoremas 6.3, 6.5, 6.8, del corolario 6.9.1 y de la definicion de &rea;
finalmente, el postulado 19 equivale al teorema 6.9. Para ver que estos
teorema se satisfacen cuando estamos hablando del espacio R? basta
con decir que un conjunto € contenido en un plano II < R3 es un
conjunto con Aarea si es la imagen bajo una isometria 1 : R? — II
de un conjunto con drea Q' < R? y definir a(Q2) := a({’). De aqui
en adelante utilizaremos todos los resultados de la geometria elemental
que se deducen de éstos 19 postulados.

Demostremos ahora que las formas como se definen las areas de
circulos y sectores circulares son consistentes con las dadas en esta
seccion.
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Teorema 6.11.

(a) El drea de un circulo de radio r es mr?.

(b) El drea de un sector determinado por un arco cuyo dngulo central
mide 0 y de radio r es 3r20.

Demostracion. El inciso (a) es consecuencia del inciso (b) y de los
teoremas 6.3 (b) y 6.5, por lo que solamente demostraremos el inciso
(b).

Sea 7 el arco de una circunferencia (incluida en R?) cuyo angulo
central mide 6§ y con radio r. Denotemos por S a la seccién circular
correspondiente al arco y supongamos por el momento que el centro
del arco es O = (0,0), uno de los extremos es (r,0) y el otro extremo
P = (x,y) estd sobre el eje de las abscisas. Una parametrizacion de
v es la funcién ¢ : [0;0] — R? definida por ¢(t) = (rcost,rsent).
Tomemos una particion (o, t1,-- - , t,) del intervalo [0; #] y observemos
que cada triangulo de la forma AOg(t;_1)p(t;) tienen drea menor o
igual que r|p(tr) — ¢(tk_1)|/2, pero rlp(ty) — ¢(tk-_1)|/2 es el drea de
la region determinada por el cuadrilatero con vértices O, p(tp—1), P
v (ty), donde Py € 7y es tal que OFy, L ¢(tx)p(tr_1). Ahora, la unién
de cada una de las regiones determinadas por estos cuadrilateros (que
estd incluida en la seccién circular) tiene drea igual a

Zn] l(tr) —280(tk1)|r _ g Zn] lo(ts) — ot 1)),

por lo tanto

n

r
a,(9) = B Z [ (tr) — (k1)
k=1
y tomando el supremo sobre las particiones tenemos que

r 1,
* = = = = . 1
a(S)>29r 297’ (1)

Al trazar la recta tangente al arco de circunferencia en el punto ¢(tx),
el rayo O—P;: corta a la tangente en un punto N, exterior a la cir-
cunferencia, de manera que la unién de las regiones rectangulares con
vértices O, @(tp_1), Nk v @(tx) contiene a S y el drea de tal unién es

ZZ:l lp(te) — @(tk—1)|012v’“, por lo tanto

w(5) = 3 fe(te) — pltin)| 22 2)
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Ahora, con la particion (to,t1,...,t,) = (0,4, ... (k=1)0 &8 . 0),

'n? ) n Yttt

tenemos que para n suficientemente grande (n > 10, por ejemplo)

0
lo(tr) — @(tk—1)|ONg = |27 sen (Qn)

or* 0 or®  Or? 0 0
=L+—TPka<L+Lsen <2> tan ()

0
(T—f—Pka) < 27’% (T—f—Pka)

n n n n n 2n
- or? N 0r? (0/2n)? _ or? 27‘2(9/271)3' 3)
n n cos(6/2n) n cos(0/2n)

De (2) y (3) tenemos

. L (0% 2r%(6/2n)? 1, 1r20(0/2n)?
a’(5) < 2 (n * cos(0/2n) ) = §9T * cos(6/2n)’

pero como % —> 0 cuando n —> o y ademas la funcién cos es

continua tenemos ]
a*(9) < 567“2,

con esta ultima desigualdad y con la desigualdad (1) concluimos la
demostracion del teorema. .

Teorema 6.12.

. senf
ey =

Demostracién. Si 0 < 6 < J, tenemos que la regién triangular cuyos
vértices son O = (0,0), (cos,0) y (cosf,senf) estd incluida en el
sector circular determinado por el arco con centro en O y extremos en
(cos6,0) y (cos@,sen), y este sector circular a su vez esta incluido en

la regién triangular cuyos vértices son O, (1,0) y (1,tand), y sus areas

respectivas son M, g y tage, por lo tanto
cosf@senf 0 tand
— < =< ,
2 2 2
de donde obtenemos
0 1
cosf < <

o equivalentemente
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Y
\ 3
! |
\
wy=1/cos (©) |
\

Como cosf = cos(—0) y B¢ = w, tenemos que (4) también es
valido cuando —F < 6 < 0. Tomando en (4) el limite cuando § — 0

y usando el teorema 5.7 tenemos el resultado deseado. ]

En la cultura griega antigua no se conocia tal como lo conocemos
ahora el concepto del limite, sin embargo, en el siglo I1I antes Cristo, el
astronomo y matematico Eratdstenes logréo medir con gran precision el
diametro de la Tierra usando implicitamente el teorema anterior. En el
libro “Geometria Moderna” de Moise y Downs se da una descripcion de
cémo Eratéstenes midié la Tierra. El teorema anterior sirve entre otras
muchas cosas para describir de manera aproximada el movimiento de

un péndulo simple.

FEjercicio 6.1. Con la definicion de area dada en esta seccién, demostrar
que el area de una circunferencia es cero.
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7. Definicién de Volumen

DEFINICION 7.1. Decimos que un subconjunto de R?® es acotado si
existe un cuerpo esférico en el cual esta incluido.

DEFINICION 7.2. A un subconjunto de R? de la forma {(z,y,2) : a1 <
T < agb <y <byyc <z <}, donde ay,ag, by, by, cr,c0 € R, o
llamaremos caja.

DEFINICION 7.3. Si en una caja {(z,y,2) : a1 < x < as,by <y < by
y ¢ <z < ¢o} tenemos que a; < ag, by < by y ¢ < o, definiremos el
volumen de tal caja como (ay — ay)(by — by)(c2 — ¢1) y diremos que
cualquier puntos (a;, b;, c) con ¢, 7,k € {1,2} es un vértice de la caja.
El otro posible caso de caja es el conjunto vacio cuyo volumen se
define como cero.

Lema 7.1. La interseccion de dos cajas es una caja.

Demostracion. Si tenemos dos cajas {(z,y,2) 1 a1 <z < ag, by <y <
. !/ ! !/ / ! /
by <z<cly{(z,yz): a)<z<ayb <y<byycd <z<d},
su interseccién es la caja {(x,y,2) : af <z <ab,bf <y <blyci<
z < 3}, donde af = méx{ay,a}}, a5 = minf{ay, al}, bf = max{by, )},
by = min{be, b4}, ¢f = méax{ci,c}} y ¢ = min{co, ¢y }. .

DEFINICION 7.4. Sea C' = {(z,y,2) : a1 <= < ag, by <y < b}y
1 < z < ¢} unacajacon a; < ag, y by <byyc <co. SiP =
(2o, -+ ,x,) es una particién del intervalo [ay; as], Py = (Yo, - , Ym) €S
una particién del intervalo [by;02] v P3 = (20, ,yn) €s una particion
del intervalo [cq; 2], decimos que la terna ordenada (P, Py, P3) es una
particion de la caja C.

DEFINICION 7.5. Sea €2 < R? un conjunto acotado, R una caja tal que
Q - R7 y P = (P17P27P3) = ((fL’(],"‘ 7xn)7(y07"' Jym)7(207"' 7Zh))
una particion de la caja R; tomemos para cada ¢ € {1,---,n}, j €
{1,--- . m}yke{l,--- h}lacaja R ;r = {(z,y,2) : ;1 <2 < ay,
Y1 <Y<Y, ¥V 21 < 2 < z}; sean ademads

VOl(Ri,j’k) si Rz‘,j,k N Q # o,

Ui jk =
0 si Ri,j,k N =0

VO](Ri,jJC) si Ri,j,k C Q,
Vijik =
0 si Ri,j,k N Q #* Ri,j,k-
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Decimos que el conjunto C = {R; j : R;;r Nl # T} es una cubierta
basica de 2 (la correspondiente a la particién P). Decimos también

que
h m n
D IDIP NN
k=1j=1i=1

es una suma superior de volimenes bésicos de ) (correspondiente
a la cubierta bésica C o a la particién P) y que

h m n

0= 35S

k=1j=11i=1

es una suma inferior de voliimenes bdésicos de 2 (correspondiente
a la cubierta basica C o a la particién P).

OBSERVACION. Con la notacién dada en la definicién anterior, v; ;5 <
Uik Y U <u.

DEFINICION 7.6. Sea R < R3 una caja, y sean P = (P, P, P3) =
((x()f" 7xn)7(y07"' ;ym)7 (207"' 7Zh))yP,:( 1/7 2/7Pé):((x67 ;

o)y (Y Yhw)s (26, ¢ 4 27,)) dos particiones de la caja R tales que
{x07"' axn} - {IE67 7‘7;'//7/}7 {y()v"' aym} - {967 7y7/n’} y {207"' )
2z} < {2, -, 2} Decimos que la particiéon P’ es un refinamiento

de la particion P.

La demostracion del siguiente lema se omite debido a que es similar
a la del lema 6.2.

Lema 7.2. Sea Q un subconjunto de R? que estd incluido en alguna
caja R; P y P’ dos particiones de R tales que P' es un refinamiento de
P; C la cubierta basica de R correspondiente a la particion P, y C' Ila
cubierta basica de R correspondiente a la particion P'; u y v las sumas
superior e inferior respectivamente de voliimenes bdsicos correspon-
dientes a C, y v’ y v’ las sumas superior e inferior respectivamente de
voliimenes basicos correspondientes aC’. Tenemos quev < v’ < u' < u.

A continuacién daremos las definiciones de volumen interior, volu-
men exterior y de conjunto con volumen, las cuales son similares a los
conceptos de area dados en la seccion 6.

Siempre que esté definido el volumen de un conjunto B lo podremos
denotar por vol(B).

DEFINICION 7.7. Sea B < R? un conjunto acotado. Definimos el vo-
lumen interior de B como vol,(B) := sup{v € R : v es una suma
inferior de volimenes basicos de B}.
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DEFINICION 7.8. Sea B < R? un conjunto acotado. Definimos el
volumen exterior de B como vol*(B) := inf{u € R: u es una suma
superior de volimenes bdasicos de B}.

DEFINICION 7.9. Sea B < R?® un conjunto acotado. Si vol*(B) =
vol,(B), decimos que B es un conjunto con volumen y al valor
comun de vol,(B) y vol*(B) le llamaremos volumen de B y lo de-
notaremos simplemente por vol(B). A los subconjuntos de R?® que
son conjuntos con volumen también se les llama conjuntos Jordan-
medibles.

El siguiente teorema resume muchas propiedades relacionadas del
concepto de volumen que son similares a las de area. Las demostra-
ciones de los enunciados de tal teorema son andlogas a las de los re-
sultados concernientes a areas dados en la seccién anterior, por lo que
omitimos su demostracion.

Teorema 7.1.
(a) Si B € R? es un conjunto acotado, entonces vol,(B) < vol*(B).

(b) Si B es una caja, entonces vol,(B) = vol*(B). Es decir, las cajas
son conjuntos con volumen.

(c) Si A y B son conjuntos acotados tales que A — B, entonces
vol,(A) < vol,(B) y vol*(A4) < vol*(B).

(d) Si B es un conjunto con volumen 0 y A < B, entonces A también
tiene volumen 0.

(e) Si Ay B son dos conjuntos con volumen, entonces A U B es un
conjunto con volumen.

(f) Si A y B son dos conjuntos con volumen y A — B, entonces B\ A
es un conjunto con volumen y

vol(B\A) = vol(B) — vol(4).
(g) Si Ay B son conjuntos con volumen, entonces B\ A es un conjunto
con volumen.

(h) Si Ay B son conjuntos con volumen, entonces An B es un conjunto
con volumen.

(i) Si A y B son dos conjuntos disjuntos con volumen, entonces

vol(A u B) = vol(A) + vol(B).
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(j) Si A y B son dos conjuntos con volumen, entonces

vol(A U B) = vol(A) + vol(B) — vol(A n B).

Utilizando induccién matemética y el inciso (j) del teorema 7.1, pode-
mos deducir el siguiente corolario.

Corolario 7.1.1. Sean Bi, Bs, ..., B, conjuntos con volumen tales
que para cualquier par de nimeros i,j € {1,2,--- ,n}, con i # j, se
tenga que vol(B; n B;j) = 0. Tenemos la siguiente igualdad

vol <LTLJ Bk> = i VOl(Bk).

k=1

DEFINICION 7.10. Cuando nuestro contexto marque que nuestro espa-
cio es el conjunto R3 definiremos los planos YZ, XZ y XY de la siguiente
forma: YZ := {(z,y,2) e R?: x =0}, XZ := {(z,y,2) e R®: y = 0},
XY = {(x,y,2) e R*: 2 =0}.

Aclaremos que si bien la definicion que acabamos de dar de plano
XY no es precisamente la misma que la dada con anterioridad, sera la
que tomemos al menos en esta seccion.

Lema 7.3. Si una de las bases de un cilindro recto es un conjunto
con area paralelo a alguno de los planos XY, YZ 6 XZ, entonces el
cilindro es un conjunto con volumen y su volumen sera el area de la
base multiplicada por su altura.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso en que alguna
de las bases del cilindro sea paralela al plano XY (los demés casos se
hacen de manera anéloga).

Sea C' un cilindro con una base paralela al plano XY y altura h. La
proyeccion del cilindro C' en el plano XY es un conjunto A congruente
con la base del cilindro por lo que tiene la misma drea a(A) que la base.

Dadoe > 0, sea {Ay, Aa, -, Ay, A, - -+, Ay} una cubierta bésica
de A de n cajas planas tales que Ay,--- A, € A, A1 n A #
Apmity o Ann A# A,y

i a(Ay) +¢/h > i a(Ar) > a(A) > i a(Ag). (1)

Sea I = {(0,0,z) : a < z < b} la proyecciéon de C en el eje Z
(es decir, en la recta {(0,0,2) : z € R}). Observemos que h = b — a,
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C={(z,y,2): (z,9,0) e Ay z € [a;b]} y admas las cajas de la familia
{Cy,-+,Cpy -+, Cy} definidas por Cy = {(x,y,2) : (z,y,0) € A y
z € [a;b]} forman una cubierta bésica del cilindro C tal que C}, < C
para ke {l,--- ,m}, CpynC # Cyparake {m+1,--- n}yvol(Cy) =
a(Ag)h para k€ {1,--- ;n}. Asi, de (1) tenemos que

e+ vol,(C) = i vol(Cy) +e=h (i a(Ax) + Z)

k=1

> Y ha(A) = Y vol(Cy) = vol*(C) (2)
=1 k=1

ol,(C), es decir C' es un
tenemos que

y haciendo ¢ — 0 vemos que vol*(C)
conjunto con volumen. Ahora, de (1) y (2

M: \_/II

e+ vol(C)) > ha(A i (Ap) = h < (Ak)—;> > vol(C) — &

k=1

y de nuevo haciendo ¢ — 0 vemos que vol(C') = ha(A), es decir
vol(C') es el drea de la base de C' por su altura. .

Mas adelante verificaremos la férmula para calcular el volumen de
un cilindro sin importar si alguna de sus bases es paralela a alguno de
los planos XY, YZ 6 XZ.

Teorema 7.2. Si A = R3, entonces

vol,(A) = sup{v : v es el volumen de un conjunto incluido en A}

y

vol*(A) = inf{u : wu es el volumen de un conjunto que incluye a A}.

Demostracion. La demosracién es similar a la del teorema 6.10. Los
detalles de la demostracion se dejan al lector. ]

DEFINICION 7.12. En el espacio R? definamos las siguientes transfor-
maciones

(a) Rotaciones o giros  con respecto a los ejes X, Y y Z respecti-
vamente como

ijg : R3 —> RS

(z,y,2)—(x,y cos—z sen 0,y sen 0 +z cos 0)

Y
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Gyﬁ : Rg —> Rg

(z,y,2)—>(x cos 0—z sen 6,y,x sen 6+ z cos 0)

Gzﬂ : RB — Rg
(z,y,2)—>(x cos 0—y sen 6,z sen 6+y cos 0,z)
(b) Reflexiones con respecto a los planos XY, YZ y XZ respectiva-
mente como

RXY:R3—>R37

($7yvz)'_)($7y’_z)

RYZ:R3—>R3 y

(I,y,z)H(—x,y,z)

RXZ:R3—>R3 .

(:U,y,z)H(l’,—y,z)

(c) Traslacidn, o traslacién (h, k,1), si se quiere especificar, como

Tihpy : R* — R | con (h,k,1) € R®.

(z,y,2)>(x+h,y+k,z+1)

Dejamos como ejercicio al lector la demostracién del siguiente teo-
rema.

Teorema 7.3. Las rotaciones, con respecto a cualquiera de los ejes X,
Y 6 Z; las reflexiones, con respecto a cualquiera de los planos XY, YZ
0 X7, y las traslaciones son isometrias.

El siguiente teorema establece que cualquier giro del espacio con
respecto a alguno de los ejes de coordenadas preserva volimenes.

Teorema 7.4. Si 0 € R, entonces las rotaciones Gxg, Gyg v Gz
preservan volumen. FEs decir, si A es un conjunto con volumen y j €
{X,Y,Z}, entonces G;g|A], la imagen de A bajo Gjg, es un conjunto
con volumen y ademds vol(Gjg|A]) = vol(A).

Demostracion. Haremos la demostracién sélo para la transformacion
Gy, debido a que para las otras transformaciones la demostracion se
puede hacer de manera analoga. Supongamos que A es un conjunto
con volumen. Para cada ¢ > 0 sea {Bj,---, B,} una cubierta bésica
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de A tal que
vol(By) —e < vol(A) < Z vol(By) + ¢.
k=1 BkCA

Del corolario 7.1.1 podemos concluir que

vol <U Bk> — e < vol(A4) < vol ( U Bk> + . (3)
k=1 BpcA

Sea Cy := Gyz¢|Bi] v hagamos algunas observaciones. El conjunto
C% es un cilindro con una base paralela al plano XY (o incluida en el
plano XY) la cual tiene la misma érea que la base de By, que es paralela
al plano XY (postulado 16 6 19), ademds las alturas correspondientes
de By y de C} son iguales (la tercera componente no se altera bajo
la transformacién Gyzy. Debido al lema 7.3, el volumen de Cj, es el
mismo que el de By y también por el lema 7.3 si 7 # k entonces
vol(C; n Cy) = 0, por lo tanto, debido a (3)

vol(A) +& > vol ( U Bk> +e > vol <0 Bk> —e = vol <LnJ Ck> —€

BkCA k=1

> vol* (G 9[A])—¢ > vol,(Gzg[A])—e = vol ) )
CkCGZA’g[A]

= vol < U Bk> — € > vol <U Bk> — 2e > vol(A) — 2e,
k=1

BkCA
y haciendo ¢ — 0 tenemos que vol*(Gyzg[A]) = vol.(Gzg[A]) =
vol(A). .

El teorema siguiente establece que las reflexiones con respecto a al-
guno de los planos XY, YZ 6 XZ preservan volumen.

Teorema 7.5. Las reflexiones Rxvy, Ryyz y Rxy preservan volumen.

Demostracion. El teorema se sigue al observar que cualquier transfor-
macién R;, con j € {XY,YZ,XZ} envia los elementos de una cubierta
bésica de n cajas diferentes en una cubierta basica de n cajas diferen-
tes, preservando el volumen de cada caja de la cubierta basica y por lo
tanto también el de la unién de elementos de la cubierta bésica. ]

El siguiente teorema afirma que las traslaciones en el espacio preser-
van volumen. Omitiremos su demostracién debido ya que los argumen-
tos son similares a los del teorema anterior.
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Teorema 7.6. Cualquier traslacion T k), con (h, k,1) € R®, preserva
volumen.

~

Teorema 7.7. Sea i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) y 0 =
(0,0,0), ademds sean U, Vv y W vectores ortonormales y Q € R3. La

transformacién F : R? — R3 es la tuinica isometria en el espacio
(0,8,7) > Q+ati+BV+yW

que envia los puntos 1, j, k y 0 a los puntos Q + 4, Q + v, Q+w vy Q
respectivamente.

Demostracion. Obviamente F' envia los puntos 1, J, k y 0 a los puntos
Q+1u, Q+vV,Q+wy Q respectivamente. Veamos que, en efecto, F'
es una isometria.

Sean (a, 3,7), (a,b,c) € R%. Por una parte, |(a, 3,7) — (a,b,c)| =
Vla—al+ (3B + (7 = )2, por otra parte [F(a, 3,7) — F(a, b,c)
= |Q+au+fV+yW—(Q+ai+bV+cw)| = |(a—a)i+(8—b)V+(y—c)W]|,
ahora por el teorema 4.1, la ultima expresion es igual a

Vila—a)d+ (8-b)V] +[(y - c)w?
= V(@ —a)dP +[(3 - b)V]2 +[(y — )W|?
=Vi{@—a2+ (-2 +(y—c)?

por lo que F' es una isometria.

Supongamos ahora que G es una isometria tal que G(0) = @, G(1) =

Q+u,G(G) =Q+vyGk) =Q+W. Sia > 0, entonces el punto G(od)
e

estd en el rayo O(O + U) y a una distancia a de O y el tinico punto con

esta propiedad es O + au. De forma similar, si o < 0, el punto G(ad)

¢ A =R . .
estd en el rayo opuesto al rayo O(O + 1) y a una distancia —« de O,
por lo tanto, en general G(ad) = O + au. Andlogamente tenemos que

G(Bj) = O + av y G(vk) = O + yw.

Siy > 0, entonces el punto G(ad + 3j + 'ylAc) esta del mismo lado del
plano en el que estan los puntos @, Q + U, @ + V que el vector w y
la recta que pasa por ese punto y es perpendicular al plano lo corta en
Q@ + au + [fV y esta a una distancia 3 del plano, por lo que tal punto
debe ser Q +atu+ [V +yw. Siy < 0, entonces el punto G(ai—i—ﬂj—i—vf{)
esta en el lado opuesto del plano en el que estan los puntos @, @ + U,
@ + Vv al que estd el vector w (o bien estd en el plano si v = 0) y la
recta que pasa por ese punto y es perpendicular al plano lo corta en
Q@ + au + BV y estd a una distancia —3 del plano, por lo que tal punto
debe ser Q + ad + BV + yw, con lo cual tenemos que G = F. .
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Teorema 7.8. Sea i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) y 0 =
(0,0,0), ademés sean U, V y W vectores ortonormales. La isometria F
en el espacio R?, tal que F(0) =0, F(Q) =4, F(j) =V y F(k) = W es
tal que existen numeros reales 0, ¢ y o tales que F' = Gz 90 Gy 40 Gx q,
o0 F = GZ,H O GY,(j) O GX,a O ny.

Demostracion. Sea 6 la medida del angulo dirigido en el plano XY cuyo
lado inicial es el rayo 01 y cuyo lado terminal es el rayo con extremo
0 y que pasa por la proyeccion P del vector 4 en el plano XY y sea
¢ la medida del angulo dirigido en el plano X7 cuyo lado inicial es el
rayo 01 y cuyo lado terminal es el rayo con extremo 0 y que pasa por
el punto R € XZ, con primera componente no negativa, que esta en la
circunferencia con centro en el eje Z y contenida en el plano paralelo al
plano XY (o en el plano XY) al cual pertenece el vector U en el plano
XZ(o bien R = k cuando d = k). Afirmamos que Gy o Gy (i) = .
En efecto, la distancia de R al eje Z es |P|; si R y U no estdn ambas en
el plano XY, entonces estan en el mismo lado y a la misma distancia
del plano XY; la rotacién Gy 4 envia el punto 1 al punto R, ya que
|R| = |d| = 1; la rotacién Gy envia |P|1 a P y transforma cualquier
plano paralelo al plano XY (o el mismo plano XY) en si mismo, ademés
cualquier recta paralela al eje Z la transforma en una recta paralela al
<> <>

eje Z, en particular Gzg[R |P[1] = uP y asi Gz4(R) = d; por lo tanto
G700 Gy (1) = Uy ademds Gzg o Gy 4(0) = 0.

Si Gzg 0 Gy () = vV tomamos a = 0 y asi Gzp o Gy 0 Gxa(j) =
V. Ahora, si Gz o Gy (j) # V sea o el numero positivo que es la
medida del angulo con vértice en 0 y tal que uno de sus lados pasa
por Gzp o Gy4(j) v el otro por v. Como las isometrias preservan
medidas de dngulos tenemos que Gz 90 Gy 40 Gx o (j) = V 0 bien Gz g0
Gy o Gx _o(j) = V por lo que existe un « tal que la transformacién
G700Gy 40Gx o envia el punto ja vy como Gx »(0) = 0y Gx (1) =1,
entonces también Gzg o Gy 40 Gx, enviaiaudy 0 a 0.

Finalmente, la reflexiéon Rxy deja invariantes los puntos del plano
XY, pero envia k a —k y Gz90Gy 40 GX,Q(IA() e {w, —w} (esto ultimo
debido a que las isometrias preservan medidas de dngulos) por lo que
GZ,G @) GY,¢ @) nya(l,&) = W 0 bien Gzﬂ @) GY,¢> @) GX,a @) ny(R) =w. De
entre las dos transformaciones Gz 0 Gy 40 Gx oy Gzg0Gy,40Gxq 0
Rxvy tomamos la que envia kaw y los nimeros 0, ¢ y « son los que
estabamos buscando. .
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Teorema 7.9. Cualquier isometria F' en el espacio es de la forma
F =T r10Gz,00Gy ¢0Gx o 01, donde I es la transformacion identidad
o bien la reflexion Rx v .

Demostracion. El teorema se sigue del hecho de que las isometrias
preservan medidas de dngulos y de los teoremas 7.7 y 7.8. ]

Teorema 7.10. Las isometrias preservan volimenes.

Demostracion. El teorema se sigue de los teoremas 7.4, 7.5, 7.6 y
7.9. n

Teorema 7.11. Cualquier cilindro recto cuya base es un conjunto con
area es un conjunto con volumen igual al area de la base multiplicada
por la altura.

Demostracion. Observando que cualquier cilindro es congruente con
un cilindro con una base en el plano XY, el teorema se deduce de los
teoremas 7.3 y 7.10 del teorema 7.16. ]

Corolario 7.11.1. Si A es un conjunto acotado incluido en un plano,
entonces A es un conjunto con volumen 0.

Demostracion. Como A es un conjunto acotado, entonces A estd in-
cluido en un circulo C' con algin radio » > 0. Ademas A estd incluido
en todo cilindro recto cuya base es el circulo C. Asi tenemos que para
todo € > 0 podemos tomar un cilindro circular recto D con base C'
y altura e. Como A < D, por los teoremas 7.2 y 7.11 tenemos que
0 < vol,(A) < vol*(A) < vol(D) = mr?e, por lo que haciendo e — 0
tenemos que vol,(A) = vol*(A) = 0. .

Teorema 7.12. Sir > 0, entonces el cuerpo esférico con centro en
0 = (0,0,0) y radio r es un conjunto con volumen.

Demostracion. Demostraremos primero que S*, la parte del cuerpo
esférico cuyos elementos tienen tercera coordenada positiva, es un con-
junto con volumen. Sea n € N y para cada nimero entero k € {0, 1,2,
...,n} tomemos ay, = k(). Para k € {0,1,...,n — 1} sea Cf,, el

cilindro tal que una de sus bases es el circulo con centro en (0,0, ag,) y
radio 4 /7?2 — a2, y la otra base es el circulo con centro en (0,0, agy1,)

n—1 n—1
y radio 4/r? —aj,. Observemos que kUO Ci, 2 ST, vol (kUO C,;"n)
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n—1
= Y vol(Cf,) v que vol(Cf,) = +m(r®—ai,). Ahora, para k €
k=0
{1,2,---,n — 1} sea Cj s €l cilindro tal que una de sus bases es el

circulo con centro en (0,0, ay,) y radio 4 /72 — aj ,, y la otra base es el

, . 2 2
circulo con centro en (0,0, ax_1,) y radio 4 /7% — ag,,. Observemos que

n—1 n—1 n—1
U Cins < ST, VOI(U C’km*) = >, vol(Cipnx) v que vOl(Clps) =
k=1 k=1 k=1

Ln(r? — a2 ,). De esa manera tenemos que
n )

n—1 n—1
1 1
vol <U C,;"n> — vol <U Ck,n*) = —n(r’ —ag,) = —m”,
k=0 k=1 " n

por lo tanto

n—1 n—1
vol ( U Ckm*) < vol,(ST) < vol*(S*) < vol (U C,;’"n>
k=1 k=0

n—1
= vol ( U Ck,n*) + %7’[7“2,
k=1
lo cual implica que
1
vol,(S*) < vol*(ST) < vol,(S*) + —mr?.
n

Haciendo n — o0 en la tdltima férmula concluimos que vol*(S*) =
vol,(S*), es decir ST es un conjunto con volumen.

Sea ahora S~ el subconjunto del cuerpo esférico cuyos elementos
tienen tercera componente negativa. Como S~ es congruente con S+
tenemos por el teorema 7.16 que S~ es un conjunto con volumen (con
el mismo volumen que S*). Ahora, el circulo S° incluido en el plano
XY con centro en 0 y radio r tiene volumen 0. Como el cuerpo esférico
S con centro en 0 y radio r es igual a ST U S~ U S°, entonces, por el
teorema 7.1 (e), S es un conjunto con volumen. .

Corolario 7.12.1. Cualquier cuerpo estérico es un conjunto con volu-
men.

Demostracion. Observando que todo cuerpo esférico es la traslacion
de algin cuerpo esférico con centro en (0,0,0), el cual por el teorema
anterior es un conjunto con volumen, concluimos que debido al teorema
7.6 todo cuerpo esférico es un conjunto con volumen. ]
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Lema 7.4. Sean A y C dos conjuntos con volumen tales que para todo
plano 11 paralelo o igual al plano XY, los conjuntos An1l y C n 11
tienen dreas iguales. El volumen de A es igual al de C.

Demostracion. Sea R una caja tal que A,C' < R. Para cada ¢ > 0
sean: P41 una particién de R tal que la cubierta bésica Ba.; de A
correspondiente a esa particion es tal que

D1 vol(B) < vol(A) +¢;
BEBA,EJ
P45 una particién de R tal que la cubierta bésica Ba .o de A corres-
pondiente a esa particién es tal que
vol(A) —e < Z vol(B);
ADBEBA’E’Q
Pc. 1 una particiéon de R tal que la cubierta bésica Bo .1 de C' corres-
pondiente a esa particién es tal que
Z vol(B) < vol(C) + &;
BEBC,s,l
Pc . » una particiéon de R tal que la cubierta bésica Bo o de C' corres-
pondiente a esa particién es tal que
vol(C) —e < Z vol(B).
CDBGBC’E’Q

Por el lema 7.2, si tomamos un refinamiento comun P- de las parti-
ciones Pa.1, Pac2, Poei1 Y Poe2, entonces las cubiertas bésicas By y
Be. de Ay C respectivamente, correspondientes a la particion P. son
tales que

vol(A)—e < Y wvol(B)= > vol(B) < vol(4) +¢

ADBEB;LE BGBA,E
y
vol(C) —e < Z vol(B) < Z vol(B) < vol(C) + &,
CoBeBc,. BeBc,e
teniéndose asi que
lim > vol(B) = vol(A) (4)
BeBy, .
y
lim > vol(B) = vol(C). (5)
BEBC’E

Ahora, la particiéon P. es de la forma P. = ((xo, -+ ,2n), (Yo, » Ym),
(20, ,z)). Tomemos para cada k € {1,--- , h} las colecciones BY _ :=
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{[s 2] < [ys; 511 % 205 20-1] € Boe}y B i= {[@s i 1] [y y5-1] %
[21; 26_1] € Boe} (con k fijo), y sea I¥ := [2; z_1]. Ahora, para cada
2z € [20; 2] definamos al plano II, como II, := {(z,y,2) e R® : z,y €
R}, y observemos que

Z vol(B) < a(Il,, n A)(zx — z—1) < 2 vol(B) (6)

A>BeB¥ BeBf

> vol(B) < a(ll, N C)(z — 1) < Y, vol(B).  (7)

CoBeBE, BeBk,

Ahora, por hipétesis tenemos que a(Il, n A) = a(Il, n C), para todo
h
z € R. Utilizando este hecho, haciendo L. := >’ a(Il,, N A)(zx — 2k-1),

k=1
y tomando en las desigualdades (6) y (7) la suma desde k = 1 hasta

k = h, obtenemos

Y ovol(B)—2e< > wvol(B)<L.< > vol(B) (8

BEBA,5 ADBEB&e BEBA,5

D vol(By—2e< Y wvol(B)<L.< > vol(B). (9)

BGBC’E CDBEBCYE BEBCYS

Por lo tanto, de (4), (5), (8) y (9) concluimos que
vol(A) = lim Z vol(B) = ll_r%Lg = }:I_I)I(l) Z vol(B) = vol(C). =

e—0

BEBA7E BEB(LE

Teorema 7.13. Principio de Cavalieri. Sean A y C' dos conjuntos
con volumen tales que para todo plano 11 paralelo a un plano dado = se
tiene que los conjuntos A1l y C' 11 tienen dreas iguales. El volumen
de A es igual al de B.

Demostracion. Este teorema se sigue del lema 7.4 y del teorema
7.10. .

Teorema 7.14. Los paralelepipedos son conjuntos con volumen.

Demostracion. El teorema se sigue del hecho de que cualquier paralele-
pipedo es la interseccién de 3 paralelepipedos rectangulares (los cuales
son a su vez cilindros rectos) y de la aplicacién de los teoremas 7.1(h)
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Teorema 7.15. Las piramides con base triangular son conjuntos con
volumen.

Demostracion. El teorema se sigue del hecho de que cualquier piramide
con base triangular es la interseccion de 4 paralelepipedos rectangulares
y de la aplicacién de los teoremas 7.1(h) y 7.11. .

Corolario 7.15.1. Las piramides son conjuntos con volumen.

Demostracion. El teorema se sigue del hecho de que cualquier pirdmide

es la union finita de pirdmides con base triangular y de los teoremas
7.15 y 7.1(j). .

Teorema 7.16. Cualquier cilindro, cuya base es un conjunto con
area, es un conjunto con volumen y su volumen es el area de la base
multiplicada por la altura.

Demostracion. Sean By y By las bases de un cilindro D y supongamos
que éstas tienen &rea.

Haremos uso del teorema 20.2 del capitulo I (lo cual es legitimo
debido a que en su demostracion no se utilizaron los postulados con-
cernientes al concepto de volumen). Sea Ily el plano en el que esta
contenida la base By y [ la recta tal que el cilindro D es la unién de
segmentos paralelos a [ tales que un extremo estd en By y el otro en
Il;. Sea € > 0, II; el plano paralelo a Il tal que By < II; y ademés
sean A; y (] regiones poligonales contenidas en II; tales que

A1C31C01

CL(Cl) —e< G(Bl) < (I(Al) + €.

~ Para cada E < II; sea Tg el cilindro que es la union de segmentos
PQ paralelos al con Pely Q € Il,. Por el teorema 1.20.2 cualquier
seccién transversal de T4, es congruente con A; y cualquier seccién
transversal de T, es congruente con C. Ahora, por el teorema 7.11 y
el principio de Cavalieri

vol(T,) = a(A1)h y  vol(Te,) = a(Ch)h,
donde h es la distancia entre II; y Il (la altura de D), pero como
T4, € D c Tp,, entonces
a(B1)h —eh < a(Ay)h < vol, (D) < vol*(D) < a(Cy)h < a(By)h + €h,
por lo tanto, haciendo ¢ — 0, tenemos que

vol, (D) = vol*(D) = a(By)h. .
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Teorema 7.17. Cualquier cono, cuya base es un conjunto con area,
es un conjunto con volumen igual a un tercio del area de la base mul-
tiplicada por la altura.

Antes de demostrar el teorema 7.17 hagamos algunas observaciones
y comentarios. Hasta ahora podemos observar que el postulado de la
congruencia para volumenes (postulado 20) es consecuencia del teorema
7.10, el postulado 21 es el teorema 7.1 (i), el postulado 22 (i) equivale al
teorema 7.1 (f), el postulado 22 (ii) es el teorema 7.1 (d), el postulado
22 (iii) es consecuencia directa del corolario 7.11.1, el postulado 22
(iv) es parte del teorema 7.1 (j), el postulado 23 es el teorema 7.11, el
principio de Cavalieri (postulado 24) es el teorema 7.13. Del postulado
25 solamente hace falta verificar que los conos cuya base es un conjunto
con area son conjuntos con volumen, es decir, parte del teorema 7.17,
el cual aun no hemos demostrado. Observemos sin embargo, que para
la demostracién del corolario 1.20.6.1 (corolario 20.6.1 del capitulo I)
se utiliza el hecho de que las pirdmides son conjuntos con volumen, lo
cual esta establecido en esta seccién en el corolario 7.15.1, pero jamés
se utilizé el hecho general de que los conos, cuya base es un conjunto
con area, es un conjunto con volumen (ni en el corolario 1.20.6.1 ni en
ninguno de los resultados anteriores a éste) por lo que podemos usar el
corolario 1.20.6.1 para la demostracion del teorema 7.17. Procedamos
ahora a demostrar el teorema 7.17.

Demostracion del teorema 7.17. Sea K un cono cuya base B es un
conjunto con area y sea V el vértice del cono K y h su altura. Dado
e > 0 sean Ay C regiones poligonales tales que A ¢ B < C'y a(C)—e <
a(B) < a(A) +e. Sean ahora J y L las pirdmides con vértice V' y bases
Ay C respectivamente. Como J < K < L, por el teorema 7.1(a) y (c)
y por el corolario 1.20.6.1 tenemos que

1 1
g(a(B) —e)h < ga(A)h = vol(J) < vol,(K)
1 1
< vol*(K) < vol(L) = ga(C’)h < g(a(B) +¢e)h
y tomando el limite (por la derecha) cuando ¢ — 0 tenemos que
vol(K) = vol*(K) = za(B)h. .

Con la demostracién de este iltimo teorema completamos la verifi-
cacion de la consistencia de los 25 postulados de la geometria elemental.
Es decir, con las definiciones de punto, recta, plano, distancia, area y
volumen dados en este capitulo se cumplen todos los postulados dados
en el capitulo I de la geometria elemental y por lo tanto también todos
sus teoremas y corolarios.
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Ejercicio 7.1. Demostrar el teorema 7.3.

Camille Jordan
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8. Distancia entre un Punto y un Plano

Supongamos que tenemos un plano II cuya ecuacion esta dada por
Az + By+Cz+ D =0,

donde A, B, C'y D son constantes y al menos una de las constantes
A, B 6 C es diferente de cero.

Observemos que los vectores de la forma t(A, B, C) son ortogonales
a II. Sea ty el nimero real tal que to(A, B,C) € 11, es decir

to(A* + B* + C?) = —D.

Como larecta {(z,y,2) : x =tA,y =tBy z =tC paraalgun t € R} es
perpendicular al plano IT y pasa por 0 = (0,0, 0), entonces ty(4, B, C)
es el punto més cercano del plano II al origen 0. Es decir, el punto de II

mas cercano al origen O es W%(A, B, C) y la distancia del plano
IT al origen O es la norma de x5 (A, B, C), es decir es \/%.

Para hallar la distancia entre el plano II y un punto cualquiera Py =
(%0, Yo, 20), observemos (por medio de una traslacién) que es la misma
que la distancia entre el origen 0 y el plano con ecuacion

Al 4+ x0) + By + o) + C(z+ 20) + D =0
o equivalentemente
Ax + By + cZ + (Axg + Byy + Cz) = 0,
por lo tanto la distancia entre I y Fy es

|A.7}0 + Byo + CZQ + D|

VA + B2+ C2

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 8.1. La distancia entre el plano {(x,y,z) : Ax+ By+Cz+
D = 0} y el punto (xg, yo, 20) esta dada por

|AZEO + Byo + OZ() + D|

VAT BTy P

Ejemplo 1. La distancia entre el plano cuya ecuacién es 3z +2y+6z = 1
y el punto (1,0, 3) es
3(1) +2(0) +6(3) —1] 20  20v/46 10

46 ~ 2.9488.
VO+4+36 Va6~ 46 23\ﬁ
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Ejemplo 2. Hallar la distancia entre los planos cuyas ecuaciones son
20+y—Tz+3=0y2xr+y—72—2=0.

Solucion. Observemos que los dos planos son paralelos y que la dis-
tancia entre ellos es igual a la distancia entre uno de los planos y
cualquier punto del otro plano, por ejemplo la distancia entre el plano
cuya ecuacion es 2x +y — 7z + 3 = 0 y el punto (0,2,0), es decir
2+3] 5] 5  5V6
VA+1+49 /54 346 18

En general tenemos el siguiente corolario.

~ 0.6804.

Corolario 8.1.1. La distancia entre dos planos cuyas ecuaciones son
Ar+By+Cz+ D1 =0y Ar+ By+ Cz+ Dy =0 es

|D1 — Dy
AT+ BT i CF

Demostracion. Tomemos un punto cualquiera (xg, 3o, 20) que satisfaga
la ecuacién Az + By + Cz+ Dy = 0 es decir tal que Axzg+ Byg+Czy =
—Ds. La distancia entre el plano con ecuacion Ax + By + Cz+ D; =0
y el plano con ecuacién Az + By + Cz + Dy = 0 es la distancia entre

el plano con ecuacion Az + By + Cz + Dy = 0 y el punto (o, yo, 20),
|Azo+Byo+Czo+D1]|
VA2 B2 C?

la cual por el teorema 8.1 estd dada por

ultimo nimero es igual a AD1—Dal
VAZIB21C?"

, pero este
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9. El Producto Vectorial

En esta seccién definiremos en R3 una operacién que tiene propie-
dades geométricas importantes y es muy util en las aplicaciones a la
mecanica. Como de costumbre, en esta seccién los simbolos 0, 1, J v k
denotaran a los puntos (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) respectiva-
mente.

DEFINICION 9.1. Sean u = a;1 + asj + agfc y v = b+ bJ+ bgfc dos
vectores es R3 (donde ay, as, as, by, ba, by € R). Definimos el producto
vectorial o producto cruz de u con v, el cual se denota u x v o bien
[, v], como

A~

U X V.= (agbg — agbg)i + ((l3b1 — albg)j + (albg — Cbgbl)k.

Ejercicio 9.1. Verificar que son validas las siguientes propiedades para
todo u,v,w € R® y o € R. Tales propiedades serdn utilizadas en lo
sucesivo.

ixj=k jxk=iykxi=j ixi=jxj=kxk=0;
(qu) x v =ux (av) =aluxv); ux(v+w)=(uxv)+(uxw);
(u+v)xw=(uxw)+(vxw); ux0=0xu=0, y

vxu=—(uxuv);

El concepto de producto vectorial fue introducido por primera vez
por el matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865) des-
pués de trabajar con los cuaternios (una generalizacién de los nimeros
complejos).

Teorema 9.1. Siu,v € R?, entonces los vectores u y u x v son ortog-
onales.

Demostracién. Sean aq, as, as, by, by, by € R tales que u = a1i+asj +azk

y v = bi1 + b2 + b3k, por definicién tenemos que

U'(UXU) = (ali—i—agj—i—agf()-((a2b3—agbg)i+(a3b1—a1b3)j+(albg—agbl)f<)
= (a1a2b3 — alagbg) + (a2a3b1 — a1a2b3) + (alagbg — Clgagbl) = 0,

por lo tanto u y u x v son ortogonales. .

Corolario 9.1.1. Si u,v € R3, entonces los vectores v y u x v son
ortogonales.
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Demostracion. Por el teorema 9.1 tenemos que v-(uxv) = v-(—(v xu))
= —(v-(vxu))=—-0=0, por lo tanto v y u x v son ortogonales. =

Teorema 9.2. Si u € R?, entonces u x u = 0.

Demostracion. Sean ai,as,a3 € R tales que u = a1 + aoj + CL3f(.
Tenemos por definicion u x u = (a11 + a9 + ask) x (a11 + a2j + ask)
= (a2a3 — agag)i + (&3&1 - aldg)j + (a1a2 — agal)k = 0. L]

Corolario 9.2.1. Siu e R3 yt e R, entonces u x tu = 0.
Demostracion. Tenemos que u x tu = t(u x u) = t0 = 0. .

Teorema 9.3. Siu,v € R3 y 0 es la medida del angulo Zu0v, entonces

|u x v| = |ul|v|sené.

Demostracion. Sea u = (ay,as,a3) y v = (b1, ba, bs), tenemos

/ )2
|ullv]sen @ = |u|lv]4/1 — (cos 0)? = |ul[v[y |1 — m

= V[uP? — (u-0)?

= +/(a2 + a3 + a3)(b? + b3 + b3) — (a1by + asby + asbs)?

= \/(&ng — a362)2 + (a163 — a3b1)2 + (a1b2 - a2b1)2 = |u X U|. [ ]

Corolario 9.3.1. Dado un paralelogramo [JABCD, el area de la
region determinada por tal paralelogramo es |(A — B) x (C' — B)|.

Demostracion. Sea 6 la medida del angulo ZABC' y tomemos al lado
AB como base del paralelogramo [JABCD, la altura correspondiente
a tal base es |C' — B|senf por lo que el area de la regién determinada
por el paralelogramo es |A — B||C — B|senf. Observando que 6 es
la medida del angulo Z(A — B)0(C — B) y aplicando el teorema 9.3,
tenemos que el area de la region determinada por [JABCD es igual a
|(A— B) x (C — B)]|. .

Teorema 9.4. Sea V el vértice de un paralelepipedo y sean ademas
VP, VQ y VR aristas diferentes del paralelepipedo (las adyacentes al
vértice V). El volumen del paralelepipedo es

(R=V)-((Q=V)x (P=V))|
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Demostracion. Tomemos como base del paralelepipedo a la region que
contiene las aristas VP y V@, la cual, por el corolario 9.3.1, tiene 4rea
(P —V) x (Q —V)|. Ahora, por el teorema 9.1 y el corolario 9.1.1,
el vector (P — V) x (Q — V) es ortogonal al plano que contiene a la
base. Sea U un vector unitario ortogonal a la base. Por el teorema 5.6,
la altura del paralelepipedo es |(R — V) - |, por lo que el volumen del
paralelepipedo es

(P =V)x(Q=V)[[(R=V)-d] = |[(R=V)-[(P=V) x(Q V)[4l
=[(R=V)-|(P=V)x(Q=V)|(-1)],

pero (Q—V)x(P-V) = |(P=V)x(Q—V)|d obien (Q—V)x(P-V) =
(P —V) x (Q —V)|(—1), por lo tanto el volumen del paralelepipedo
es [(R=V)-((Q-V) x (P=V))|. .

Como aplicacion a la mecanica del producto cruz tenemos que si
F es un vector que representa la fuerza que se aplica en el punto P
de una palanca con apoyo en un punto (), entonces el momento esta
dado por M := (P — Q) x F. El momento mide la tendencia a que la
palanca gire alrededor del punto de apoyo ), més precisamente alrede-
dor del rayo Q(Q + M ) (en sentido contrario a las manecillas del reloj,
donde el observador estd en el punto () + M viendo hacia el punto Q).
Cuando se aplican varias fuerzas a diferentes palancas con un punto
comun de apoyo ), el momento resultante es la suma de los momen-
tos. Esto ultimo describe con notacién moderna lo que el sabio griego
Arquimedes dijo en su méxima: “Dadme una palanca, un punto de
apoyo y moveré el mundo”.
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10. Conjuntos Abiertos y Conjuntos Cerrados en R?

En esta seccion estudiaremos los conceptos de conjuntos abiertos y
cerrados en R? con respecto a la distancia definida en este capitulo.

DEFINICION 10.1. Sea Q € R® y r > 0, al conjunto B(Q,r) := {P €
R?: |P — Q| < r} se le llama bola abierta o simplemente bola con
centro en () y radio r. Es decir la bola con centro en ) y radio r es
el interior del cuerpo esférico con centro en @) y radio 7.

DEFINICION 10.2. Un conjunto A = R3 se dice que es abierto si es la
unién de una familia de bolas abiertas.

Como ejemplos conjuntos abiertos podemos citar a @, R? y cualquier
bola abierta.

Ejercicio 10.1. Demostrar que &, R3, cualquier bola y cualquier semies-
pacio son conjuntos abiertos.

DEFINICION 10.3. Dado un conjunto A < R?, un punto Q € A es un
punto interior al conjunto A si existe un r > 0 tal que B(Q,r) < A.
Al conjunto de todos los puntos interiores al conjunto A se le llama el
interior de A. Al conjunto de todos los puntos ) tales que para todo
r > 0 la bola B(Q,r) tiene elementos en A y elementos que no estén
en A se le llama la frontera de A y se le denota a veces por 0A. El
exterior del conjunto A es el conjunto de puntos que no estan en el
interior ni en la frontera de A.

Ejercicio 10.2. Demostrar que el interior y el exterior de cualquier
conjunto A < R? son conjuntos abiertos.

Teorema 10.1. Un conjunto A = R? es abierto si y sélo si (0A)n A =
g.

Demostracion. Si A es abierto, entonces por definicién de conjunto
abierto y de frontera tenemos que ) € A = ) ¢ JA, por lo tanto
(0A) n A = @. Ahora, si (0A) n A = @, entonces el hecho de que
@ € A implica que existe un r > 0 tal que B(Q, ) esta contenida en
A o en R¥\ A, pero B(Q,r) no puede estar contenida en R3\ A ya que
Q € B(Q,r), por lo cual B(Q,r) esta contenida en A, es decir A es
abierto. .

DEFINICION 10.4. Diremos que un conjunto A < R? es cerrado cuando
0A c A.
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Teorema 10.2. Un conjunto A = R?® es cerrado si y sélo si R*\ A es
abierto.

Demostracion. De la definicién de frontera se sigue que 0A = 9(R*\ A).
Si R3\ A es abierto, entonces, por el teorema 10.1, 0A = o(R¥\ A) < A,
es decir A es cerrado. Si A es cerrado, entonces I(R¥\A) =0A < Ay
de nuevo por el teorema 10.1 tenemos que R3*\ A es abierto. .

Teorema 10.3. La unién de una familia de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.

Demostracion. Sea F una familia de conjuntos abiertos incluidos en
R?. Siz e |J A4, sea A, un elemento de la familia F tal que = € A,

AeF
y tomemos una bola B, con centro en z que esté contenida en A,.
Observando que | J A= |J B, tenemos que [J A es abierto. =

AEF welU qer A AeF

Teorema 10.4. La interseccion de una familia finita de conjuntos
abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea {Aj, Ay, -+, A,} una familia finita de conjuntos

abiertos. Para cadaxz e AjnAsn---nA, ycadake{l,2,--- ,n} sea

Tk > 0 tal que B(z, 1t ,) € Ag. Tomando r, = min{ry ;. 704, ,Tna}

y observando que A; n Ay n---nA, = |J B(z,r), tenemos por
z€(Ng—1 Ak

el teorema 10.3 que A1 N Ay N --- N A, es abierto. n

Como consecuencia de los teoremas 10.2 y 10.3 tenemos el teorema
que sigue.

Teorema 10.5. La interseccion de una familia de conjuntos cerrados
es un conjunto cerrado.

Ejercicio 10.3. Demostrar con detalle el teorema 10.5.

Teorema 10.6. La union de una familia finita de conjuntos cerrados
es un conjunto abierto.

Demostracion. Sean {Cy,Cy,---,C,} una familia finita de conjuntos
cerrados. Tenemos que C; U Cy U --- U C,, = (R*\C) n (R¥\Cy) n
- (R¥\C,), por lo que debido a los teoremas 10.2 y 10.4 se tiene que
CiuCyu---u (), es cerrado. .

FEjercicio 10.4. Demostrar que cualquier subconjunto finito de R3 es
un conjunto cerrado.
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DEFINICION 10.5. Dado un conjunto S < R3, decimos que un subcon-
junto A de S es abierto en S si es la interseccién de un subconjunto
abierto de R?® con S. Decimos que un conjunto C' es cerrado en S si
el conjunto S\C' es abierto en S. Observemos que cuando no digamos
donde un conjunto es abierto o cerrado nos referimos a que es abierto
o cerrado en R3.

Podemos ver por ejemplo que un semiplano es un conjunto abierto
en el plano que lo contiene pero no es abierto en R3.

DEFINICION 10.7. Un subconjunto S de R3 se dice que es inconexo
cuando existen dos conjuntos abiertos no vacios A; y A, tales que
S =(SnA)u(SnAy). Un subconjunto de R? es conexo cuando no
es inconexo.

Ejercicio 10.5. Dar ejemplos de conjuntos conexos y de conjuntos in-
CONexos.

FEjercicio 10.6. Demostrar que si S < R3 es tal que S = S; U Ss, donde
S1N Sy =3y 0S5, ndSy = I, entonces S es inconexo.
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11. Euclides y Hilbert

Euclides fue un gedmetra griego que vivié en Alejandria alrededor de
300 anos antes de Cristo, posterior a Platéon y anterior a Arquimedes.
Escribié una serie de 13 libros de geometria llamados “Los Elementos”,
que por muchos siglos fueron el medio para aprender geometria y prac-
ticar el método deductivo. Aun en nuestros dias los textos de geometria
estan inspirados en Los Elementos de Euclides. Las demostraciones de
Euclides se basan en 5 postulados y 5 axiomas o nociones del sentido
comun. Algunos de los conceptos basicos de la geometria, Euclides los
definia usando sinénimos. Los axiomas que establecié Euclides fueron
los siguientes:

1) Cosas que son iguales a una misma cosa son iguales entre si.

)
2) Si a iguales se le suman iguales, entonces las sumas son iguales.
)
4)

(

(

(3) Si a iguales se le restan iguales, entonces las restas son iguales.
(4) Cosas que se superponen la una a la otra son iguales entre si.
(

5) El todo es mayor que la parte.

A continuacién enunciaremos los 5 postulados de Euclides, dando
una interpretacién mas precisa, y haciendo una comparacién con nues-
tro sistema de postulados.

(1) Desde cualquier punto se puede trazar una recta a cualquier otro
punto. En términos especificos es nuestro postulado de la recta
(postulado 3).

(2) Toda recta se puede prolongar indefinidamente. Esto significa que
todo segmento esta incluido en una recta. Lo cual es consecuencia
de la definicién de segmento (definicién 2.2 del capitulo I).

(3) Con cualquier centro y cualquier distancia se puede trazar un
circulo. Esto se traduce en que dado un plano II, un punto O € II
y un numero positivo r que es la distancia entre dos puntos, la
circunferencia incluida en II con centro en O y radio r existe y es
unica. Esto se sigue del postulado 5 y del teorema de localizacion
de puntos (Teorema 2.2 del capitulo I).

(4) Todos los angulos rectos son iguales. Esto quiere decir que todos
los dngulos rectos son congruentes. Asi, este postulado se sigue
de las definiciones de angulo recto y de congruencia de angulos
(definiciones 8.10 y 8.12 del capitulo I).
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(5) Si una recta, cortando a otras dos, forma los angulos internos
del mismo lado menores que dos rectos, las dos recta prolongadas
indefinidamente se encontraran en la parte en que los dos angulos
son menores que dos rectos. Esto en lenguaje formal significa
que dadas dos rectas diferentes I; y I que son cortadas por una
secante t en los puntos P y () respectivamente, y dados dos puntos
A€l y Bely del mismo lado de t, tales que £ APQ + X PQC <
180°, entonces existe un punto B en el cual se cortan las rectas
ly y ls, ademés B esta del mismo lado de t que A y C. Esto es
consecuencia del corolario 13.6.2 y del teorema 13.7 del capitulo I.

~+~

David Hilbert fue un matematico aleméan que naci6é en Konigsberg en
1862. Hizo grandes aportaciones al analisis matematico y fundamen-
tos de las matemadticas, entre lo que destaca su obra “Grundlagen der
Geometrie” (Fundamentos de Geometria) en donde formalizo las ideas
de Euclides llevando a cabo un analisis exhaustivo de ellas, mediante
la formulacion de sus cinco grupos de axiomas.

Hilbert hace énfasis en que los métodos deductivos deben ser pura-
mente simbdlicos, sin recurrir a dibujos ni representaciones graficas.

Hilbert fallecié en Gotinga en 1943, importante centro de contribucion
en el desarrollo de las matematicas, donde fue profesor durante la mayor
parte de su vida.

En el sistema axiomético que Hilbert hace de la geometria, los térmi-
nos no definidos son los de ‘punto’, ‘recta’, ‘plano’, ‘pertenecer’, ‘entre’
y ‘congruente’. A continuacién enunciaremos los 5 grupos de axiomas
que aparecen en su libro Fundamentos de Geometria, haciendo una
comparacion con nuestro sistema de postulados.

I. Axiomas de pertenencia.

[.1. Dados dos puntos A y B existe una recta a la cual pertenecen.



[.2.

L.3.

I.4.

L5.

L.6.

L.7.

LS.
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Dados dos puntos A y B no existe mas de una recta a la
cual pertenecen.
Estos dos primeros axiomas son nuestro postulado 3.

Existen al menos dos puntos en una recta. Existen al menos
tres puntos que no estan en una recta.

La primera afirmacién de este axioma es el teorema 1.1 del
capitulo I. La segunda se sigue de los postulados 5 y 6.

Dados tres puntos no alineados A, B y C' existe un plano al
cual pertenecen. Dado un plano, existe un punto que esta
en el plano.

Dados tres puntos no alineados A, B y C no existe mads de
un plano al cual pertenecen.

La primera afirmacion del axioma 1.4, junto con el axioma
.5 son consecuencia del postulado 6. La segunda afirmacién
del axioma 1.4 se sigue del postulado 5 (i).

Si dos puntos A y B en una recta | estan en un plano, en-
tonces todo punto de la recta | pertenece al plano.

El axioma 1.6 es el teorema de llaneza (teorema 3.2 del
capitulo I).

Si dos planos tienen en comin un punto A, entonces tienen
al menos otro punto B.

Este axioma es consecuencia de los postulados 4 y 7.
Existen al menos cuatro puntos que no estan en un plano.

Este axioma es nuestro postulado 5 (i).

II. Axiomas de orden. Estos axiomas fueron estudiados por primera
vez en detalle por M. Pasch en 1882.

IT.1.

IT1.2.

Si un punto B esta entre un punto A y un punto C, entonces
los tres puntos son diferentes y estan en una misma recta, y
el punto B también esta entre C' y A.

Este axioma se sigue de la definicién de punto entre (definicién
2.1 del capitulo I).

Dados dos puntos A y C', existe siempre al menos un punto
B en AC tal que B esta entre A y C.

Este axioma se sigue del teorema del punto medio (teorema
2.4).
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IT.3.

I1.4.
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Dados tres puntos en una recta, uno y sélo uno de ellos esta
entre los otros dos.

Este axioma se deduce del teorema 2.1.

Dados tres puntos no alineados A, B y C' en un plano II
v dada una recta [ incluida en 1I, a la cual no pertenece
ninguno de los puntos A, B, C. Silarectal corta al segmento
AB, entonces también corta al segmento AC o al segmento
BC.

Este axioma se sigue del postulado de la separacion del plano
(postulado 8) al observar que si la recta [ no cortara ni a AC
ni a BC, entonces C' estarfa del mismo lado que A y que B
de [, pero esto es imposible puesto que A y B estan en lados
opuestos de [. Al axioma II.4 se le conoce como axioma de
Pasch.

IT1I. Axiomas de congruencia.

III.1.

I11.2.

II1.3.

I11.4.

Si A y B son dos puntos diferentes en una recta [, y A’
pertenece a l', entonces existe B’ en l’ tal que AB =~ A'B’.

Este axioma se deduce del teorema 2.2 y de la definicion de
congruencia de segmentos (definicién 2.4).

Si AB =~ AB' y AAB' ~ A"B", entonces AB =~ A"B".

Este axioma es inmediato de la definicién de congruencia de
segmentos (definicién 2.4 del capitulo I).

Supongamos que en una recta | estan incluidos los segmentos
AB y BC, donde el tinico punto en comiin de tales segmen-
tos es el punto B. Por otro lado, supongamos que en una
recta l' estan incluidos los segmentos A’B' y B'C", donde el
unico punto en comun de tales segmentos es el punto B’.
Supongamos ademads que AB =~ A'B’ y BC =~ B'C’. En-
tonces, AC = A'C".

Este axioma se puede demostrar observando que B tiene que
estar entre Ay C'y que B’ tiene que estar entre A’y B' y de
las definiciones de congruencia y punto entre (definiciones
2.4y 2.1 del capitulo I).

—
Si ZABC' es un dngulo y si B'C’ es un rayo, entonces para
—

cada lado L de la recta B'C" existe un tnico rayo B'A’, con
A e L, tal que LA'B'C' =~ LABC. Todos los puntos que
estan en el interior del angulo / A’ B'C" estan del mismo lado
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“—>
de B'C" que A'. Ademds todo dngulo es congruente con si
mismo.

La primera parte de este axioma es el postulado de construc-
cién de dngulos (postulado 13), la segunda parte proviene
de la definicién de interior de un dngulo (definicién 5.3 del
capitulo I) y la tercera parte proviene de la definicién de
congruencia de dngulos (definicién 8.12 del capitulo I).

IIL.5. Si para dos triangulos AABC y ANA'B'C" se tienen las con-
gruencias AB =~ A'B', AC =~ A'C'" y LBAC =~ B'A'C",
entonces también se tiene la congruencia / ABC =~ A'B'C".

Este axioma es una consecuencia directa de nuestro postu-
lado LAL (postulado 14).

IV. Axioma de paralelismo.

IV.1. Sea | una recta y A un punto que no esta en l. Existe a lo
mas una recta en el plano en que estan A y los puntos en [
que pasa por A y no corta a l.

Este axioma se sigue del postulado de las paralelas (postu-
lado 15). Al axioma IV.1 se le conoce como axioma de
Playfer, aunque también se le conoce como axioma de
Euclides.

V. Axiomas de continuidad.

V.1. Si AB y CD son dos segmentos cualesquiera, entonces ex-
iste un miimero n (entero positivo) tal que n copias de C'D
construidas contiguamente desde A a lo largo del rayo AB
iran mas alla del punto B.

El significado de este axioma es que para algin entero pos-
itivo n existen n puntos diferentes Ei, Es, ..., E, pertene-
cientes al rayo A_B), tales que CD =~ AF, = F1Fy = -+ =
E,_1FE,, el punto F; esta entre A y Es, el punto F, entre
E, v FEj3, y asi sucesivamente FE,_; esta entre E, o y E,,
pero ademads B esta entre A y E,. Asi, este axioma es con-
secuencia del teorema de localizacion de puntos (teorema
2.2 del capitulo I) y de la propiedad arquimediana de los
nimeros reales (teorema 1.4 del apéndice I). Al axioma V.1

se le conoce como axioma de Arquimedes.
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V.2. Una extensién de un conjunto de puntos sobre una recta con
sus relaciones de orden y congruencia existentes entre los ele-
mentos originales ademas de las propiedades fundamentales
de orden de recta y congruencia que se siguen de los axiomas
I-IIT, y del axioma V.1 es imposible.

El significado de este ultimo axioma es que si tenemos una recta [
y un conjunto de puntos [ 51 que satisface los axiomas I, II, IIT y el
axioma V.1 para las recta, entonces [ = [. La verificacién de V.2 no
es tan inmediata como las anteriores. Para verificar la validez de este
axioma utilizaremos informacion del apndice I como son el axioma del
supremo y el teorema del infimo. Sean Ay B dos puntos diferentes
de la recta | < [ y supongamos que [ satisface los axiomas I, II, III
y el axioma V.1 para las recta, es decir tiene las propiedades de recta

descritas en los axiomas de Hilbert (con la posible excepcién del axioma
IV.1).

Supongamos que C' € l\l Del axioma de Arquimedes se deduce
que existe un punto D € [ tal que C estd entre A y D. Tomando
el sistema de coordenadas de la recta [ tal que al punto A le haga
corresponder el cero y al punto D un nimero positivo, tenemos que
los conjuntos s; = {E € ADNnl: FEF = A4 E estd entre Ay C}y
s ={E e ADnl: E =D ¢ FE esta entre C 'y D} son disjuntos,
no vacios y su unién es AD n [. Tomemos ahora los subconjuntos de
nimeros reales S = {z € R : = es una coordenada de un elemento
de 51} y S5 = {x € R : x es una coordenada de un elemento de sy}
los cuales también son disjuntos y no vacios, ademés de ser acotados
y tener la propiedad de que si z € 57 y y € S,, entonces x < y, por
lo que sup S; < inf S5. Si tuviéramos que sup S; < inf S5, entonces los
puntos cuyas coordenadas son sup S y inf .S, serian diferentes y entre
ellos habria elementos de AD N[ que no estaria ni en s, ni en sy, lo que
contradice el hecho de que s;uUsy = ADANI. Por lo tanto sup S; = inf S,
y llamémosle a ese valor comin C’, el cual es un elemento de [ que esta
entre Ay D. Como s;Usy = AD NI, tenemos que C’ € 5, 6 C' € s5. Sin
pérdida de generalidad supongamos que C’ € s;. En este caso tenemos
que C' esta entre C' y D, y por la forma como se obtuvo C’, tenemos
que ningun elemento de [ que esté entre C’ y C podré estar en [. Ahora,
por el axioma V.1, existe un ntimero natural n y n elementos F, Ejs,

, E, de [ tales que C'C' =~ AF, =~ F1Fy =~ --- =~ E,_1F,, y ademas
C" estd entre A y FE,, tomemos a n de tal manera que sea el menor
entero positivo con esta propiedad. Sea k el primer entero positivo tal
que existen puntos de [ entre A y Ej. Si entre A y Ej sélo hay un
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elemento F' € [, entonces estamos en contradiccién con el axioma 11.2,
por lo tanto entre A y Ej hay més de un elemento de [, y ademés esos
elementos deben estar en el segmento Ej_q E.

Nos detendremos para demostrar a partir de los axiomas de Hilbert
(diferentes del IV.1 y del V.2) dos propiedades intuitivamente evi-
dentes, pero que no los contemplan los axiomas de Hilbert, y seran
de utilidad en la verificacién del axioma V.2. La primera propiedad
es que si un segmento estd incluido en otro diferente, entonces estos
segmentos no son congruentes. Veamos primero que si () esta entre P
v R, entonces PQ) no es congruente con PR. Si P() ~ PR entonces,
al tomar un punto 7' que no esté en la recta FR), tendriamos por el
axioma IIL.5 que ZPT(Q =~ ZPTR, lo cual contradice al axioma III.4.
Supongamos ahora que U y @) son dos puntos diferentes entre los pun-
tos Py R, con Q entre Py U, y veamos que los segmentos UQ y PR
no son congruentes. Si los segmentos UQ y PR fueran congruentes,
por el axioma V.1, podriamos tomar un punto V' tal que R esté entre
Uy V,yademéis PQ =~ RV, pero por el axioma III.3 tendriamos que
PU =~ PV, lo cual, por lo ya demostrado es imposible.

La siguiente propiedad que demostraremos es algo parecido al axioma
II1.3. Demostraremos que si () es un punto entre P y R, )" es un
punto entre P’y R’ pero ademas PQ) =~ P'Q)’ y PR =~ P'R’, entonces
QR =~ Q'R'. En efecto, si QR n(ﬂa)ra congruente con ()’ R’, tendriamos
un punto V' # R en el rayo Q'R tal que QR =~ Q'V’, pero por el
axioma II1.3 se tendria que P'V' =~ PR =~ P'R’', y por el axioma II1.2
P'V' =~ P'R’, lo cual estd en contradiccién con lo demostrado en el
parrafo anterior. De este modo, si () es un punto entre Py R, ()’ es un
punto entre P’y R’, pero ademas P(Q) =~ P'Q)’ y PR =~ P'R’, entonces
QR=Q'R.

Volvamos a nuestros conjuntos [ y [, donde supusimos que [ es una
extension de [ y llegamos a que en el segmento de [ denotado Ej_1Ey,
hay al menos dos puntos Fi, Fy de [ diferentes entre si y diferenteﬁe)z
Ey, y ademds Ey_1E, = C"C, donde C'C nl = {C'}. En el rayo C'C
debe haber un punto P tal que C"P =~ F}F5, y por la estructura que
tiene el conjunto [, tenemos que P € [, de modo que C' debe estar entre
C" vy P. Sea ahora G tal que F estd en G, v tal que F1G = C'C.
Tenemos que G = F, G estd entre [} y F5, o bien F; esta entre G y Fj.
Si G = I} osi G esta entre I y Fy, entonces se contradice con el hecho
de que un segmento no puede ser congruente con otro en el cual esta
incluido. Si F, estd entre G y F}, entonces en el rayo opuesto al rayo

PC" se puede tomar un punto H tal que PH = F3G, de modo que por
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el axioma III.3 tendriamos que C'H =~ F\G = C'C', y por el axioma
111.2 C"H = C'C, lo cual también es imposible ya que C'C < C"H y
H ¢ C'C. De esta manera concluimos que la extensién de la recta es
imposible.

El axioma V.2 se conoce como axioma de completez de la recta.
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APENDICE I. AXIOMA DEL SUPREMO

1. Conjuntos Acotados

DEFINICION 1.1. Sea A — R. Decimos que A es acotado supe-
riormente si existe un z € R tal que para todo a € A, se tiene que
a < x. Al numero z se le llama cota superior de A. Decimos que
A es acotado inferiormente si existe un r € R tal que para todo
a € A, se tiene que 7 < a. Al nimero r se le llama cota inferior de
A. Si A es acotado superiormente y acotado inferiormente se dice que
es acotado.

Ejemplos.

1. El conjunto N de los ntimeros naturales es un conjunto acotado
inferiormente.

2. El conjunto {zx e R: 4/3 <z < 6} es acotado.

3. El conjunto de nimeros negativos es acotado superiormente pero no
es acotado inferiormente.

4. El conjunto Q de los nimeros racionales no es acotado superiormente
ni acotado inferiormente.

DEFINICION 1.2. Sea A < R. Decimos que z es el maximo de A si
x € Ay es cota superior de A, es decir, si x € A y para todo a € A se
tiene que a < x. De la misma manera decimos que 7 es el minimo de
AsirTe Ay es cota inferior de A; es decir si r € A y para todo a € A
se tiene que r < a.

Observemos que para que un conjunto tenga maximo es necesario
que sea acotado superiormente aunque esto no es suficiente.

Ejemplos.

5. El minimo de N es el nimero 1 y N no tiene méximo.

6. El conjunto {x € R : 3 < 2 < 6} no tiene miimo aunque es
acotado inferiormente ( podria pensarse que el minimo es %, pero % no

3
pertenece al conjunto). Tal conjunto tiene como méaximo a 6.

7. El conjunto de niimeros negativo es acotado superiormente, aunque
no tiene maximo (podria pensarse que 0 es el méximo, pero 0 no es
negativo).

8. El conjunto Q no tiene ni maximo ni minimo por no ser acotado ni
superiormente ni inferiormente.
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Si z es el maximo de A, entonces escribimos x = max A y si r es el
minimo de A, entonces escribimos r = min A.

Teorema 1.1. Si A c R, entonces A tiene a lo mas un maximo.
Demostracion. Supongamos que x; y T son maximos de A. Entonces
r1 < X9y 9 < a1 y por la propiedad de tricotomia xy = 5. .

Similarmente se tiene el siguiente teorema cuya demostracion es
analoga a la anterior.

Teorema 1.2. Si A < R, entonces A tiene a lo mas un minimo.

DEFINICION 1.3. Sea A < R. Decimos que el niimero real o es el
supremo de A si:

(i) Para todo a € A se tiene que a < a.

(ii) Si z es una cota superior de A, entonces o < z.

Al supremo de A (si existe) también se le llama la minima cota su-
perior de A.

Tenemos la siguiente definicién dual a la anterior.

DEFINICION 1.4. Sea A < R. Decimos que el ntimero real (3 es el
infimo de A si:

(i) Para todo a € A se tiene que § < a.

(ii) Si r es una cota inferior de A, entonces r < (3.
Al infimo de A también se le llama la maxima cota inferior de A.

Al supremo e infimo de A se les denota respectivamente, si existen,
cOmo

supA e infA.

Axioma del supremo. Si A es un conjunto no vacio de niimeros
reales, acotado superiormente, entonces existe el supremo de A.

El principio anterior no es valido para los niimeros racionales en el
sentido de que hay conjuntos acotados superiormente que no tienen su
supremo en Q.

El siguiente teorema es el dual del axioma del supremo.
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Teorema 1.3. Teorema del infimo. Si B es un conjunto no vacio
de numeros reales, acotado inferiormente, entonces existe el infimo de

B.

Demostracion. Supongamos que B es un conjunto acotado inferior-
mente. Sea A = {ae R: —a € B} y r una cota inferior de B. Sia € A,
entonces —a € B, pero r < —a por lo que a < —r. Asi pues vemos que
A es un conjunto acotado superiormente y que el hecho de que r sea
una cota inferior de B implica que —r es una cota superior de A por lo
que existe un numero real o tal que

a = sup A.
Ahora si a € A, entonces a < a < —r de donde r < —a < —a pero

observemos que a € A < —a € B por lo que para todo b e B

r<-—-a<<hb,
es decir —a es el infimo de B. .

Teorema 1.4. Propiedad arquimediana. Six € R, existe unn € N
tal que n > x.

Demostracion. Si no existiera ningtin niimero natural n tal que n > x,
entonces x seria una cota superior de N y por el axioma del supremo
existirfa un «, tal que a = supN. Sea m € N, entonces m + 1 € N por
lo que

m+1<a«o
de donde

m<a—1<a,

por lo tanto o — 1 seria una cota superior de N menor que «, contradi-
ciendo el hecho de que « es el supremo de N. Por lo tanto N no es
acotado superiormente. En particular, x no es una cota superior de N,
por lo cual existe un n € N tal que n > x. ]

Corolario 1.4.1. Si x,y > 0, entonces:
(i) Existe un n € N tal que nx > y.
(ii) Existe unn €N tal que 0 < + <.

(i) Existe unn e N tal quen —1 <y <n.
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Demostracion. (i) Como x > 0, entonces £ € R, por lo que existe un
n, tal que
Yy

n> =,
X

pero como x > 0 la dltima desigualdad equivale a

nr > .

(ii) Como y > 0 y 1 > 0, entonces existe un n € N tal que ny > 1.
Ahora, esta ultima desigualdad equivale a que y > % y como n es

positivo, entonces + > 0, por lo tanto
n

1
0<—<u.
n

(iii) Sea A, = {k € N: y < k}. Por la propiedad arquimediana
tenemos que A, # @. Ahora, A, tiene un minimo n, el cual es su
primer elemento, de donde n — 1 <y < n. .

Teorema 1.5. Sia,b > 1, existe un N € N tal que b > a para todo
n > N.

Demostracion. Por el teorema del binomio tenemos que para todo
nimero natural n se tiene

=1+ 0-1)" = Z (n)(b—l)’“ >1+nb-1),
oo \k

ahora, por el corolario a la propiedad arquimediana se tiene que
existe un N € N tal que N(b— 1) > a, por lo tanto si n > N, entonces

b*>1+n(b-1)>a. .

Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 1.5.1. Sia,b > 1, existe un N € N tal que b > an para
todon > N. (Siempre que existan todas las raices enteras de a.)

Teorema 1.6. Si A es un subconjunto de los nimeros reales acotado
superiormente, b > 0y X = {z: x =b-a, para algiin a € A}, entonces

sup X = bsup A.
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Demostracion. Sia€e Ay x =b-a, entonces como a < sup Ay b >0,
tenemos que x = ba < bsup A, por lo tanto sup X < bsup A. Ahora,
como A = {a: a = b7' .z para algiin z € X}, entonces sup A <
b=!sup X, por lo tanto sup X < bsup A <b-b~lsup X = sup X. .
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2. Raices Cuadradas

En esta seccién se establecera la existencia de las raices cuadradas
de cualquier nimero positivo.

DEFINICION 2.1. Decimos que x es una raiz cuadrada de un nidmero

real a si 22 = a.

Teorema 2.1. Sea a > 0. Existe un niimero positivo x tal que 2° = a.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos casos, a saber
cuando @ > 1 y cuando 0 < a < 1.

Sia>1seaB, ={beR: b>=0yb* < a}. Podemos ver que
B, esta acotado superiormente por a (verificarlo) por lo que debido al
axioma del supremo, existe un ntimero real x = sup B,. Observemos
que x > 1 ya que 1 € B,.

Tenemos tres posibilidades para z, a saber 22 = a, 22 > a y 2% < a.
Veamos que las dos ultimas son imposibles.

. . 2
Slx2<a,ex1steunneNtalque%<(ax)

Con el n dado asi,

241
1 2 9 2z 1 2 2z 1 _ .2 (2z+1)

tenemoszque (x—l—n) =2+ "+ 3 s@:v $n+n—x + =, pero

1 a—x 2z+1 2 2 T+

T <gg e T <a—rte=uat 4+, < a, por lo que

(+2)
T+ — <a,
n

lo cual significa que x + % € B,, pero esto es imposible pues z es el
supremo de B,.

: , 2_
Si 22 > a, sea n un numero natural tal que % < %%. Ahora, debe
existir un b € B, tal que = — % < b, de otra forma z — +

n
superior de B,. Pero esto nos lleva a que

2 2 1 1\?
a<x2—x<x2—x+2=<m—) < b
n n n n

seria una cota

es decir a < b%, contrario al hecho de que b € B,. Por lo tanto, la tinica
posibilidad es que 2% = a.

Falta demostrar que existe un z tal que 2? = a cuando 0 < a < 1.

Sia =1 es suficiente con tomar z = 1.
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Si0 < a < 1, entonces % > 1, por lo que existe un r > 0 tal que
1)2 y es suficiente con

r

r? = é, pero esto es equivalente a que a = (

tomar x = 2

=, n
T

Observemos que si x es una raiz cuadrada de a, entonces —zx también
es una raiz cuadrada de a. Observemos también que los niimeros nega-
tivos no tienen raices cuadradas en R. A la raiz cuadrada no negativa
de a la denotaremos por +/a.

Veamos ahora un ejemplo de un niimero real que no es racional, a

saber /2.

Teorema 2.2. EIl niimero v/2 es irracional.

Demostracion. Supongamos que v/2 es racional. Como v/2 > 0, en-
tonces se puede expresar como *, donde m,n € N. Sean mg,nyg € N
m

= V/2 para alglin niimero natural m}
v /2 = Z‘—g La eleccion de mg y ny garantiza que no tengan factores
comunes, en particular que 2 no divida a my y a ng a la vez. Pero

tales que np = min{n € N :

%3 = 2, por lo que m3 = 2n2, es decir m2 es par. El nimero mg debe
ser par, puesto que si no lo fuera, entonces my = 2k + 1 para algin
entero k, por lo que m = 4k® + 2k +1 = 2k(k+1) +1, el cual es impar,
por lo tanto mg es par. Asi existiria un r € N tal que mg = 2r, pero
m3 = 4r’ y % = 2, es decir 2r? = n2, de donde n? también es par.
De manera similar podemos concluir que ng es par, de donde 2 divide
amgy a ng ala vez, contradiciendo a la eleccién de ngy, demostrando

as que v/2 es irracional. .
Ejercicio 2.1. Demostrar que si p es primo, entonces ,/p es irracional.

FEjercicio 2.2. Demostrar que si n es un nimero natural tal que 4/n no
es entero, entonces 4/n es irracional.
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APENDICE III. LISTA DE SIMBOLOS

Simbolo Ejemplo

v V(@)

= i)
e b==4q
= b==4q
%]

€ be A
¢ b¢ A
= a=>b
# a#b
c Ac B
- Ao B
v AuB
N AnB
\ A\B
A AAB

Significado

Cuantificador universal.
Para todo x que satisface g(z).

Cuantificador existencial.
Existe = que satisface ¢(z).

p implica q.

p siy sélo si q.
Conjunto vacio.

b pertenece a A.

b no pertenece a A.

a es igual a b.

a es diferente de b.

A es subconjunto de B.
B es subconjunto de A.
A unién B.
Interseccién de A y B.

Conjunto de elementos que estdn en A
pero no en B.

Conjunto de elementos que estan en A 6 en B
pero no en ambos.
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Simbolo Ejemplo Significado

X Ax B Cuando A y B son puntos es el producto
vectorial.
Cuando A y B son conjuntos es el producto
cartesiano {(a,b): a€ A y be B}.

P-Q Producto escalar de P y Q).

i i=(1,0,0).

j j=(0,1,0).

k k = (0,0,1).

C Conjunto de los nimeros complejos.

N Conjunto de los niimeros naturales.

Q Conjunto de los nimeros racionales.

R Conjunto de los nimeros reales.

7 Conjunto de los niimeros enteros.

! k! Factorial de k, k(k—1)---(2)(1).

( ) (Z) Combinaciones de n en k.

v Va Raiz cuadrada no negativa de a.
{/z Raiz n-ésima principal de z.

< a<b a es menor que b.

> a>b a es mayor que b.

IA
S

IA
S

a es menor o igual que b.

\Y
S

\Y
S

a es mayor o igual que b.

(,) (a,b) Pareja ordenada con componentes a y b.
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Simbolo Ejemplo Significado

[, ] [, v] Producto vectorial de u y v.
(5) (a;b) {reR: a<uxz<b}

(5] (a;b] {reR: a<uz<b).

[5) [a; D) {reR: a<xz<b}

[5] [a; 0] {reR: a<z<b}.

— a—b a tiende a b.

f:A— B  Funcién f con dominio A y recorrido
incluido en B.

:) f: A _1: B Funcién f con dominio A, recorrido
incluido en By f(a) = 0.

— ar—b Funcién que a a le asigna b.

f0) f(z) Funcién f evaluada en z.

/1] f1A] {y+ y = f(z) para algin z € A}.

] fB] {z: y= f(x) para algin y € B}.

inf inf A infimo de A.

sup sup A supremo de A.

max max A maximo de A.

min min A minimo de A.

> Dy ak Suma desde k£ = 1 hasta n de los ay.

I1 [Toz; ak Producto desde k = 1 hasta n de los a.

oC focg f v g son proporcionales.



Apéndice III. Lista de Simbolos 233

Simbolo Ejemplo

&

d

N

> )

d(A, B)

AB
|AB|, |A - B|
||

Q

|LABC|

PV

AB

AB
LBAC
LA

7 RQP

£ ABC
X ABC
AABC

—_—

AB
AXB

(X

[JABCD

Significado
Espacio.
Distancia entre A y B.

Cuando A y B son puntos, significa la
distancia entre A y B.

Distancia entre A y B.
Valor absoluto de x.

Norma o médulo de Q).
Medida del dngulo ZABC.

Recta que pasa por los puntos A y B.
Rayo con extremo A y que pasa por B.
Segmento con extremos A y B.

Angulo con vértice A que es unién de
los rayos AB y AC.

Angulo con vértice A.

Angulo dirigido con lado inicial

Q—}E y lado terminal QP.

Medida del angulo Z ABC'.

Medida del dngulo dirigido Z ABC.
Triangulo con vértices A, By C.

Arco con extremos Ay B.
Arco con extremos Ay B y que pasa por X.

Longitud de X.

Cuadrilatero con lados AB, BC', CD y DA.
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Simbolo Ejemplo Significado

] Fin de una demostracion.
a a(§2) Area de Q.

1 [Lla [ y a son perpendiculares.
I I a [ y a son paralelos.

lle

A=B Ay B son congruentes.

~ A~B Ay B son semejantes.
vol vol(12) Volumen de €.

a* a*(Q) Area exterior de Q.

Ay a, () Area interior de €.

vol* vol*(2)  Volumen exterior de €.
vol, vol,(2)  Volumen interior de €.
0 0A Frontera del conjunto A.

B(,) B(Q,r)  Bola abierta con centro en () y radio 7.

° x° x grados.
sen sen 6 Seno de 6.
oS cos 6 Coseno de 6.
tan tan 6 Tangente de 6.
cot cot Cotangente de 6.
sec sec 6 Secante de 6.

cse csc Cosecante de 6.



Simbolo

arcsen

arccos

arctan

arccot

arcsec

arccsc

arg

Im

Re
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Ejemplo
arcsen x
arccos x
arctan x
arccot x
arcsec T
arccsc T

z

arg(z)
Im(z)

Re(z)

Significado

Arcoseno de .
Arcocoseno de .
Arcotangente de .
Arcocotangente de x.
Arcosecante de .
Arcocosecante de .
Conjugado de z.
Argumento principal de z.
Parte imaginaria de z.
Parte real de z.
Unidad imaginaria.

Longitud de una circunferencia de radio 1.



236

Apéndice IV. Indice Alfabético

APENDICE IV. INDICE ALFABETICO

abajo 1.19

abierto, conjunto I'V.10

abscisa 1.19

acotado, conjunto IV.6, IV.7,
Apéndice 1.1

acotado inferiormente, conjunto
Apéndice 1.1

acotado superiormente, conjunto
Apéndice 1.1

adyacente, lado, angulo 1.9
agudo, angulo .12

ALA .10

alineados, puntos 1.2

altura de un cilindro 7.20

altura de un cono 1.20

altura de un prisma I.20

altura de un trapecio 1.14

altura de un tridngulo 1.1/
altura de una piramide [.20
altura de una region trapecial [.14
altura de una region triangular/. 14
amplitud de un nimero complejo
1119

angulo 1.5

angulo adyacente 1.9

angulo agudo 1.12

angulo central 1.8

angulo de inclinacion [I11.2
angulo dirigido I1.1

angulo entre dos rectas 1.2
angulo externo .12

angulo interno 1.12

angulo interno contiguo 1.12
angulo interno no contiguo 1.12
angulo obtuso .12

angulo opuesto 1.9

angulo orientado I1.1

angulo recto 1.8
angulo-lado-angulo 1.10

angulos alternos internos [.13
angulos complementarios 1.8
angulos correspondientes .13
angulos de un cuadilatero .14
angulos internos 1.13

angulos internos del mismo lado 1.13
angulos suplementarios 1.8
arcocosecante I1.4

arcocoseno I1.4

arcocotangente 11.4

arcosecante 1.4

arcoseno [1.4

arcotangente I1./

arco de circunferencia .7

arco mayor 1.7

arco menor 1.7

area 1.16, IV.6

area de un circulo 1.17

area de un sector circular 1.17
area exterior IV.6

area interior IV.6

argumento de un niimero complejo
119

argumento principal de un ntimero
complejo I11.9

arista [./

arriba 1.19

asintotas de una hipérbola III.6
axioma de Arquimedes V.11
axioma de completez de la recta
V.11

axioma de Euclides V.11

axioma de nimeros complejos I11.9
axioma de paralelismo IV.11
axioma de Pasch V.11

axioma de Playfer V.11

axioma del supremo Apéndice 1.1
axiomas de congruencia V.11
axiomas de continuidad IV.11
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axiomas de Hilbert V.11
axiomas de orden IV.11

axiomas de pertenencia IV.11
base de un cilindro 7.20

base de un cono I.20

base de un prisma .20

base de un trapecio .14

base de un triangulo .14

base de una piramide 1.20

base de una regién trapecial .1/
base de una region triangularl. 14
bisecar 1.2,1.10

bisectriz 1.10

bola 1V.10

bola abierta V.10

borde de un semiplano 1.4

borde de una regién circular 1.6
borde de una region triangular 1.5
borde de una regién circular 1.6
caja V.7

caja plana IV.6

cara de un semiplano /.4

cateto .12

Cavalieri, principio de 1.20, IV.7
centro de un arco de circunferen-
cia 1.7

centro de un cuerpo esférico .20
centro de una bola V.10

centro de una circunferencia I.6
centro de una elipse I11.5

centro de una esfera .20

centro de una hipérbola I11.6
cerrado, conjunto V.10

cilindro 1.20

cilindro circular 1.20

cilindro recto 1.20

circulo 1.6

circuncentro [.11

circunferencia 1.6

circunferencia unitaria I11.9
circunscrita, circunferencia .11
colineales, puntos 1.2
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complejo, nimero I11.9
complementarios, angulos 1.8
complemento .8

completez de la recta, axioma de
V.11

componente, funcién V.3
congruencia, correspondencia .9
comprendido, lado, angulo 1.9
conexo, conjunto /V.10
congruencia de triangulos 1.9
congruentes, angulos 1.8
congruentes, circunferencias 1.6
congruentes, segmentos .2
congruentes, tridngulos 1.9
conjugado de un ntimero complejo
1.9

conjunto abierto V.10

conjunto acotado IV.6, IV.7,
Apéndice 1.1

conjunto acotado inferiormente
Apéndice 1.1

conjunto acotado superiormente
Apéndice 1.1

conjunto cerrado /V.10
conjunto con area V.6
conjunto con volumen [V.7
conjunto conexo [V.10

conjunto inconexo V.10

cono [.20

cono circular .20

cono circular recto .20
consecutivos, lados, angulos [.14
constante de proporcionalidad I.15
constante de una elipse I11.5
constante de una hipérbola I11.6
continua, funcién V.3

convexa, poligonal .14

convexo, conjunto /.4

convexo, cuadrilatero [.14
coordenada .1, 1.19
coordenadas del plano 1.19
corolario AA I.15
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corolario del triangulo isésceles I.10 distancia 1.1, 1.14, IV.2

correspondencia entre angulos 1.9
correspondencia entre lados 1.9
corresponder, angulos, arcos 1.8
corresponder, angulos dirigidos a
nimeros y viceversa [1.2

distancia entre dos puntos 1.1, IV.2
distancia entre rectas paralelas .1/
distancia entre un punto y una recta

112
distancia euclidiana .19

correspondientes, lados, angulos 1.9 division de nimeros complejos I11.9

cortar I.4

cosecante [.18, I1.2

coseno [.18, I1.2

cota Apéndice 1.1

cota inferior Apéndice I.1

cota superior Apéndice 1.1
cotangente .18, I1.2

cuadrado 1.1/

cuadrante .19

cuadrilatero 1.1/

cuadrilatero convexo 1.14
cuadrilongo I.14

cuarto cuadrante /.19

cubierta béasica de un subconjunto
acotado de R? IV.6

cubierta basica de un subconjunto
acotado de R3 IV.7

cuerda de un arco de circunferen-
cia .17

cuerda de una elipse [11.5

cuerda de una hipérbola II1.6
cuerda de una parabola III./
cuerda de una trayectoria IV.3
cuerda focal de una parabola I11.4
cuerpo esférico 1.20

delimitado 1.1/

derecha .19

desigualdad de Schwartz IV.2

ecuacion de una circunferencia I71.3
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