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Presentacion.

- jOye! ¢Me prestas tus apuntes?

El que los pide eres td, que ayer no pudiste (0 no quisiste) venir a clase, y el que te los
deja para que los fotocopies (eso en mis tiempos, ahora se les hace una foto con el
movil) no sera seguramente el estudiante mas brillante, ni el méas estudioso, pero es
ordenado, pulido y tiene buena letra. El documento que tienes ante tus 0jos son mis
apuntes, que yo te ofrezco por si te son utiles, como estudiantes que somos de una
facultad de matematicas Ilamada "Internet”. Intentaré explicarme.

Mi generacion, digamos los que estamos entre los cuarenta y los sesenta, no podemos
sentirnos muy orgullosos de este siglo XXI. Los ideales que teniamos en los afios
ochenta del siglo pasado no se han cumplido. El gran hito tecnol6gico de mi generacion,
Internet, es actualmente una fuente inmensa de vulgaridad, consumismo y
embrutecimiento. Pero si somos capaces de traspasar esa capa de mediocridad, podemos
aprender, y mucho.

Internet es la fuente de conocimiento mas potente que ha existido en toda la historia de
la humanidad, y sin coste alguno. En particular, se puede aprender mucha geometria
gracias a Internet gracias a todos los profesores y expertos que comparten sus
conocimientos en documentos pdf y paginas web. Muchos afios después de mi paso por
la facultad de Matematicas de la Universidad de Barcelona, no pasa un dia que no
aprenda algo "buscando por Internet”, y todos esos conocimientos los voy recogiendo,
pacientemente, en este libro. Asi pues, como decia antes, no son otra cosa que mis
apuntes como estudiante que soy de esta gran facultad de matematicas cibernética. Y los
comparto libremente, por si pueden ser de ayuda para cualquier estudioso de la
geometria, y para aportar mi granito de arena para que las nuevas generaciones
encuentren en Internet algo méas que un enorme contenedor de basura y frivolidad.

Gerard Romo, Montbrié del Camp, septiembre del 2019.

Presentacién de la primera edicién: Este libro pretende ser una guia para aquellos que quieran
aventurarse en un maravilloso viaje matematico que cruza, en el espacio y en el tiempo, toda la
civilizacion occidental. Un sendero que va desde "Los Elementos” de Euclides, en la Grecia del siglo 111
AC, hasta "Los Fundamentos de la Geometria" de Hilbert, en la Prusia de 1899.

En este viaje vamos a andar mucho, no es un viaje para turistas sino para puristas, y sobre todo vamos a
tener que acostumbrarnos a cambiar nuestros habitos matematicos. Vamos a tener que dejar nuestras
coémodas zapatillas deportivas modernas, sera necesario ponernos las rigidas botas de montafia de la
Prusia del siglo X1X, o las ligeras sandalias tradicionales de la Grecia Clasica. Nuestros pies matematicos
estan demasiado acostumbrados a caminar sobre la almohadilla de los nimeros reales y sobre el asfalto
del lenguaje del algebra simbdlica. Tendremos que pensar sin nimeros y eso no va a ser facil, al principio
nos van a salir ampollas, ya te aviso, pero tu tranquilo, que sera sélo al principio del viaje, durante los
primeros dos o tres afios, luego te vas acostumbrando, y de verdad, el paisaje vale la pena.

Es imposible aprender geometria sin resolver problemas, seria como pretender aprender a ir en bicicleta
sin subirse en una. Este libro de teoria viene acompafiado del libro de problemas "Problemas de
Geometria™:

www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf

La referencias que aparecen en los "problemas propuestos" indican el volumen y dentro del volumen, el
indice del problema. Por ejemplo: "Problema propuesto: 4.17" hace referencia al problema nidmero 17 del
volumen 4 de los problemas de geometria.



http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria1.pdf




Volumen |: Geometria neutral

1 Incidencia.

1.1 El sistema axiomatico de Euclides: ""Los Elementos"".

1.1.1 Los Elementos de Euclides.

“Los Elementos” es el primer manual de matematicas de la Historia. Escrito por
Euclides, un matematico griego del siglo Il AC, pretende recoger, sistematizar, detallar
y ordenar todo el saber geométrico de su época. La ordenacion se hace de forma Idgica,
es decir, una propiedad sigue a otra si se puede deducir de ésta de forma Idgica, por lo
que estamos ante el primer tratado axiomatico de la geometria.

Una obra tan inmensa como esta tuvo obviamente sus propias limitaciones. En Los
Elementos encontramos un trabajo herculeo para ofrecer una enciclopedia de resultados
geométricos, y ademas presentarlos ordenados de forma légica, pero no era su
pretension analizar y justificar los fundamentos, los primeros ladrillos que forman ese
edificio. Por este motivo (y gracias a ello), Los Elementos se sustentan en unos
conceptos fundamentales (Axiomas, definiciones, postulados, nociones comunes)
usados de forma intuitiva, tomados prestados del espacio fisico convencional. A lo largo
de la Historia, pero sobre todo en el siglo XIX, aquellos conceptos fundamentales con
los que se construyeron “Los Elementos” fueron sometidos a la mas estricta revision
critica, y gracias a esfuerzo metodoldgico la geometria se engrandecié ain mas hasta
limites insospechados.

1.1.2 Los trece libros de Los Elementos.

Los Elementos esta dividido en trece capitulos, llamados "libros". Los seis primeros
estudian la geometria del plano. Los tres siguientes tratan de la teoria de nimeros. El
libro décimo esté dedicado a los inconmensurables y en los tres Gltimos se estudian las
figuras en el espacio.

Libro 1. Los fundamentos de la geometria plana tradicional, con sus resultados mas importantes.

Libro 2. Area de cuadrados y rectangulos, teorema del coseno, propiedades algebraicas fundamentales
explicadas en términos geométricos...

Libro 3. Geometria del circulo: Circunferencia, arcos, cuerdas, tangentes...

Libro 4. Poligonos regulares.

Libro 5. Magnitudes, razones y proporcionalidad entre segmentos. Este libro es considerado como el
primer tratado de algebra abstracta de la historia.

Libro 6. Semejanza entre figuras planas, division aurea, Teorema de Tales, como hallar el cuarto
proporcional...

Libro 7. Esta dedicado a la aritmética. Se introducen los conceptos de unidad y nimero, divisor, pares e
impares, primos y compuestos...

Libro 8. NUmeros en progresion geométrica, interpolacion de términos...

Libro 9. Nimeros planos y sélidos, demostracion de que hay infinitos nimeros primos, como obtener
nameros perfectos...

Libro 10. Segmentos conmensurables e inconmensurables. Con 115 proposiciones es el mas extenso de
todos los libros de los Elementos, pero la mayor parte de sus proposiciones no tienen actualmente mayor
interés. Resulta dificil de estudiar, por lo que se le suele llamar "la cruz de los matematicos".

Libro 11. Objetos y relaciones habituales de la geometria del espacio, como rectas y planos; paralelismo
y perpendicularidad, angulos diedros y poliedros; figuras s6lidas: piramide, prisma, esfera, cono...
Libro 12. Obtencion del area del circulo y los volimenes de los s6lidos mas corrientes mediante el
"método de exhauscion".

Libro 13. La construccion de los cinco sdlidos regulares, la razon entre los lados de los pentagonos,
hexagonos y decagonos inscritos en una misma circunferencia.



1.1.3 Estructura de Los Elementos.

Cada libro esta dividido en apartados que pueden ser de seis tipos diferentes:
Definiciones, proposiciones, porismas y lemas. En el Libro 1 aparecen, ademas, 5
postulados y 5 nociones comunes.

Libro Definiciones Proposiciones | Porismas | Lemas
I 23 48 0 0
Il 2 14 0 0
11 11 37 1 0
v 7 16 1 0
\% 18 25 2 0
Vi 3 33 3 0
Vi 22 39 1 0
VI 0 27 1 0
IX 0 36 1 0
X 16 115 4 11
Xl 28 39 1 1
Xl 0 18 2 2
Xl 0 18 2 3
Total 130 465 19 17

1.1.4 El manuscrito ""Vat. Gr. 190™.

Hasta el siglo XI1X todas las versiones supervivientes de Los Elementos de Euclides
derivan de una misma fuente, la que redactd Teon de Alejandria en el siglo IV DC. Lo
sabemos porque dicho autor afiadio ciertas aportaciones propias (que €l mismo declara
como suyas) Yy todas las obras conocidas contienen dichos cambios. Pero en 1808 el
matematico francés Francois Peyrand (1760-1822) descubre en el Vaticano un
manuscrito de Los Elementos previo a la de Teon, llamado "Vaticanus graecus 190" (o
"Vat. Gr. 190" o simplemente "P"), que fue llevado a Francia como parte del botin de
guerra de las tropas napolednicas. Sabemos que este manuscrito es previo a la version
de Teon porque no incorpora las aportaciones que dicho autor afiadio al Libro 6.

Este manuscrito contiene los trece libros de Los Elementos y esta considerado como la
version integra mas antigua de dicha obra.




1.1.5 El ""Euclidis Opera Omnia' de Heiberg y Menge.

Entre 1883 y 1888 el fildlogo danés Johan Ludvig Heiberg redacta una version
definitiva de Los Elementos sobre la base del manuscrito "Vaticanus graecus 190",
cotejando sus textos con el resto de versiones "teoninas™ y con todos los fragmentos de
la obra de Euclides que han sobrevivido hasta nuestros dias.

De esta version se han realizado las traducciones "oficiales” de Los Elementos a la
mayoria de idiomas.

1.1.6 Nota biogréfica. Johan Ludvig Heiberg (27 de noviembre de 1854 - 4 de junio
de 1928) fue un fildlogo e historiador danés. Es conocido por su descubrimiento de
textos previamente desconocidos dentro del Palimpsesto de Arquimedes, y por su
edicion en inglés de los Elementos de Euclides. También publicé una edicion del
Almagesto de Ptolomeo.

Heiberg naci6 en Dinamarca, hijo de Johanne Henriette Jacoba (nacido Schmidt) y Emil
Theodor Heiberg. Fue profesor de filologia clasica en la Universidad de Copenhague
desde 1896 hasta 1924. Entre sus méas de 200 publicaciones se reconocen ediciones de
los trabajos de Arquimedes (1880 y 1912), Euclides (con Heinrich Menge) (1883-1916),
Apolonio de Perge (1891-93), Sereno de Antinouplis (1896), Ptolomeo (1898/1903), y
Herdn de Alejandria (1899). Muchas de sus ediciones se usan hoy dia.

Fuente: wikipedia



1.2 El sistema axiomatico de Hilbert: EI "Grundlagen™'.

1.2.1 El Grundlagen de Hilbert.

En el curso 1898-1899 el matematico aleman David Hilbert (Konigsberg, 1862;
Gotinga, 1943) de la Universidad de Gottingen sorprendio a sus alumnos ofreciendo un
curso sobre los fundamentos de la geometria. La version escrita de dicho curso
Grundlagen der Geometrie (“Los fundamentos de la Geometria™) aparecio en 1899 e
inmediatamente se convirtid en un bestseller, rapidamente traducido al francés, inglés y
otros idiomas.

h)

-

En este trabajo Hilbert se propone un objetivo titanico: Limpiar y enmendar todos los
puntos débiles de Los Elementos de Euclides que se habian detectado a lo largo del
siglo XIX, una obra que habia permanecido inalterada durante méas de 2000 afios. El
resultado es una maestra de la simplicidad y la elegancia matematica, un referente de
rigor cientifico, no so6lo en el campo de la Geometria, sino en todo el ambito de la
Matematica y de la ciencia en general de todo el siglo XX.

Hilbert comienza enumerando los conceptos sin definicion: “Consideramos tres
sistemas diferentes de objetos, que llamaremos puntos, rectas y planos. Entre ellos
imaginamos tres relaciones, que expresaremos por términos como “estar sobre”, “estar
entre” o “ser congruente con”. La descripcion exacta y las propiedades de estas
relaciones vienen dadas por los axiomas.”, para después presentar los 20 axiomas con
los que unificara toda la geometria, tanto la plana como la espacial, agrupados en cinco

grupos segun el tipo de propiedades que rigen:

Grupo I: Siete axiomas de incidencia.

Grupo I1: Cuatro axiomas de orden.

Grupo Il1: El Postulado de la Unica paralela.

Grupo IV: Seis axiomas de congruencia.

Grupo V: El axioma de continuidad (0 Axioma de Arquimedes)
Y un metaaxioma llamado “Axioma de completitud”.

Hilbert fue el precursor del llamado "Formalismo matematico”, una de las tres
escuelas matematicas mas importantes del siglo XX. El formalismo despoja a los
objetos matematicos de todo tipo de caracteristica natural o intuitiva, los limpia de
"polvo y paja” hasta convertirlos en meros simbolos carentes de significado y que
interactian mediante unas reglas formales establecidas de antemano. Lo dice el propio
Hilbert, "los elementos tales como el punto, la recta o el plano se pueden sustituir con
mesas, sillas, jarras de cerveza y otros objetos. Lo que se discute y se desarrolla son sus
relaciones definidas". Los resultados matematicos se asemejan a las construcciones de
Lego, construcciones creadas mediante unas reglas muy claras y precisas que actan
sobre unos objetos (las piezas) perfectamente definidos.



1.2.2 Sistema axiomatico del Grundlagen.

El sistema axiomatico de Hilbert se compone de nueve nociones primitivas:

Tres términos primitivos: punto, linea recta, plano, y seis relaciones primitivas:
Orden, una relacion ternaria entre puntos; Pertenencia, tres relaciones binarias, una de
ellas entre puntos y rectas, otra entre puntos y planos, y otra entre rectas y planos;
Congruencia, dos relaciones binarias, una entre segmentos y otra entre angulos,

denotadas por =.
Grupo I. Incidencia

H1.1 Dos puntos distintos A y B determinan una recta AB.

H1.2 Dos puntos cualesquiera de una recta la determinan por completo; es decir, por
dos puntos diferentes pasa una unica recta.

H1.3 Tres puntos A, B y C no situados en una misma recta determinan un plano a.

H1.4 Por tres puntos cualesquiera A, B y C no situados en una misma recta pasa un
unico plano.

H1.5 Si dos puntos A y B de la recta r yacen en el plano a, entonces todo punto de r
yace en d.

H1.6 Si dos planos o y B tienen un punto A en comun, entonces tienen al menos otro
punto B en coman.

H1.7 a) En cada recta hay al menos dos puntos;
b) En cada plano hay al menos tres puntos no situados en la misma recta;
¢) Existen al menos cuatro puntos no situados en un mismo plano.

Grupo Il: Orden

H2.1 Si un punto B esta entre los puntos A y C, también esta entonces entre Cy A, y
existe una recta que contiene a los tres.

H2.2 Si A'y C son dos puntos de una recta, existe al menos otro punto Bentre Ay C,y
al menos un punto D de tal manera que C esta entre A 'y D.

H2.3 Dados tres puntos en una recta, solo uno de ellos esta entre los otros dos.

H2.4 Axioma de Pasch: Sean A, B y C tres puntos no situados en la misma recta 'y sea r
una recta contenida en el plano ABC, que no pasa por ninguno de los tres puntos
mencionados. Entonces, si r pasa por algin punto del segmento AB, entonces pasa
también por algun punto del segmento BC o del segmento AC, pero no por ambos a la
vez.

Grupo I11: Paralelismo
H3.1 Dado un plano a, una recta r contenida en el plano y un punto A del plano pero no

contenido en la recta, puede encontrarse en dicho plano una Unica recta s que pase por
A, de forma que r y s no tengan ningin punto en comun.



Grupo IV: Congruencia

H4.1 Si A y B son dos puntos de la recta a, y A’ es un punto sobre la recta a’ (sea esta
igual a a 0 no), se tiene que, de un lado cualquiera de A’ en la recta a', existe un tinico B’

tal que el segmento AB es congruente con el segmento A'B', y lo denotamos por
AB = A'B'. Todo segmento es congruente consigo mismo.

H4.2 Si un segmento AB es congruente con el segmento A'B' y también con el

segmento A"B", entonces estos dos Ultimos son congruentes entre si (es decir, la
congruencia entre segmentos es transitiva).

H4.3 Sean AB y BC dos segmentos de la misma recta sin puntos en com(n a
excepcion de B, y sean ademas A'B'y B'C' dos segmentos de la recta a’ (sea ésta igual
0 no a a) sin mas puntos en comun que B'. Entonces, si AB = A'B' yﬁ =~B'C', se
tiene que AC = A'C'.

H4.4 Sea un &ngulo Z(h,k) en el plano o y sea una recta a’ en el plano a’. Supéngase

que en el plano o', se escoge uno de los lados respecto a a . Sea una semirrecta h’ de a’
que emana de un punto O’ de dicha recta. Entonces, en el plano o’ existe una Unica
semirrecta k' que sale de O’ de forma que £(h,k) es congruente con Z(h',k"),y de

forma que todos los puntos del interior de Z(h',k") estan en el lado escogido de o'. Se
denota por Z(h,k) = Z(h',k"). Todo &ngulo es congruente consigo mismo.

H4.5 Si el angulo Z(h,k) es congruente con el angulo Z(h',k") y con el angulo
Z(h", k"), entonces estos dos son congruentes entre si (es decir, la congruencia de
angulos es transitiva).

H4.6 (Criterio SAS) Si dados dos triangulos AABC y AA'B'C' se tiene AB = A'B',
AC = A'C', ZBAC = /B'A'C', entonces se tiene a su vez ZABC = Z/A'B'C'y
ZACB = /A'C'B'.

Grupo V: Continuidad

H5.1 Axioma de Arquimedes: Sea A; un punto cualquiera de una recta, situado entre
los puntos arbitrarios A y B de la misma. Témense los puntos A,, As,... de tal manera
que A; este entre Ay Ay, A esté entre Ay y Ag, etc. Supdngase ademas que los

segmentos AA , AA,, AA, ...son todos congruentes entre si. Entonces, en esta serie
existe siempre un cierto A, tal que B esta entre Ay A,.

Axioma de completitud

HC: A este sistema de puntos, rectas y planos no pueden afiadirse otros elementos de
manera que el sistema resultante forme una geometria nueva, obedeciendo todos los
axiomas de los cinco grupos. En otras palabras, los elementos de la geometria forman
un sistema que no es susceptible de extension, tomando los cinco grupos de axiomas
como validos.



Nota. El “Axioma 21”.

Hilbert introdujo en la primera edicion del Grundlagen un axioma mas que reza:
“Pueden escogerse cuatro puntos cualesquiera A, B, C y D de una recta de forma que B
esté entre Ay C yentre A y D, y que C esté entre A y D y entre B y D”, pero E.H
Moore en 1902 la dedujo como consecuencia de los axiomas de incidencia y orden
establecidos.

1.2.3 Consistencia e independencia de sistemas axiomaticos.

Diremos que un sistema axiomatico es consistente cuando todos sus axiomas pueden
ser ciertos a la vez, es decir, cuando no nos lleva a contradicciones. En caso contrario
diremos que el sistema axiomatico es inconsistente.

La mejor forma de garantizar la consistencia de un sistema axiomatico es encontrar un
modelo para dicho sistema axiomatico.

Diremos que un determinado axioma de un sistema axiomatico es dependiente del resto
si es posible llegar a demostrar su verdad deduciéndolo del resto de axiomas, es decir, si
es redundante. En caso contrario diremos que el axioma es independiente.

Para demostrar la independencia de un axioma es suficiente encontrar un modelo en el
que se cumplan todos los otros axiomas y la negacion de éste.

Diremos que un sistema axiomatico es independiente cuando todos sus axiomas son
independientes del resto, es decir, cuando no contenga ningun axioma redundante.

También podemos decir que una determinada proposicién es independiente de un
determinado axioma cuando sea posible demostrar esa proposicion sin utilizar dicho
axioma. En caso contrario diremos que la proposicion es dependiente del axioma.
Llegar a demostrar la dependencia o independencia de una proposicion respecto de un
axioma puede resultar una tarea muy dificil, pero se puede facilitar con la utilizacién de
modelos: Una determinada proposicion dependera de un determinado axioma si
encontramos un modelo en el que se no se cumpla dicho axioma y tampoco se cumpla
dicha proposicién. En efecto, si fuera independiente de dicho axioma se podria deducir
del resto, y por lo tanto tendria que ser cierta también en este modelo.

El capitulo 2 del Grundlagen esta dedicado a demostrar la consistencia y la mutua
independencia de los axiomas del Sistema Axiomatico de Hilbert.

1.2.4 Completitud de sistemas axiomaticos.

Diremos que dos modelos de un mismo sistema axiomatico son isomorfos cuando sea
posible establecer una correspondencia entre sus objetos de forma que se mantengan las
relaciones. Es decir, cuando sean idénticos para todos los efectos.

Diremos que un sistema axiomatico es completo cuando todos sus modelos asociados
sean isomorfos.

El Axioma HC de Hilbert afirma que su sistema axiomatico es completo, es decir, que
no se puede ampliar mas, todos sus modelos posibles son isomorfos al modelo de plano

cartesiano comin IR?.



Este axioma es controvertido, pues en realidad seria un meta-axioma, es decir, un
axioma sobre los sistemas axiomaticos. Los matematicos méas importantes han
comentado, para bien y para mal, sobre el Axioma de Completitud de Hilbert:

"An axiom about axioms with a complicated logical structure” (Schmidt)

"An unhappy axiom" (Freudenthal)

"The axioms of continuity are introduced by Hilbert, to show that they are really
unnecessary.” (Freudenthal)

"Hilbert’s completeness axiom is obviously not a geometric statement, and not a
statement formalizable in the language used previously—so what does it accomplish?"
(M.J. Greenberg, 2010)

"The foundations of geometry contain more than insight in the nature of axiomatic.”
(Freudenthal)

"The most original creation in Hilbert’s axiomatic" (Baldus)

"Hilbert has made the philosophy of mathematics take a long step in advance.” (H.

Poincaré)
Fuente: Several Topics from Geometry, de Franz Rothe

1.2.5 Construccion de nuevas geometrias.
Tomando como punto de partida un sistema axiomatico concreto podemos generar
nuevas geometrias de dos maneras distintas:

a) Eliminando uno o mas axiomas, es decir, dejar de exigirlos. Por ejemplo, podemos
hablar de “Geometria no arquimediana” si dejamos de imponer el Axioma de
Arquimedes. A medida que vamos afiadiendo axiomas vamos reduciendo el nimero de
modelos validos.

b) Sustituyendo un axioma por su negacién y comprobando que el sistema resultante es
consistente. El grupo mas importante son las llamadas “geometrias no euclideas”, es
decir, aquellas que niegan el Postulado de la Unica paralela (“por un punto exterior a una
recta pasa una Unica recta paralela”). Se pueden negar de varias formas: Exigiendo que
por cada punto exterior a una recta pase mas de una recta paralela a la primera
(geometria hiperbolica), o exigiendo que no pase ninguna, es decir, que no exista
paralelismo (geometria eliptica). Estas geometrias se descubrieron en el siglo XIX 'y
supusieron una auténtica revolucién en las matematicas, pues durante mas de dos mil
afios se habia pensado que la geometria euclidea era la Unica posible. En palabras del
gran gedémetra canadiense H.S.M. Coxeter:

El efecto del descubrimiento de la geometria hiperbolica sobre nuestras ideas
de verdad y realidad ha sido tan profundo que dificilmente podemos imaginar
lo traumatico que fue descubrir en 1820 que una geometria distinta de la
euclidea era posible.

Como consecuencia del descubrimiento de modelos geométricos hiperbdlicos en el
siglo XIX se acabo finalmente con uno de los quebraderos de cabeza historicos de las
matematicas: Los infructuosos intentos a lo largo de los siglos de demostrar el
Postulado de la tnica paralela.

¢) Sustituyendo un axioma por una proposicion y estudiando las propiedades del
sistema axiomatico resultante.



1.2.6 Nota. El sistema axiomatico de este libro.

El origen de este libro esta en el de los documentos pdf del profesor Wayne Aitken que
encontrados en su pagina web personal http://public.csusm.edu/aitken html/m410/,
en el que se sigue el sistema axiomatico de Hilbert con algunas variaciones menores.

Se ha procurado acompanar todas las definiciones de todos los objetos geométricos con
referencias a sus equivalentes, tanto en Los Elementos de Euclides como en el
Grundlagen de Hilbert.

1.2.7 Nota. Geometria del plano vs. Geometria del espacio.

Tenemos que tener en cuenta también que el sistema axiomatico de Hilbert comprende
puntos, rectas y también los planos en el espacio, mientras que en este libro nos
limitamos al &mbito de la geometria plana.

Entendiendo que la geometria del espacio es una ampliacion natural e independiente de
la geometria del plano, ignoraremos los axiomas que afectan a los planos y solo
estudiaremos los 17 axiomas del Grundlagen que se refieren a puntos y rectas. Por
ejemplo, del Grupo I los Axiomas 3, 4, 5y 6 no tienen sentido en una geometria plana.

Sin embargo, plano y espacio no son totalmente independientes. Por ejemplo, el

Teorema de Desargues (12.4.2), que es un teorema de geometria plana, se puede
demostrar facilmente si ese plano lo entendemos dentro de un espacio euclideo y
podemos “levantar” los tridngulos, pero es mucho mas dificil de demostrar si no
podemos “salir” de dicho plano.


http://public.csusm.edu/aitken_html/m410/

1.3 Los axiomas de incidencia. Planos incidentales.

1.3.1 Definicion. Plano. Geometria plana.
Un plano (o una geometria plana) es un par (Q, L) donde Q es un conjunto de

elementos llamados puntos y L es una coleccion de subconjuntos de Q llamados
rectas. Estos puntos y rectas estan sometidos a unas condiciones Ilamadas axiomas.
Cada conjunto concreto de objetos matematicos que verifique los axiomas constituye un
modelo de la Geometria.

La geometria axiomatica fija unos determinados axiomas y estudia las propiedades que
se deducen de estos, independientemente de cualquier modelo asociado que podamos
encontrar.

Observacion: Al definir las rectas como subconjuntos del conjunto de puntos, la teoria
de conjuntos nos proporciona toda la base ldgica para definir la relacion fundamental
entre puntos y rectas, la inclusion:

El punto P esta (contenido) en larectarsi Per.
Y la relacion fundamental entre rectas, la concurrencia:

Dos rectas r y s son concurrentes en un punto P cuando Perms.

1.3.2 Definicion. Plano incidental.

Un plano incidental es un plano que cumple los siguientes axiomas, llamados
“Axiomas de incidencia”. Estos axiomas corresponden al Grupo | del Grundlagen de
Hilbert, aungque nosotros nos reduciremos a los que atafien a la Geometria plana.

Axioma I1. El axioma de incidencia. (Elementos, postulado 1.1, H1.1)
Si Ay B son dos puntos diferentes, existe una Unica rectartal que Aer yBer.

Denotaremos por AB la Unica recta que pasa por A'y B.

Observacion. Hilbert afiade en el Grundlagen el Axioma H1.2 que garantiza que dos
puntos diferentes de una recta la determinan completamente:

Si r=AB y r=AC con B = Centonces r =BC.

En Los Elementos, Euclides se limita a postular que siempre se puede trazar una linea
recta entre dos puntos diferentes (Postulado 1.1):

"HitAobw anod navtog onueiou €ni ndv onpeiov eUBETav ypapuny ayayelv.
Postulese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera.

En Los Elementos no aparecen el resto de consideraciones que relacionan puntos y
rectas.

Axioma 12. (H1.7a)
En toda recta hay al menos dos puntos diferentes.

Axioma I3. El axioma de existencia. (H1.7b)
Existiran tres puntos A, B y C diferentes que no estan contenidos en la misma recta, es
decir, que si r es una recta, al menos uno de ellos no pertenece ar.



1.3.3 Proposicion.
Sean los puntos P y Q. Entonces:

a) P,Qei:’_’Q.
b) Si P=QYy rpasapor Py Q entonces r:P_Q.
¢) PQ=QP.

Demostracién. Se derivan directamente del Axioma I1.

1.3.4 Proposicion.
Toda recta r se puede escribir como PQ para ciertos puntos P y Q diferentes.

Demostracion. Por el Axioma 12 existen P =Q er y por 1.3.3b deducimos r = @ .

1.3.5 Definicion. Puntos colineales.
Diremos que los n puntos B, P,,...,P, son colineales cuando exista una recta r tal que

P, er paratodo k.

1.3.6 Proposicion.
Existen al menos tres puntos no colineales.

Demostracion. Es una interpretacion del Axioma I3.

1.3.7 Definicion. Rectas concurrentes.
Diremos que las n rectas r,, 1,, ..., I, SOn concurrentes si existe un punto P tal que

P er, paratodo k.

1.3.8 Proposicion. (Hilbert, Teorema 1)
Dos rectas diferentes se cortan como mucho en un punto. Dos rectas diferentes
concurrentes se cortan en un unico punto.

Demostracién. Sean r y s dos rectas diferentes. Supongamos que se cortan en dos puntos

diferentes P y Q. Entonces, aplicando 1.3.3b dos veces, r = % = s, absurdo.

Dos rectas diferentes concurrentes se cortan en algin punto puesto que son
concurrentes, y en no mas de un punto puesto que son diferentes.

1.3.9 Ejercicio.
Demostrar que el plano no esta vacio, y por tanto nuestra geometria no es trivial. Debes
usar un unico axioma.

Demostracion. EI Axioma I3 garantiza que existen al menos tres puntos diferentes.

1.3.10 Ejercicio.
Demostrar que existen rectas en el plano. Debes usar dos Gnicos axiomas.

Demostracion. EI Axioma I3 garantiza la existencia de tres puntos diferentes. Tomando
dos, el Axioma I1 garantiza la existencia de una recta que pasa por ambos.



1.3.11 Ejercicio.
Supongamos que P, Q y R son puntos y P = Q. Entonces P, Q y R son colineales si y

solo si R pertenece a PQ.

Demostracion. Si P = Q, larecta @ sera la Unica recta que contiene P y Q (Axioma
11). Si P, Q y R son colineales, sea r la recta que los contiene. Luego r contienea P y a
Q y por tanto, por unicidad, r = PQ. Luego R e PQ.

Reciprocamente, P y Q pertenecen a @ por el Axioma I1, y si ademas R pertenece a
@, los tres puntos seran colineales.

1.3.12 Ejercicio.
Supongamos que P, Q y R son puntos distintos. Entonces P, Q y R son colineales si y

solosi PQ = PR=QR

Demostracion. Si P, Q son puntos distintos, la recta PQ sera la tnica recta que los
contenga (Axioma I1). De la misma forma, Q y R distintos implica que la recta QR
sera la Unica recta que contengaa Q y R, y si P y R son distintos la recta % sera la
Unica recta que contengaalavezaPyaR.

Entonces, si P, Q y R pasan por una misma recta r, tendremos que r = W} =PR = @

y reciprocamente, si r = PQ = PR = QR, entonces P,Q,Rer .

1.3.13 Ejercicio.
Existen al menos tres rectas no concurrentes.

Demostracion. Por el Axioma 13, existiran al menos tres puntos diferentes A, By C no

colineales. Puesto que A= B, el Axioma I1 garantiza la existencia de la recta AB.Y
puesto que C = A y C = B, el mismo axioma garantizara la existencia de las rectas

AC y BC . Estas tres rectas no pueden ser concurrentes. En efecto, supongamos que

existe un punto D e ABAC nBC. Si D = A, entonces Ae BC y los tres puntos
serian colineales, y llegamos a contradiccion. Luego D = A, y de la misma forma
DBy D=C.

Si D = Aentonces existira una Ginica recta AD que contienea Dy A, pero D,Ae AB,

luego AB=AD, y de la misma forma llegamos a AC = AD, luego C e AC = AD = AB
y por tanto C, A y B seran colineales, llegando igualmente a contradiccion.

1.3.14 Ejercicio.
Para cualquier recta r podemos encontrar siempre un punto P gr.

Demostracién. Sea r una recta. Sabemos que existen tres puntos A, B y C no alineados,
(Axioma 13), luego al menos uno de los tres no perteneceraar.

1.3.15 Ejercicio.
Para cualquier punto P, existira al menos una recta r que no pase por P.



Demostracion. Por el ejercicio 1.3.13, existen al menos tres rectas no concurrentes,
luego P no pertenecera al menos a una de ellas, pues si perteneciera a las tres serian
concurrentes en P.

1.3.16 Ejercicio.
Para cualquier punto P, existen al menos dos rectas diferentes pasando por P.

Demostracidon. Por el ejercicio anterior, existira una recta r que no pasa por P. Por el

Axioma 12, existiran al menos dos puntos diferentes Ay B en r, por lo que r = AB.
Tenemos que. P = A, pues P no pertenece a r por hipdtesis, y de la misma forma P = B.

Las rectas PA yF PB pasan ambas por P, y son diferentes, pues si PA =PB, entonces
BePA=PecAB=r, Ilegando a contradiccion.

1.3.17 Ejercicio.
Supongamos que reemplazamos el Axioma I3 por el siguiente axioma:
Axioma I3a: Existe unarectary unpunto Pgr.

Demuestra que de los axiomas 11, 12 y 13a podemos deducir el Axioma I3.
Reciprocamente, demuestra que de los axiomas 11, 12 y I3 podemos deducir el Axioma
I3a. Asi pues, reemplazando el Axioma I3 por el Axioma I3a obtenemos un sistema de
axiomas equivalente.

Demostracion. Por el Axioma 13a, existe una recta r y un punto P ¢ r . Por el Axioma

12, existiran dos puntos diferentes A, Benr, luego r = AB . Los puntos A, By P
satisfacen el Axioma 13. Efectivamente, si existe una recta s que pasa por A, By P,

entonces s=AB=r, luego P er, contradiciendo la hipotesis.
Reciprocamente, por el Axioma I3 existiran tres puntos diferentes A, By C no

colineales. sea r = AB . Entonces C ¢ r . Efectivamente, si C e r, entonces los tres
puntos serian colineales, contradiciendo la hipotesis.

1.3.18 Ejercicio.
Sear=AB Yy Cer.Si AC =BC entonces AB=AC =BC.

Demostracion. AC = BC =

—

— Ae AC =BC
BeBC =AC

}:r_AB AC =BC por el Axioma I1.

1.3.19 Definicion. Rectas paralelas. (Elementos 1, definicion 23)
Diremos que dos rectas r y s son paralelas cuando no tengan ningn punto comun, es
decir, cuando rns=9.

1.3.20 Definicion. Postulado de la Unica Paralela. Plano afin.

Un plano afin es todo aquel plano incidental en el que se cumple el Postulado de la
Unica Paralela "PUP": Dada una recta r y un punto P tal que P & r, existira una tnica
recta s paralela a r que pase por P.

Por ejemplo, en 17.1.7 se vera que todo plano cartesiano K?* sobre un cuerpo K es afin.

Problema propuesto: P1/1.8.



1.4 Planos finitos.
1.4.1 Definicion. El plano de tres puntos.

A Puntos: Tres letras A, By C.
Rectas: {{A,B},{A,.C},{B,C}}

\‘0
o

1.4.2 Definicion. El plano de cuatro puntos.

A B Puntos: Cuatro letras A, B, Cy D.
Rectas: {{A B},{A C},{A D} {B,C},{B,D},{C,D}}

Estos dos planos asi definidos satisfacen los axiomas 11, 12 y 13, y por tanto son planos
incidentales.

1.4.3 Definicion. El plano de Fano.
Un plano de Fano es un plano cumpliendo los siguientes axiomas, llamados “Axiomas
de Fano™:

Axioma F1: Existe al menos una recta.

Axioma F2: Toda recta contiene exactamente tres puntos.

Axioma F3: Para toda recta r existe al menos un punto P tal que P& r.
Axioma F4: Todo par de puntos diferentes pertenecen a una Unica recta.
Axioma F5: Todo par de rectas tendra al menos un punto en comdn.

1.4.4 Proposicion.
Todo plano de Fano es un plano incidental.

Demostracion. El Axioma 11 es el Axioma F4. EI Axioma F2 implica el Axioma 12,
El Axioma I3 se cumple aplicando el ejercicio 1.3.17.

1.4.5 Ejercicio.
En un plano de Fano existe al menos un punto.

Demostracion. Basta aplicar el Axioma F1 y despues el Axioma F2.

1.4.6 Ejercicio.

Todo par de rectas diferentes se cortan en un Gnico punto.

Demostracion. Dadas dos rectas r y s, por el Axioma F5 garantizamos que al menos
existira un punto Aer ns. Supongamos que también Ber s, con A= B. Entonces
las rectas r y s contienen ambos puntos, y por tanto, aplicando F4, tenemos r =s,
contradiciendo la hipotesis.



1.4.7 Proposicion.
En un plano de Fano existen exactamente siete puntos.

Demostracion. Por el Axioma F1 existira al menos una recta ry, y por el Axioma F2
dicha recta contendra exactamente tres puntos, digamos A, B y C. Ademas, por el
Axioma F3 existira un punto D tal que D ¢ r,. Por lo tanto son cuatro puntos diferentes.
Los puntos A y D pertenecen a una recta r, por F4, y aplicando F2 a r, existira tercer
punto E. E ¢r,, pues si E er,entonces r, =r, y por tanto D e r;, contradiciendo la
hipotesis.

De la misma forma obtenemos los puntos F e BD y GeCD.

1.4.8 Proposicion.
En un plano de Fano cada punto pertenece a exactamente tres rectas.

Demostracion.

1.4.9 Proposicion.
En un plano de Fano no existe ningln punto que pertenezca a todas las rectas a la vez.

Demostracion.

1.4.10 Proposicion.
En un plano de Fano existen exactamente siete rectas.

Demostracion.

1.4.11 Definicion. Un modelo para el plano de Fano.

y Puntos: Siete letras diferentes A, B, C, D, Ey F.
Rectas: Los conjuntos
{AB,C}{A F,E}{C,D,E}{F,G,C},

{A G,D}{E,G,B}{F,D,B}

D

1.4.12 Definicién. Plano de Young.
El Plano de Young se diferencia del Plano de Fano Unicamente en el quinto axioma:

Axioma Y1: Existe al menos una recta.

Axioma Y2: Toda recta contiene exactamente tres puntos.

Axioma Y3: Para toda recta r existe al menos un punto P tal que P gr.

Axioma Y4: Todo par de puntos diferentes pertenecen a una Unica recta.

Axioma Y5: Para cada recta r y para cada punto P tal que P ¢ r, existe una Unica recta s
que pasa por Py es paralelaar.

1.4.13 Definicion. Un modelo para el plano de Young.

Puntos: Las letras A, B,C,D, E, F, G, H, I, J

Rectas: {A,B,C}, {A, D, G}, {A, E, H}, {A F, 1}, {B, D, H}, {B, E, 1}, {B, F, G},
{C,D, I},{C,E,G},{C,F,H}, {D,E, F}, {G, H, I}






2 Orden.

2.1 Los axiomas de orden. Planos ordenados.

2.1.1 Definicion. Axiomas de orden. Plano ordenado.

En Los Elementos, las rectas no estan orientadas: No se habla nunca de puntos “mas a la
derecha” o “mas a la izquierda” en una recta, no hay nada parecidoa ™ A< B" (Sin
embargo, las rectas de IR?, el modelo canonico de plano euclideo, si estan orientadas,
como se vera en el apartado 17.2).

De lo que si habla Euclides es de “estar entre dos puntos”, algo que denotaremos por
A*B*C, aunque no dedica ni una sola frase a especificar qué se entiende por "un
punto que esta entre otros dos en una recta”, pues se supone evidente. Esta debilidad la
corregira Hilbert en el Grundlagen dedicando todo el Grupo Il de axiomas a
especificar esta relacion.

Asi pues, afiadimos a los conceptos y axiomas del apartado 1.2 una relacion triadica
entre los puntos, representada por A*B*C , y diremos que “B esta entre Ay C”. Esta
relacion deber& cumplir los siguientes axiomas B1, B2, B3 y B4. Un plano ordenado
sera aquel plano incidental que ademas incorpore una relacion triadica de puntos
A*B*C que cumpla estos cuatro axiomas.

Axioma B1. (H2.1)

Si A*B*C entonces:
a) C*B*A.
b) Los puntos A, B y C estan en una misma recta.
c) A, By C son puntos diferentes.

Axioma B2. (Elementos, Postulado 2; H2.2)
Si A= B, entonces existiran puntos C, Dy E talesque C*A*B, A*D*B y
A*B*E.

Axioma B3. (H2.3)
Supongamos que A, B y C son puntos diferentes de una misma recta r. Entonces sera
cierta una y sélo una de las siguientes afirmaciones:
a) A*B*C  b) B*A*C  c) A*C*B
Es decir, uno y sélo uno de ellos estara entre los otros dos.
Este axioma implica que las rectas no son circulares. Dados tres puntos de una

circunferencia, siempre podemos decir que cualquiera de ellos esta entre los otros dos, y
esto no puede suceder en el sistema axiomatico que estamos construyendo.

A B



2.1.2 Definicién. Segmento.
Sean P y Q dos puntos no necesariamente diferentes. Definimos el segmento de

extremos P y Q, que representaremos por PQ , como el conjunto de puntos

PQ ={X |P*X *Q}u{P,Q}

Definimos el interior del segmento PQ como el conjunto de puntos

PQ—{P,Q}={X |P*X *Q}

2.1.3 Observacion. Segmento degenerado.
Cuando P =Q la definicion anterior sigue siendo valida y se cumple PP ={P}.

2.1.4 Definicién. Puntos colaterales.

Sea una recta r y dos puntos P y Q (no necesariamente diferentes) que no pertenecen ar.
Diremos que Py Q estan al mismo lado de r, y escribiremos P ~, Q cuando
PQNr=9g.

En caso contrario, diremos que P y Q estén en lados opuestos de r, y escribiremos

P# Q.

Axioma B4.
Siresunarecta, y P, Q y R puntos que no pertenecen a r. Entonces:

a) P~ Qy Q=, R entonces P =, R, es decir, larelacion P =, Q es transitiva.
b) P#, Qy Q#, R entonces P~, R.

Este cuarto axioma es muy importante porque limita a dos el nimero de lados que
pueden tener las rectas. Es equivalente al “Axioma de Pasch” que se vera como
consecuencia directa suya en 2.2.5.

2.1.5 Ejercicio.
Sean P, Q y R tres puntos que no pertenecen a una rectar.

P

Si P# Qy Q= R,entonces P#, R.

R
Demostracion. Si P =, R, entonces puesto que Q =, R, por el Axioma B4a se deduce
P ~, Q, contradiciendo la hipotesis P #, Q.



2.1.6 Proposicion.
Sean dos puntos P y Q. Entonces PQ = PQ.

Demostracion. Supongamos que X e PQ . Entonces se pueden dar tres casos: X =P,
X=Qo0 P*X*Q.

Si X =Pentonces X e FYj por 1.3.3ay de la misma manerasi X =Q.

Si P* X *Qentonces X, Py Q pertenecen a la misma recta por el Axioma Blb, y la

recta ha de ser necesariamente PQ por 1.3.3b.

2.1.7 Proposicion.
Sean dos puntos P y Q. Entonces PQ =QP.

Demostracion. Sea X € PQ . Entonces X =PeQPv X =QeQPv P*X *Q
Si P* X *Qentonces también Q* X *P, por lo que X € QP.

2.1.8 Definicién. Semirrecta.
Sean dos puntos diferentes P y Q. Definiremos la semirrecta PQ por

PQ =PQU{X |P*Q*X}

P e

2.1.9 Proposicion.
Sean P y Q dos puntos diferentes. Entonces PQ = PQ = PQ.

Demostracién. La inclusion de la izquierda se demuestra por unién de conjuntos.
Para la de la derecha, si X e PQ = X e PQ = PQv P*Q* X
Si P*Q* X entonces P, Q y X pertenecen a una misma recta por el Axioma B1b y esta

recta tiene que ser forzosamente PQ por 1.3.3b.

2.1.10 Proposicion.
Si A*B*C 0 C*A*B entonces C ¢ AB .

Demostracion. Si A*B*C entonces C = Ay C = B por el Axioma Blc, y también no se
cumple A*C*B por el Axioma B3, luego no se cumplira ninguna de las condiciones

para que C e AB . De la misma forma si C*A*B.

2.1.11 Ejercicio.
Demostrar que si C* A*B entonces C ¢ AB.

Demostracion. Supongamos que C e AB. Entonces C=A 0 C=B 0 A*C*B 0 A*B*C.
Ninguna de las cuatro posibilidades es compatible con la hipotesis C* A* B, por el
Axioma B3 o por el Axioma Blc.



2.1.12 Ejercicio.
Demostrar que si A= B, entonces AB NBA=AB.

Demostracion. Si P=A=Pec ABNBAAPc AB.

De lamisma P=B=P<cABNBAAPcAB.

Si P # A, B entonces

Pe ABNBA

< (A*P*Bv A*B*P)A(B*P*Av B*A*P)

< A*P*Bv (A*B*P AB*A*P)

Pero A*B*P AB*A*Pes imposible por el Axioma B3, luego
PcABNBA< A*P*B < PecAB

2.1.13 Ejercicio.
Demostrar que si A= B, entonces ABUBA=AB.

Demostracion. Si P=A=Pec ABUBAAPc AB.

Delamisma P=B=PcABUBAAPcAB.
Si P = A, B entonces

P e ABUBA

< (A*P*Bv A*B*P)v(B*P*AvB*A*P)
< A*P*BVvA*B*PVvB*A*P

Pero por el Axioma B3:

A*P*Byv A*B*Pyv B*A*P < P c AB



2.2 Semiplanos.

2.2.1 Proposicion.
La relacion ~, definida en 2.1.4 es una relacion de equivalencia en el conjunto de

puntos que no pertenecen ar, es decir, cumple las propiedades reflexiva, simétrica 'y
transitiva.

Demostracion. Sea una recta r y sean P, Q y R tres puntos que no pertenecen ar.
a) Propiedad reflexiva: P ~, P.

Por definicion PP ={P},y {P}~r=, luego P~, P.

b) Propiedad simétrica: P~, Q=Q~, P
P~ Q=PQnr=,pero PQ=0QP, luego QPr=Z=Q~, P

c) Propiedad transitiva: P~, QAQ~, R=P~, R
Es el Axioma B4a.

2.2.2 Definicién. Semiplano.
Sea P un punto que no pertenece a la recta r. Definiremos el semiplano determinado por

P con frontera r por la clase de equivalencia [P],.

[Pl ={Qer|P~, Q}

2.2.3 Lema.
Toda recta r determina al menos dos semiplanos.

Demostracion. Sea r = AB . Por 1.3.14 existira un punto C ¢ r . Por el Axioma B2
existira un D tal que D*A*C.

Der,puessi Der entonces r = AD = AC y por tanto C er, llegando a
contradiccion.

Claramente D #, C pues AcCD .

2.2.4 Proposicion.
Toda recta determina exactamente dos semiplanos.

Demostracion. En la proposicion anterior hemos visto que determina al menos dos
semiplanos. Veamos que no puede determinar ninguno mas.

Sea r=AB, ysean C y D en lados opuestos de r: C #, D.
Supongamos que existe un tercer punto E tal que E#, C y E#, D.
Por el Axioma B4(b), C #, DAE #, C= D #, E, llegando a una contradiccion.



2.2.5 Teorema. Teorema de Pasch. Lema de Bernays. (H2.4).

Sean tres puntos A, By C, y sea r una recta que pasa por AB . Entonces

a) r pasa por AC o por BC.

b) Si r no contiene ninguno de los puntos A, B o C, entonces pasa exclusivamente por
uno de los dos segmentos anteriores. (“Lema de Bernays”).

c) Si r pasa por los tres lados del triangulo, entonces cortara dos de sus lados por el

vértice comun.
A

c

Demostracion. a) Supongamos que A, By C no pertenecen ar. La recta r pasa por AB,
luego A#, B. Entonces o bien A=, Cy por tanto B #, C, es decir, r pasa por BC, 0
bien A%, C, es decir, r pasa por AC.

Si Aer,entonces Ac AC Nr,Si Ber,entonces Be BC Nr,ysi Cer, entonces
CeACnr.

b) Supongamos que A, B y C no pertenecen ar. Sir pasapor AC y por BC entonces
A=, Cy B~=, C, luego por el Axioma B4(a) tenemos que A=, B, lo cual es absurdo

porque la recta r pasa por AB por hipotesis.

c) Supongamos que r pasa por los tres lados del tridngulo. Si r no pasara por ninguno de
los tres vértices entrariamos en contradiccion con (b), luego pasara por al menos uno de
sus vértices.

Observacion: En los Elementos se supone que toda recta que entre por un lado de un
triangulo debera salir por uno de los otros dos lados. EI matematico M. Pasch (1843-
1930) fue el primero en proclamar que esta propiedad debia figurar como axioma, en su
obra Vorlesungen tber neuere Geometrie, (Leipsic, 1882).

2.2.6 Proposicion.
El Lema de Bernays (2.2.5b) es equivalente al Axioma B4.

Demostracion. En 2.2.5 acabamos de ver que el Axioma B4 implica el Lema de
Bernays. Veamos ahora el reciproco.
Searunarectay P, Q y R puntos que no pertenecen a r. Veamos el apartado (a):

Supongamos que P~, Q y Q=, R .Si P #, R, entonces por el Lema de Bernays
tendriamos que o bien P #, Q o bien Q #, R, contradiciendo la hipotesis. Luego

P= Q.

Veamos el apartado (b): Supongamos que P #, Q y Q #, R, es decir, la recta r pasa por
PQ y por QR. Si ademas P #. R entrariamos en contradiccion con el Lema de
Bernays cuando exige que solo puede pasar por uno de los dos. Luego P =, R.



2.2.7 Ejercicio.

Seanunarectar, Aer y Bgr. Todo punto de la semirrecta AB, excepto A, pertenece
a [B],, es decir, es colateral con B respecto ar.

r

Demostracién. En primer lugar observamos que el Gnico punto de corte entrery AD es
A, pues son rectas diferentes.

PcAB < A*P*Bv A*B*PvP=AvP=B
El caso P = A queda descartado, y el caso P =B es trivial. Vamos los dos casos
restantes.

Supongamos A*P*B 0 A*B*P. Si X e PBr—= X = A, pues PB — AD. Luego

tendriamos P*A*B, contradiciendo la hipétesis (Axioma B3). Luego PB Nr =, es
decir, P [B].

2.2.8 Ejercicio.

Sea una recta AB y sean C y D puntos en lados opuestos de la recta. Si C, Ay D estan
alineados, entonces C*A*D.

Demostracidn. Si C y D estan en lados opuestos de AB, entonces CD y AB se cortan
en un punto P, es decir, C*P*D con P € AB.

Las rectas CD y AB son diferentes, luego s6lo pueden tener un punto de corte, que
sera el punto P.

Por otro lado, si C, Ay P estan alineados, A<CD, y claramente A< AB, luego

A e CD N AB. Por la unicidad del punto de corte se deduce que A= P y por tanto
C*A*D.



2.3 Relacion de orden de cuatro puntos.

La relacion de orden de tres puntos en una recta se puede ampliar de forma natural a
cuatro o mas puntos. Definir una relacion de orden de cuatro puntos sera muy util
posteriormente para facilitar y simplificar la demostracion de muchos de los resultados.

2.3.1 Definicién. Relacién de orden de cuatro puntos.
Sean cuatro puntos A, B, C, D . Diremos que A*B*C*D cuando se cumplan las
siguientes cuatro condiciones al mismo tiempo:

A*B*C, A*B*D, A*C*D y B*C*D

A B Cc D

Es decir, los cuatro puntos estaran ordenados cuando, descartando cualquiera de los
cuatro, los otros tres mantienen el orden.

2.3.2 Proposicion.
Si A*B*C*D entonces A, B, C y D son diferentes y colineales.

Demostracién. Puesto que se cumple A*B*C, los puntos A, B y C son diferentes y
colineales (Axioma B1). Sea r la recta que pasa por los tres. Claramente r = AB.

Puesto que A*B*D, los tres puntos A, By D son diferentesy D e AB, luego los cuatro
puntos son colineales.

Por Gltimo, A*C*D implica que los puntos A, C y D son diferentes, por lo tanto los
cuatro puntos son diferentes.

2.3.3 Proposicion.
Si A*B*C*D entonces D*C*B*A.

Demostracion. Aplicamos el Axioma Bla para cada condicion:

B*C*D=D*C*B
A*C*D=D*C*A

A*B*C*D < < D*C*B*A
A*B*D=D*B*A

A*B*C=C*B*A

2.3.4 Proposicion.
Si A*C*D y A*B*C entonces A*B*C*D

A B C

A B C D

Demostracion. A*B*C*D << B*C*DAA*C*DAA*B*D A A*B*C
Tenemos que comprobar B*C*D y A*B*D.



A*C*D = AC,D e AC, y de la misma forma A*B*C = A B,C € AC, luego
AB,C,D e AC . Definimos r = AC.
Sea E un punto E ¢ AC (1.3.14).

Las rectas Ey CE se cortan unica y exclusivamente en el punto C, pues son
diferentes (1.3.8)

A*B*C =C ¢ AB, luego ABNr=¢,yporlotanto A=, B
A*C*D= A%, D
Aplicando el Axioma B4a tenemos que B #, D, luego BD nr = & . Pero BD = AC,

luego forzosamente BD N r =C, es decir B*C*D.
De la misma forma se demuestra la condicion A*B*D.

2.3.5 Proposicion.
Si A*B*D y B*C*D entonces A*B*C*D.

Demostracion.
A*B*D=D*B*A

= D*C*B*A= A*B*C*D
B*C*D=D*C*B
Donde hemos utilizado el Axioma Bla y las proposiciones 2.3.3y 2.3.4.

2.3.6 Proposicion.
Si A*B*C y B*C*D, entonces A*xB*C*D.

B C D

A B C D

Demostracion. A*B*C y B*C*D implica que los cuatro puntos son diferentes y
colineales. Sea r la recta que contiene a los cuatro puntos.

Desarrollando la definicién de A*B*C* D, s6lo tenemos que demostrar dos
implicaciones:

i) A*B*CAB*C*D= A*C*D

Hay tres posibilidades: D*A*C, A*D*C y D*C* A. Veamos que las dos primeras
nos llevan a contradiccion.

Supongamos D* A*C. Por 2.3.5, D*A*CAA*B*C=D*A*B*C = D*B*C,
incompatible con B*C*D.

Supongamos A*D*C . Seguiremos un razonamiento similar al de 2.3.4:

Sea E ¢ AD y s= ED . El tnico punto de interseccion entre ry s es D.
A*D*C= A%, C
B*C*D=B~»,C

Ahora A *xD*BAA*B*C = A*D*B*C = D*B*C que es incompatible con

B*C*D.

Luego la unica posibilidad es A*C*D.

i) A *AB*CAB*C*D= A*B*D. Hay tres posibilidades: A*D*B, B*A*D y

A*B*D. Veamos que las dos primeras nos llevan a contradiccion.

}: A% B= A*D*B



Supongamos A*D*B . Entonces A*D*BAA*B*C = A*D*B*C=D*B*C,
incompatible con B*C*D.
Supongamos A*D*B. Entonces A*D*BAA*B*C = A*D*B*C=D*B*C,
incompatible con B*C*D.

2.3.7 Proposicion.
Si A*B*C, A*B*C y B=B' entonces A*B*B*C 0 A*B*B*C.

Demostracion. A, B y B’ son diferentes y colineales, luego se tiene que dar uno de los
tres casos siguientes: i) A*B*B' ,ii) A*B™B oiii) B*A*B'.

i) A *xB*B'AA*B*C = A*B*B"*C.

i) A *xB*BA A*B*C = A*B*B*C

iii) B*A*B'AA*B*C = B* A*B™C = B* A*C absurdo, pues suponemos A*B*C.

2.3.8 Proposicion.
Si A*B*C, A*B*C' y C=C' entonces A*B*C*C' 0 A*B*C"™*C.

Demostracion. A, C y C’ son tres puntos diferentes y colineales, luego se tiene que dar
uno de los tres casos siguientes: i) A*C*C', ii) A*C™*C oiii) C*A*C'".

i) A*C*C'AA*B*C = A*B*C*C’

i) A*xC*C AA*B*C'= A*B*C"™*C

iii) C*A*C'AA*B*C'=>C*A*B*C'=C*A*B absurdo, pues suponemos
A*B*C.

2.3.9 Proposicion.
Si A, B, Cy D son cuatro puntos diferentes y colineales, y se cumple A*B*C.
Entonces se cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

i) D*A*B*C i) A *xD*B*C i) A*B*D*C iv) A *xB*C*D

Demostracion. Si A, B, D son distintos y colineales entonces se da una situacion:
A*B*D, A*D*B o D*A*B. Por otro lado, A, C, D son distintos y colineales, luego se
da una de las situaciones siguientes: A*C*D, C*A*D, o C*D*A. Aplicamos las
proposiciones anteriores para estudiar caso por caso:

A*B*D A*D*B D*A*B

A*C*D |A*B*C*D (iv) 0 A*C*D*B imposible D*C*A*B imposible
A*C*B*D imposible

C*A*D |C*A*B*D imposible C*A*D*B imposible B*D*A*C imposible
o D*B*A*C (i)

C*D*A | A*B*D*C (iii) A*D*B*C (ii) 0 C*D*A*B imposible
A*D*C*B imposible

2.3.10 Corolario.
Si A, B, Cy D son cuatro puntos diferentes y colineales, entonces existe una
permutacion X, Y, Z, W de estos cuatro puntos tal que X*Y*Z*W.

Demostracion. Los puntos A, B y C son diferentes, luego i) A*B*C,ii) A*C*B o
iii) B* A*C. Basta construir las tres tablas anteriores con cada caso para obtener los 24
casos posibles.




2.3.11 Definicion. Extremos de un segmento.

Los puntos A y B del segmento AB se denominan extremos del segmento. El siguiente
ejercicio demuestra que los puntos A y B pueden ser determinados exclusivamente
mediante la relacion de orden en su conjunto de puntos.

2.3.12 Ejercicio.

Los extremos A y B de AB son los tnicos puntos del segmento que no estan entre dos
puntos del mismo.

Demostracion. Supongamos que C*A*D y C,D e AB.

Supongamos en primer lugar que D=B y C #B.

Sabemos que D= Ay C = B por el Axioma Blc.

Luego A*C*B y A*D*B. Por hipétesis C* A*D, luego por 1.4.5, C*A*D*B,y
por tanto C*A*B, pero A*C*B, contradiciendo el Axioma B3.

Supongamos que D =B. Entonces C*A*B con C e AB. Ahora C = A y C=B,
luego A*C*B. pero esto contradice el Axioma B3.

Supongamos que C =B. Entonces tenemos B*A*D, con D e AB. Ahora D = A y
D = B, luego A*D*B. pero esto contradice el Axioma B3.

2.3.13 Teorema.
Si B*A*C entonces BAc BC.

Demostracion. P BA=B*P*A.
B*P*AAB*A*C =>B*P*A*C = B*P*C=PecBC.
Si P=A o P=C estrivial.

2.3.14 Ejercicio.
Supongamos que B* A*C . Entonces BAU AC =BC,y BANAC ={A},

Demostracion.
{B_Ac% } SN
B*A*C = __ _ _+=BANnACCcBC.
C*A*B= ACcBC
Esta claro que {A}c BANAC . Veamos BANAC — {A}. Sea P BANAC
Si P=B= A*B*C, incompatible con B*A*C.
Si P=A= Ae{A}.
Si P=C=B*C*A, incompatible con B*A*C.
Si B¥*P*AAA*P*C: A*P*CAB*A*C = A*B*P*C = A*B*C, incompatible
con B*A*C.

2.3.15 Proposicion.
Si C*A*B entonces AB N AC ={A}.

Demostracion.



AB N AC =(AB{P|A*B*P})U(AC "{P|A*C*P}) =

—(ABAC)U(AB ~{P|A*B*P})u

U{P|A*B*P}NAC)U({P| A*B*P}{P|A*C*P})=

={A}

AB N AC ={A} por 2.3.14.

AB N {P| A*B*P}= pues A*P*B y A*B*P son incompatibles.
{P|A*B*P} AC =& pues A*P*C AC*P*A*B= P*A*B incompatible con
A*P*C.

{P|A*B*P}~{P| A*C*P}=, pues
A*B*PAC*A*B=C*A*B*P = C*A*P, incompatible con A*C*P .

2.3.16 Definicion. Semirrectas opuestas por el vértice.
Si A*B*C, diremos que BC y BA son semirrectas opuestas.

2.3.17 Proposicion.
Si A*B*C, entonces AC = BC U BA

Demostracion. Veamos que AC —BC UBA:

P=AvP=B

P*A*Cv A*P*Cv A*C*P
SiP=AvP=B=PeBAcBCUBA

Si P*A*C, entonces puesto que A*B*C tenemos P*A*B*C (236) luego

P*A*B, por tanto B* A*P y en consecuencia P € BA = BC UBA
De la misma manera

A*C*PAA*B*C = A*B*C*P=B*C*P=PeBC c BCUBA
Por GItimo, si A*P*C AA*B*C = A*P*B*Cv A*B*P*C
A*P*B*C = A*P*B=Pe ABc BAc BC UBA

A*B*P*C =B*P*C = P eBC c BC = BCUBA

Veamos que BC UBAc AC :

A*B*C = A B,C e AB = BC = BC = AB A BAc BA= AB, luego BC UBAc AC .

Aplicando B3, P e AC < {

2.3.18 Ejercicio.
Supongamos que A*B*C. Entonces AB = AC.

Demostracion. Veamos en primer lugar AB — AC . Si P e AB entonces

) P=A=PecAC

i) P=B=> A*P*C=PcAC

iii) A*P*B. Puesto que por hipbtesis A*B*C, tenemos A*P*B*C, y por tanto
A*B*C. Luego P e AC

iv) A*B*P. Puesto que por hipotesis A*B*C, solo puede suceder A*B*P*C,y
por tanto B*P*C y P e AC, 0 bien A*B*C*P y portanto B*C*P y Pe AC.



Veamos ahora AC = AB. Si P e AC entonces:

) P=A=PcAB

i) P=C = A*B*P—=PcAB

iii) A*P*C. Puesto que por hipbtesis A*B*C, tenemos o0 bien A*P*B*C, y por
tanto A*P*B. Luego P € AB, 0 bien A*B*P*C, y por tanto A*B*P. Luego
Pe Né,

iv) A*C*P. Puesto que por hipdtesis A*B*C , deducimos que A*B*C*P,y por
tanto A*B*P.

2.3.19 Ejercicio.
Supongamos que P e AB,y P = A. Entonces AB=AP,y B e AP.

Demostracion. Si P =B trivialmente AB = AP.

Si A*P*B entonces por el ejercicio anterior, 2.3.18, AP = AB.
Si A*B*P, igualmente por 2.3.18 deducimos que AP = AB.
Ahora es trivial que B AB = AP .

2.3.20 Ejercicio.
Toda recta contiene infinitos puntos.

Demostracion. Seaunarectar. r=AA, con A = A, por 1.3.4.
Por el Axioma B2, existiraun A, tal que A*A,*A,. A, er por el Axioma Blb, y

A=Ay A=A porel Axioma Blc.
De la misma forma, podemos ir afiadiendo puntos A er talesque A ,*A ,*A,

A#ALY A#AL.

Tenemos una sucesion de puntos {A, A,,..., A } talesque A ,*A _,*A .

VVeamos que se cumple A *A_, * A paratodo k, por induccion:

Es cierto para k=3: A *A,* A;, y si suponemos que es cierto hasta k-1: A*A ,*A ,,

entonces, puesto que A ,*A _,*A ,tenemosque A*A ,*A_,*A , luego
A *A_, *A , como queriamos ver.

Veamos ahora que es una sucesion de segmentos encajados: AA, c...c AA ,
nuevamente por induccion: AA, — AA, pues A* A, *A, (Teorema 2.3.13).
Supongamos ahora que es cierto hasta k-1: AA, c AA, < AA,...c AA_, . Puesto que
A*A L*A Y AL*A *A tenemosque A*A ,*A _*A Yy por tanto
A*A * A, luego por 2.3.13 deducimos que AA , < AA .

VVeamos, por ultimo, que A, ¢ Al_AJ para todo j<k. Puesto que son segmentos encajados,

es suficiente ver A ¢ A A _, . Supongamos que A, e AA_, . Puesto que hemos
demostrado A * A _,* A, los tres puntos son diferentes, luego A *A * A ., pero esto
contradice el Axioma B3.

Asi pues, la cadena de segmentos encajados es estricta: AA ;< AA. Y AA, #AA .




Veamos que son todos diferentes: A, = A; paratodo k = j.

Si A =Apara j<k,entonces AA =AA,, contradiciendo el hecho demostrado

anteriormente de que los intervalos estan encajados de forma estricta: A A # AA, .
Asi pues, la sucesion de puntos {A, A,,..., A } son todos diferentes.

2.3.21 Ejercicio.
Todo segmento contiene infinitos puntos.

Demostracion. Dado un segmento AB , existira un B, tal que A*B,*B, por el Axioma
B2. De la misma forma podemos obtener un B, tal que A*B,*B,, un B, tal que
A*B,*B,, etc. Es facil demostrar que la sucesion {B,,B,,...} se compone de infinitos

puntos diferentes del segmento AB .

2.3.22 Definicidon. Extremo de una semirrecta.

Llamaremos extremo de la semirrecta AB al punto A. El siguiente lema nos garantiza
que el extremo de una semirrecta queda determinado en el conjunto de puntos de la
misma por la relacion de orden, y por lo tanto es unico. Asi pues, el extremo de una
semirrecta esta bien definido, pues no depende de la pareja de puntos que tomemos para
su definicion.

2.3.23 Lema.

El punto A de la semirrecta AB es el tnico punto de la semirrecta que no esta entre
otros dos puntos cualesquiera de la misma.

Demostracion. Claramente Ae AB < AB por 2.1.9.

Supongamos que existen C,D e AB tales que C*A*D, es decir, A esta entre otros dos
puntos de la semirrecta. Luego A= D por el Axioma Blc, y por 2.3.17 tenemos que

AB = AD . Pero ahora, por 2.1.14, deducimos que C ¢ AD = AB, contradiciendo la
hipétesis.

Veamos que el resto de puntos de la semirrecta estan entre dos puntos de la misma.
Sea C e AB, C = A. Nuevamente por 2.3.19 AB =AC, y por el Axioma B2, existira

un D tal que A*C*D. El punto D e AC claramente, luego D e AB, y por tanto C esta
entre dos puntos de la semirrecta.

2.3.24 Corolario.
Si AB y CD son iguales como conjuntos, entonces A=C.

Demostracion. A es el tnico punto del conjunto AB que no esta entre otros dos puntos

del mismo. Y por otro lado, C es el Gnico punto del conjunto CD que no esta entre
otros dos puntos del mismo. Si AB =CD, entonces A=C por unicidad.



2.3.25 Ejercicio.
Si A*B*C, DeBC y D= B entonces A*B*D.

Demostracion. Si D e BC tendremos una de las siguientes situaciones:
i) B*C*D=A*B*C*D= A*B*D

i) B*D*C = A*B*D*C = A*B*D

iii) D=C, y por tanto A*B*D

iv) D=B no sucede por hipétesis.

2.3.26 Ejercicio.
Si A*B*C, DeBC y D= B entonces A*B*D.

Demostracion. Sea De BC AD #B. Si D=C es trivial.
Si B*D*C = A*B*D*C = A*B*D.
Si B*C*D= A*B*C*D= A*B*D.

2.3.27 Definicion. Semirrecta opuesta.
Dada una semirrecta AB , definimos su semirrecta opuesta op(AB) como

op(AB) ={P|P*A*BlU{Al

2.3.28 Proposicion.
op(AB) = AC para cualquier punto C* A*B.

Demostracion. Sea C cualquier punto C* A*B.

VVeamos en primer lugar op(ﬁ?;) — AC.

Sea Pe (ﬁ?;) .Si P =A entonces claramente P =Ae AC , Y de la misma forma, si
P =Centonces P=C e AC. Supongamos que P = A,C, es decir, P*A*B.
P*A*B y C*A*B implica P*C*A*B 0 C*P*A*B(2.3.7)

Si P*C*A*B entonces P*C* A y por tanto P e AC.

Si C*P*A*B entonces C*P* A y por tanto P e AC.

En todo caso, P e AC.

Veamos ahora que AC op(ﬁ?;) .

Sea Pe AC . Se pueden dar los siguientes casos:

a) P=A. Entonces P e op(ﬁé) por construccion de op(ﬁ).

b) P=C.Luego C*A*B—=P*A*B y por tanto Peop(ﬁ).

c) A*P*C. Entonces
C*A*B:>B*A*C:>B*A*P*C:>B*A*P:P*A*B:Peop(ﬁ?;)
d) A*C*P. De la misma manera,
C*A*B:>B*A*C:>B*A*C*P:>B*A*P:P*A*B:Peop(ﬁ)



2.3.29 Ejercicio.

a) AB Nop(AB)={A}

b) AB U op(ﬁé) = AB

2.3.30 Ejercicio.

Dados tres puntos A, B,C alineados y diferentes,
BC si A*B*C

ABNBC ={AB si B*A*C
BC si A*C*B



2.4 Angulos.

2.4.1 Definicion. Angulo.

Un angulo son dos semirrectas no alineadas con extremo comun.

Es decir, si tomamaos tres puntos A, B y C no alineados, definiremos el angulo ~/BAC
por

/BAC = AB U AC

Observacion: Al exigir que los puntos no estén alineados quedan excluidos como
angulos los llamados habitualmente “planos” y los “nulos”:

o
C A B A c B

2.4.2 Proposicion.

Sean A, B, C tres puntos no colineales. Si B'e AB y C'e AC, con B'# A y C'=A,
entonces A, B’ y C’ son también no colineales y Z/BAC = ZB'AC".

Demostracién. Supongamos que existe una recta r tal que A,B',C'er.

B'e AB — AB y por lo tanto AB =r (Axioma I1)

De la misma forma llegamos a AC =, luego A,B,C er, absurdo.

Por lo tanto B'e AB y B'# Aentonces AB = AB' (2.3.19), y de la misma manera
AC = AC', luego ~BAC = ABUAC = AB'UAC' = /B'AC'

2.4.3 Definicidn. Veértice de un angulo.
Diremos vértice del &ngulo ZBAC al punto A. Por 2.3.24, el vértice de un angulo es el
unico punto del angulo que no esta entre dos puntos del mismo.

2.4.4 Definicién. Lados de un angulo.
Diremos lados del angulo ZBAC a las semirrectas AB y AC .

Observacion: Los lados de un angulo son independientes de los puntos By C
escogidos para definirlo (ver 2.4.2).



2.4.5 Definicién. Interior y exterior de un angulo.
Sean A, B y C tres puntos no colineales. Definimos el interior del angulo #BAC por

[Blic [Clis . es decir los puntos que son colaterales con B respecto AC y colaterales
con C respecto a AB .

A
Se define el exterior del angulo #BAC por el conjunto de todos los puntos que no
estan en su interior.

2.4.6 Proposicion. ElI Teorema del segmento cruzado.

Supongamos que A, B y C son tres puntos no colineales, y sea D e BC . Entonces D
pertenece al interior de ZBAC si y sélo si B*D*C.

A \
Demostracion. Supongamos que D pertenece al interior de £BAC . Entonces D ~. B
Yy D zﬁ C.

En particular Deﬁy D¢ AB, porlotanto DC y D#B.

Por el Axioma B3 s6lo se puede dar una de las siguientes tres situaciones:

i) D*B*C, ii) B*D*C o iii) B*C*D.

Veremos que se cumple la segunda viendo que las otras dos nos llevan a absurdo.
Supongamos que i) D*B*C. Entonces B € DC N AB =D #. C, contradiciendo la

hipotesis.

DE la misma forma vemos que iii) B*C*D nos lleva al absurdo. Asi pues se cumple
B*D*C.

Supongamos por el contrario que B*D*C. Entonces B ¢ DC por (2.1.10). Pero B es el
Ginico punto de interseccion posible entre AB y BC (por 1.3.8), luego DC N AB =,
es decir D ~.. C. De la misma forma vemos que D ~.. B.



2.5 Ordenacién de semirrectas con extremo comun.

2.5.1 Proposicion.

Sea un angulo ZBAC vy D un punto de su interior. Entonces todos los puntos de AD,
exceptuando A, pertenecen también al interior de ZBAC.

c

A B

Demostracion. P e AD —{A}= P e [Dl],; por 2.2.7.

Pero C e[D]z =D} =[Cls (una propiedad fundamental de las clases de
equivalencia)

Luego P €|[Cls. De la misma forma se comprueba que P < [Bliz , es decir, P pertenece
al interior de ZBAC .

2.5.2 Definicion. Ordenacion de semirrectas con extremo comun.
Sean cuatro puntos diferentes A, B, C y D, tales que las semirrectas AB, AC,AD son
diferentes, y tales que los puntos A, B y C no son colineales. (es decir, AB y AC no
son semirrectas opuestas. Si D esté en el interior de ZBAC entonces diremos que AD
estaentre AB y AC, y escribiremos AB — AD — AC.

o

Observacion 1: Por construccion esta claro que AB — AD — AC es equivalente a
AC — AD - AB.

Observacion 2: La Proposicion 2.4.2 garantiza que el angulo #BAC depende de las
semirrectas AB y AC, y no de la eleccion de los puntos B AB yCe AC escogidos.
Por otro lado, la proposicion 2.5.1 garantiza que si AB — AD — AC, todo punto de la

semirrecta AD , excepto A, pertenece al interior de ZBAC . Todo esto garantiza que la
definicion del orden entre semirrectas con extremo comun esta bien definido, es decir,
es independiente de la eleccién de los puntos B, C y D de cada semirrecta.



2.6 El Teorema de la semirrecta interior.

2.6.1 Lema.
Si C y D son dos puntos en lados opuestos de una recta r = AB, A= B, entonces las

semirrectas AC y BD son disjuntas.

D

Demostracidn. Por el ejercicio 2.2.7, todo punto de la semirrecta AC, exceptuando el
extremo A, es colateral con C respecto a r. De la misma forma todo punto de la

semirrecta BD, exceptuando el extremo B, serd colateral con D respecto ar. Pero Cy D
estan en lados opuestos, luego A y B serian los Gnicos puntos que pueden ser colaterales
respector, pero A= B.

2.6.2 Lema. Propiedad de separacion.
Si AB — AD — AC entonces B #._ C.

A

Demostracion. Si AB — AD — AC entonces D esta en el interior de ~/BAD, luego
D s ByD Nos C.

Sea E un punto tal que E*A*C. Entonces E #.5 C, ypuesto que D~ C, tenemos
que E # D (2.2.6). Luego ADNBE=0 (2.6.1), luego en particular AD NBE=0.
Sea F un punto tal que F*A*D. Entonces F #.c D, ypuestoque D~_ B, tenemos
que F #.- B. Luego AF NBE=0 (2.6.1), y en particular AF NBE=0

Pero AD = AF U AD (2.1.13), luego AD N BE =, es decir, B ~.5 E . Teniendo en
cuentaque C*A*E = C #. E, llegamosa B #. C.



2.6.3 Teorema. El teorema de la semirrecta interior.
Supongamos AB — AD — AC, es decir, A, B y C son puntos no colineales y D pertenece

al interior de /BAC . Entonces la semirrecta AD corta el interior del segmento BC .
Reciprocamente, si A, B 'y C son puntos no colineales y B*D*C, entonces

AB - AD - AC.

A" B

Demostracion. Por el lema anterior (2.6.2) sabemos que B #. C, es decir, la recta AB

corta el segmento BC en un punto P, B*P*C.
Veamos ahora que P pertenece a la semirrecta AD .
Supongamos, por el contrario, que P*A*D. Entonces P #. D, pero D pertenece al

interior de Z/BAC , luego D~ C, y por tanto P #. C, que esta en contradiccion con

B*P*C, pues P e BC =[Clg (2.2.7)

Veamos el reciproco: Supongamos que A,B y C son tres puntos no colineales, y

B*D*C. Por lo tanto D pertenece a Ey podemos aplicar 2.4.6 para deducir que D
pertenece al interior de ZBAC.

2.6.4 Proposicion.
Si AB—AD-AC y AB - AE — AD entonces AB—AE —AC y AE — AD — AC .

Demostracion. Si AB — AD — AC entonces, por 2.6.3, AD corta BC en un punto D’ tal
que B*D’*C.

Puesto que AD = AD' tenemos que AB — AE — AD', por lo que aplicando nuevamente
2.6.3, existiraun E’ en AE tal que B*E’*D’. Luego aplicando 2.3.4, B¥*E’*D’*C, y por
tanto B¥E’*C, C, por lo lo que, por el reuproco de 2.6.3, Ilegamos a AB—AE'—AC, es
decir, AB — AE — AC, y E’*D’C, luego AE'- AD'- AC, que es equivalente a

AE — AD - AC .

2.6.5 Proposicion.
Si D esta en el interior de Z/BAC, el interior de Z/BAD es un subconjunto del interior
de ZBAC.

Demostracion. Si D est4 en el interior de /BAC , entonces AB — AD — AC .
Sea P un punto del interior de #/BAD . Entonces AB — AP — AD, luego aplicando la

proposicion anterior deducimos que AB — AP — AC , es decir, P esta en el interior de
Z/BAC .



2.6.6 Proposicion.
Dadas tres semirrectas con origen A, como mucho una de ellas puede estar entre las
otras dos.

Demostracion. Supongamos AB — AC — AD y AB — AD — AC . Entonces, aplicando
2.6.4 llegariamos al absurdo AC — AD — AC .

2.6.7 Ejercicio.

Dibuja en un papel tres semirrectas para las cuales ninguna de ellas esta entre las otras
dos. EI Axioma B3 no es valido para la relacion de orden que hemos establecido con los
angulos (sélo funciona cuando dos de las semirrectas estan en el mismo semiplano que
determina la tercera).



2.7 Angulos suplementarios.

2.7.1 Definicion. Angulos suplementarios.
Diremos que los &ngulos #BAD y #DAC son suplementarios cuando se cumple

B*A*C y el punto D no pertenece a BC .

2.7.2 Proposicion. Existencia del angulo suplementario.
Todo angulo tiene un angulo suplementario.

Demostracion. Sea un dngulo « = ZBAD . Por el Axioma B2 existira un punto C tal que

B*A*C. El punto D no pertenece a BA=BC, luego tenemos todas las condiciones de la
definicion de angulos suplementarios.

2.7.3 Proposicion.
Los interiores de dos angulos suplementarios son disjuntos.

Demostracion. Supongamos que E pertenece al interior de £BAC, luego E~_ C y

~.= B. Supongamos que E también pertenece al interior de Z/DAC, luego E ~ D
y E~; C. Asi pues, por transitividad, tenemos que E ~.- By E~_ D, luego
B~ D, contradiciendo la hipdtesis B*A*C.

2.7.4 Proposicion.

Supongamos B*A*C y sea D ¢ BC . Sea E un punto al mismo lado de BC que D.
Entonces sera cierta una y sélo una de las siguientes sentencias: (a) E esta en el interior

de ~BAD, (b) E esta en la semirrecta AD, (c) E esta en el interior de /CAD.

Demostracion. Si E e AD entonces no puede pertenecer a ningun interior, puesto que
no se puede cumplir E ~.- B ni E~_ C,y se cumple (b).

Supongamos que E ¢ AD . Entonces E ¢ AD, pues seguro que no pertenece a la
semirrecta opuestaa AD pues todos estos puntos estan al otro lado de BC .
Como E ¢ AD, puesto que B*A*C, tenemos que B # C, luego o bien E ~5BO
bien E~._. C.

AD
Si E~.; B, puesto que ademés E ~- D por hipétesis, tenemos que E pertenece al
interior de ZBAD (a), y si E ~ C, puesto que E ~_. D, tenemos que E pertenece al

interior de ZCAD.
Por 2.7.3 si E pertenece a un interior no puede pertenecer al otro.



2.7.5 Proposicion.
Supongamos que B*A*C. Si AB — AD — AE entonces AD — AE — AC .

Demostracion. Si AB — AD — AE entonces D pertenece al interior de Z/BAE , luego
~_ E.
AB
Por lo tanto, por 2.7.4 0 bien (a) E € AD, o bien (b) E pertenece al interior de ZBAD,

0 bien (c) E pertenece al interior de ZCAD . Veamos que (a) y (b) nos llevan al
absurdo:

Si E < AD, entonces D e AE, y D no puede pertenecer al interior de ZBAE ,
contradiciendo AB — AD — AE .

Si E pertenece al interior de ZBAD, entonces AB - AE — AD, pero por hipotesis
AB — AD — AE , contradiciendo la proposicion 2.6.6.



2.8 Poligonos, triangulos, cuadrilateros.

2.8.1 Definicién. Poligono.
Dado un conjunto ordenado de puntos (P, P,, ..., P,) llamados vértices, definimos los

lados como los segmentos entre cada uno de los puntos y el siguiente PP, ., , yel

segmento entre el ultimo punto y el primero PP, .

Definimos poligono como un conjunto ordenado de puntos junto con la unién de sus
lados:

RP,...R,=(R, P, ... P,,RP,UPP,L..UP, P, UPR

Llamaremos vértices correlativos cualquiera de las ternas (P_,,P,,P..;), (P,.P,P,) y
)

n-1"n?

Llamaremos lados correlativos a cualquier pareja (Pa R.,R PC) con (P,,R,,P,) vértices
correlativos.

Diremos que un poligono es "no degenerado” cuando todos sus vertices sean diferentes
y cada uno de los vértices solo aparezca como extremo de dos lados correlativos.
Nosotros siempre trabajaremos con poligonos no degenerados.

Definimos los angulos del poligono como los &ngulos asociados a cada vértice y sus
dos vértices correlativos, el anterior y el posterior:

LR =£ZPPPR,, LR =4B_RP.., ... £P, =4F R R

Para que tenga sentido definirlos supondremos que tres vértices correlativos no estan
nunca alineados.

Llamaremos diagonales de un poligono a todos los segmentos que unan dos veértices no
correlativos.

Diremos que un poligono es equilatero cuando todos sus lados sean congruentes.

Observacion. Un conjunto de vértices sin ordenar no determina de forma univoca un
poligono. Por ejemplo, los poligonos ABCD y ABDC siguientes son diferentes:

C C

A A

Solo en el caso mas simple, el de tres puntos o triangulo, la figura si queda determinada
por sus vértices independientemente del orden.



2.8.2 Definicién. Triangulo. Interior y exterior de un tridngulo.
Un triangulo es un poligono de tres lados, es decir, dados A, B, C tres puntos no
colineales. Definimos el tridngulo AABC por

AABC = (A, B,C, AB UBC UCA)

El interior del triAngulo AABC se define como la interseccion de los interiores de los
angulos ZA, ZB y ZC. El exterior del triAngulo AABC es el conjunto de puntos que
no estan en el triangulo ni en su interior.

2.8.3 Observacion.

Los vértices del triangulo son los Unicos puntos que no estan entre otros puntos del
triangulo. Asi pues, los vértices estan bien definidos, es decir, no dependen de como
gueda determinado, s6lo del triangulo en si mismo como conjunto de puntos.

2.8.4 Proposicion.
Sean A, B, C tres puntos no colineales. El interior del triangulo AABC es la
interseccion de tres semiplanos, en concreto es [Als N [Bki N [Cls

Demostracion.
Pelnt ZANnInt ZBNnInt /C <

P~_CAP~_BAP~_CAP~_.AAP~_BAP~_ Ao
AB AC AB BC AC BC
~- CAP~_BAP~_ Ao Pel[Al n[Blin[Cls

2.8.5 Definicion. Cuadrilatero.
Un cuadrilatero es un poligono de cuatro lados, es decir, dados cuatro puntos ordenados
A, B, Cy D definimos el cuadrilatero ABCD por

ABCD = (A, B,C, AB UBC UCD UDA)

Los lados AB y CD son lados opuestos. Igualmente son lados opuestos los lados BC
y DA.
Los vértices A 'y C son vértices opuestos. Igualmente son vértices opuestos B y D.

2.8.6 Definicién. Cuadrilatero completo. Triangulo diagonal.

Todo cuadrilatero ABCD cuyos lados no sean paralelos determina una figura
geométrica muy interesante llamada cuadrilatero completo, que consta del propio
cuadrilatero junto a los puntos P=ABNCD,Q=ADNBC,R=ACNBD,

y las rectas que determinan. El triangulo APQR llama triangulo diagonal asociado al
cuadrilatero.




2.9 Cuadrilateros convexos. Trapecios. Paralelogramos.

2.9.1 Definicién. Poligono simple.
Esta claro que en todo poligono, dos lados consecutivos se cortan en su extremo comun:

P =R.4R "RPR.

Diremos que el poligono es simple cuando no existen otros puntos de corte entre sus
lados. Es decir, un poligono es simple cuando los lados solo se cortan en los vértices
comunes.

Los poligonos que no son simples se llaman “poligonos con autointersecciones”.

2.9.2 Definicion. Cuadrilatero convexo.
Diremos que un cuadrilatero ABCD es convexo cuando
a) C esta en el interior de ZA.
b) D esté en el interior de /B.
c) A esta en el interior de ZC.
d) B esta en el interior de ZD.

Nota: En 2.9.6 se demostrara que solo hace falta que se cumplan dos de estas cuatro
condiciones.

C D

no simple simple convexo

Mas adelante se demostrara que todo cuadrilatero convexo es simple.

2.9.3 Lema.
Un cuadrilatero ABCD es convexo si y sélo si se cumplen las cuatro condiciones
siguientes:

a) AB no se corta con CD.
b) BC no se corta con DA.
c) CD no se corta con AB.
d) DA no se corta con BC.

Nota. En 2.9.6 se vera que sélo hace falta que se cumplan tres de las cuatro condiciones.

Demostracidn. Este lema se deduce directamente de la definicién de lateralidad. Por
ejemplo, supongamos que C esta en el interior de ZA. Entonces C ~zDYyC~B.
C ~,. Dimplica que CD no se corta con AB.

C ~, B implica que CB no se corta con AD .
De la misma manera se demuestran el resto de implicaciones.



2.9.4 Corolario.
Sea un cuadriladtero ABCD . Si C esta en el interior de ZA y A esté en el interior de
ZC entonces es convexo.

Demostracion. Veamos que se cumplen las cuatro condiciones del lema 2.9.3. Si C esta
en el interior de ZA. Entonces C~.. D y C~. B. C~.. Dimplicaque CD no se

corta con AB (condicion ¢). C ~. B implica que CB no se corta con AD (condicion
b). De la misma manera, si A esta en el interior de ZC. Entonces A~__ By A~_. D.

A~ Bimplicaque AB no se cortacon CD (condicion a). A~_. D implica que AD

no se corta con BC (condicion d).

2.9.5 Proposicion.
Si tres de las cuatro condiciones del lema 2.9.3 son ciertas, el cuadrilatero es convexo.

Demostracién. Supongamos que son ciertas las tres primeras:
a) AB no se corta con CD.
b) BC no se corta con DA.
c) CD no se corta con AB.

Supongamos que no se cumple la d), es decir, DA se corta con BC . Sea X = DANBC.
Se pueden dar tres casos: X*B*C, B*X*C o B*C*X.

El caso B*X*C implica que BC cortaa DA, contradiciendo b).
Supongamos el primer caso: X*B*C.
ZA=/DAB = /XAB, y puesto que X*B*C, se deduce que C no esté en el interior de

ZA (2.4.6). Pero las condiciones b) y ¢) juntas aseguran precisamente lo contrario,
Ilegando a una contradiccion.

El tercer caso B*C*X nos llevara igualmente a una contradiccion, por lo que vemos que
la condicion d) se debe cumplir, es decir, el cuadrilatero es convexo.

2.9.6 Corolario.
Si un cuadrilatero cumple dos de las cuatro condiciones de la definicion 2.9.2 entonces es
CONVeXo.

Demostracion. Supongamos que se cumple a) y b).
a) C estd en el interior de A implica C ~.. D=CDNAB =& y también
C~_.B=CBNAD=0.

AD
b) D esta en el interior de £B implica D~ C —CDNAB=C vy también
D R A= DANBC=0.

Por lo tanto se cumplen las condiciones b), ¢) y d) del lema 2.9.3, luego aplicando el lema
2.9.5, el cuadrilatero es convexo.



2.9.7 Proposicion.
En todo cuadrilatero convexo las diagonales se cortan en un punto.

Demostracién. Sea un cuadrilatero convexo ABCD.
c

A B

Las rectas BD y AC son diferentes, pues si fueran la misma recta los cuatro puntos
serian colineales, contradiciendo la definicidn de cuadrilatero. Por lo tanto la

interseccion de BD y AC sera como mucho un punto.
C esta en el interior de £DAB, luego por el Teorema de la semirrecta interior (2.6.3) la

semirrecta AC corta el segmento BD en un punto E. Siguiendo el mismo
razonamiento, A esta en el interior de £DCB, luego nuevamente por 2.6.3 la semirrecta

CA cortael segmento BD en un punto E’. Y puesto que hemos visto al principio que
las dos rectas BD y AC se cortaran como mucho en un punto, nos queda
E=E'= AC ~CAN~BD=ACBD, puesto que AC ~CA=AC por 2.3.14.

2.9.8 Definicién. Trapecio.
Un trapecio es un cuadrilatero ABCD con al menos dos lados opuestos paralelos:

AD// BC y los puntos C y D estan a un mismo lado respecto a AB .
A D

B~ c

Los dos lados paralelos se llaman bases del trapecio. Puesto que, en general, las bases
tienen longitudes diferentes, hablamos de base mayor y base menor del trapecio. Los
lados no paralelos se llaman lados laterales del trapecio.

Nota 1: Si se consulta bibliografia en inglés hay que tener en cuenta que “trapezoid” y
“trapezium” tienen significados opuestos en Estados Unidos y en el Reino Unido:

"Trapezoid" "Trapezium"
US | apair of parallel sides NO parallel sides
UK NO parallel sides a pair of parallel sides

Nota 2: Existen dos definiciones diferentes de lo que es un trapecio: La “incluyente”,
con “al menos dos lados opuestos paralelos”, y la “excluyente”, con “Unicamente dos
lados opuestos paralelos”, es decir, descartando los paralelogramos como trapecios. En
este libro consideramos la definicion “incluyente”, es decir, para nosotros los
paralelogramos son trapecios.



2.9.9 Proposicion.
Todos los trapecios son convexos.

Demostracion. Vemos que se cumplen tres de las cuatro condiciones del lema 2.9.3
AD// BC= ADNBC =@ (d),
AD// BC=BC NAD =g (b)

C y D estan al mismo lado de AB implica CD " AB =& (c)
Luego aplicando la proposicion 2.9.5 deducimos que es convexo.

2.9.10 Definicion. Trapecio isosceles.

Diremos que un trapecio es isésceles cuando cumpla las dos condiciones siguientes:
a) Los angulos en los extremos de una de las dos bases son congruentes.

b) Los lados laterales son congruentes.

A

B

Nota: En 9.2.7 veremos que, en el contexto de un plano euclideo, ambas condiciones
son equivalentes, y por tanto basta con tomar una de las dos para caracterizar un
trapecio isosceles.

Problema propuesto: 7.20.

2.9.11 Definicion. Paralelogramo.
Un paralelogramo es un cuadrilatero ABCD en el que los lados opuestos son paralelos,

es decir, larecta AB es paralela a CD y la recta AD sea paralela a BC.

A D

2.9.12 Proposicion.
Todo paralelogramo es un trapecio, y por tanto es un cuadrilatero convexo.

Demostracion. Se comprueba facilmente que entonces C y D estan en el mismo
semiplano respecto a AB, Ay B estan en el mismo semiplano respectoa CD, Ay D

estan en el mismo semiplano respecto a BC y B y C estan en el mismo semiplano
respecto a AD.



3 Congruencia.

3.1 Los axiomas de congruencia. Planos de Hilbert.

3.1.1 Definicion. Axiomas de congruencia. Plano de Hilbert.
Un plano de Hilbert es un plano ordenado al que afiadimos una relacion entre segmentos

AB =CD y una relacion entre angulos ZABC = #DEF cumpliendo los siguientes
axiomas:

Axioma C1.
La relacion de congruencia entre segmentos es una relacion de equivalencia, es decir,
cumple las propiedades:

a) simétrica: AB=CD—=CD=AB
b) reflexiva: AB = AB
¢) transitiva: AB=CDACDz=EF = AB=EF (H4.2)

Axioma C2. (H4.1)
Sea AB un segmentoy CD una semirrecta. Entonces existe un tnico punto E € CD tal
que AB=CE.

Axioma C3.
Si AB = A'B' y C es un punto tal que A*C*B, entonces existira un punto C’ tal que
A’*C’*B’y AC = A'C' y CB=C'B'. Més adelante se demostrara que dicho punto es
unico.
Axioma C4.
La relacidn de congruencia entre angulos es una relacion de equivalencia, es decir,
cumple las propiedades:

a) simétrica: ZBAC = /DEF = Z/DEF = #/BAC

b) reflexiva: ZBAC = /BAC (H4.4)
c) transitiva: #/BAC = Z/DEF A /DEF = /GHI = #/BAC = Z/GHI (H4.5)

Axioma C5. (Elementos 1.23; H4.4)
Sea ZBAC un angulo y DE una semirrecta. Entonces en cualquiera de los dos lados de
DE existira una Gnica semirrecta DF tal que #BAC = ~/EDF.

Definicidn. Tridngulos congruentes.

Diremos que dos triangulos AABCy AA'B'C'son congruentes, y escribiremos

AABC = AA'B'C’, cuando podamos establecer una biyeccion entre sus vértices
A<-A BB CoC

de forma que se correspondan lados y angulos congruentes:
/A= /N, /B=/B', /C=,C', AB=AB', BC=B'C'y AC=ATC".

Axioma CB6.
Sea ABC un triangulo y A'B' un segmento tal que A'B'= AB. Entonces en cada uno de
los lados de A'B' existira un punto C’ tal que AABC = AA'B'C".



3.1.2 Observacion.
La congruencia entre triangulos sera claramente una relacion de equivalencia, pues lo
son por separado la congruencia de segmentos y de &ngulos.

3.1.3 Proposicion.
El punto C’ del Axioma C3 es tnico.

Demostracion. Sea AB = A'B' y C un punto tal que A*C*B. Sea el punto C’ tal que
A*C*B’y AC=AC'y CB=C'B'.

Supongamos que existe otro punto C’’ tal que A’*C*’*B’ y AC = AC" y CB=C"B'.
Entonces C',C"e A'B' cumpliendo ambos AC = AC"y AC = A'C', luego C'=C" por
la unicidad del Axioma C2.

3.1.4 Proposicion.
El punto C’ del Axioma C6 es Unico.

Demostracion. Supongamos que existe un C’’ que también cumple las condiciones del
axioma.
Entonces ZCAB = ZC'A'B' y también ZCAB = ZC" A'B', luego por la unicidad del

Axioma C5 tenemos que A'C = A'C". Pero también tenemos que AC = AC'y
AC = AC", luego por la unicidad del Axioma C2 tenemos que C'=C".

3.1.5 Proposicion. Criterio SAS de congruencia. (Elementos 1.4; H4.6)
Sean dos triangulos AABCy AA'B'C' para los cuales se cumple AB = A'B, AC = AC'
y ZA= ZA', entonces AABC = AA'B'C'.

Demostracion. Por el Axioma C6 existira un punto D en el mismo lado que C’ respecto
de larecta A'B' tal que AABC =AA'B'D.
Puesto que ZA=z/A'y /A= /B'A'D, por la unicidad del Axioma C5, AD=AC".

Por otro lado AC = AC'y AC = A'D, y por tanto C'=D (Axioma C2) y por tanto
AABC = AAB'D=AAB'C'.

Observacion:

Esta claro que el Criterio SAS y el axioma C5 son equivalentes. En el Grundlagen el
criterio SAS se considera axioma, pero es facil deducir del mismo el axioma C5 que
entonces queda como proposicion.

3.1.6 Proposicion. (H4.3 como axioma)
Si A*B*C, A’>*B’*C’, AB= A'B'y BC = B'C', entonces AC = A'C'.

Demostracion. Por el Axioma C2 existira un punto C"e A'C' tal que AC = A'C".
Queremos ver que C’=C".

Existira un punto B"'e A'C" tal que AB=A'B"y BC =B"C"

Pero AB = A'B', luego por unicidad tenemos que B'=B".

Ahora bien, tenemos que BC = B"C"=B'C"y BC = B'C', luego por unicidad
llegamos a C*’=C".



3.1.7 Proposicion.
Supongamos que A*B*C y A*B”*C'.Si AC= A'C'y AB= A'B' entonces
BC =B'C'.

Demostracion. Por C3 existira un punto X en A'C' tal que AB=A'X y BC = XC'.
Pero por la unicidad de C2 tenemos que X=B’, y por tanto BC = B'C".

3.1.8 Definicion. Triangulo isdsceles. (Elementos 1 Definicidn 20)
Un triangulo es isosceles cuando tenga dos lados congruentes.

3.1.9 Proposicion. (Elementos 1.5)

Un triangulo AABC isdsceles tiene dos angulos iguales.
A

AB=AC = /B=.,C

B C

Observacion: La implicacion contraria también es cierta y se demostrara en 3.8.3.

Demostracion. Basta aplicar el criterio SAS a los triangulos AABC y AACB .
La demostracion que encontramos en Elementos 1.5 evita la utilizacion del criterio SAS
del triangulo consigo mismo:

Sea AABC un triangulo isésceles, con AB = AC . Prolongamos el segmento AB hasta
un punto D cualquiera tal que A*B*D (Axioma B2).

De la misma forma prolongamos el segmento AC hasta un punto E, A*B*E,y
tomamos dicho punto de forma que AD = AE .

Puesto que AD = AE, AB= AC y ~BAC = ~/BAC , aplicando el criterio SAS de

congruencia de triangulos deducimos que AACD = AABE .
A A

Luego ZADC = /AEB, /ABE = /ACD y CD=BE.

Puesto que AD=AE y AB= AC se deduce que BD =CE.
Por lo tanto podemos aplicar nuevamente el criterio SAS para deducir que
ABCD = ACBE.



D E D E

Por lo tanto /BCD = ZCBE . Y puesto que ZABE = ZACD, restando los angulos
llegamos a £ABC = ~/ACB, tal y como queriamos ver.

Nota historica: Historicamente este teorema se ha denominado “Pons Asinorum”, es
decir, "el puente del burro”, puesto que muchos alumnos de geometria, al llegar a este
punto, abandonaban los estudios pues no encontraban el sentido a demostrar algo que
"se ve evidente", como los testarudos burros que se niegan a cruzar el puente de madera
que no sienten suficientemente seguro.

Problema propuesto: Problema 1.4. Este problema es muy famoso y en su solucién
unicamente se utiliza la propiedad fundamental del triangulo isésceles.

Problema propuesto: Problema 7.39.

3.1.9 Definicion. Triangulo equilatero. (Elementos 1, definicion 20)
Un tridngulo es equilatero cuando tenga los tres lados congruentes.

3.1.10 Proposicion. Angulos de un triangulo equilatero.
Todo triangulo equilatero tiene sus tres angulos congruentes.

Demostracion. Basta aplicar el criterio SAS a los triangulos AABC, AACB y ABAC .

3.1.11 Definicion. Triangulo escaleno. (Elementos 1, definicion 20)
Un tridngulo es escaleno cuando sus lados no son congruentes.



3.2 Suma, comparacion y resta de segmentos.

3.2.1 Definicion. Suma de segmentos.
Dados dos segmentos AB y CD, definimos el segmento sumade AB y CD,y
escribiremos AB +CD de la siguiente forma:

AB +CD = AD' donde D' es el Ginico punto de op(ﬁ) , es decir A*B*D', tal que
BD'=CD.

La existencia y unicidad de dicho punto D' queda garantizada por el Axioma C3.

3.2.2 Corolario.
La suma de segmentos es conmutativa:

AB+CD=CD+AB

Demostracion. Por un lado construimos AB +CD = AD' con D' tal que A*B*D'y
BD'=CD, y por otro lado construimos CD + AB=CB' con B' talque C*D*B'y
DB'= AB.

Pero entonces C*D*B'= B*D*C se cumplen las hipdtesis de 3.1.6, y por tanto
AB+CD=AD'=ZCB'=CD+ AB.

3.2.3 Proposicion.
La suma de segmentos es asociativa:

AB +(CD +EF )=(AB +CD)+EF

Demostracion.

Para realizar ﬁ+(ﬁ+§) sea F' el inico punto tal que C*D*F'y DF'=~EF ,y
sea F" el Ginico punto tal que A*B*F" y BF"=CF".

Para realizar (ﬁ+ﬁ)+§ sea D' el Ginico punto tal que A*B*D'y BD'=CD, y
sea D" el Ginico punto tal que A*D*D"y D'D" = EF.



Queremos ver que D"=F".
A*D"*D"
A*B*D'
Y también se cumple A*B*F"", luego por el axioma C2 s6lo hay que demostrar que
BF"'=~BD".

De A*B*D"*D" se deduce también que B*D*D", luego
BD"=BD'+D'D"=CD+EF =CD+DF'=CF'=BF".

}:> A*B*D”*D"'= A*B*D"

3.2.4 Proposicion.
La suma de segmentos es compatible con la relacion de equivalencia de la congruencia
de segmentos:

AB=AB'| — —

__ __+=>AB+CD=AB'+C'D

CDz=C'D'

Observacion: Este resultado justifica el poder definir una suma en el conjunto de clases
de equivalencia de los segmentos congruentes:

[#8]+[co]-[m8 +cD]

Y acabamos de ver que esta operacion es conmutativa y asociativa, y dispone de un

elemento neutro que es la clase de equivalencia del segmento degenerado AA = {A} (ver
3.1.3).

Demostracion.

Para construir AB +CD sea D' el Ginico punto tal que A*B*D'y BD'=CD.

Para construir A'B'+C'D’ sea D" el Ginico punto tal que A*B*D" y B'D"=C'D'.
Entonces BD'=CD=C'D'=B'D" = BD'= B'D". Por otro lado, AB = A'B', luego
podemos aplicar 3.1.6 para concluir que AD'= A"D", es decir AB+CD=A'B'+C'D".

3.2.5 Definicion. Comparacion de segmentos.
Sean dos segmentos AB y CD. Diremos que AB < CD ( o equivalentemente
CD > AB) cuando exista un punto E tal que C*~E*Dy AB =CE .

A B




3.2.6 Proposicion. Substitucion.

a)Si AB<CD y CD=C'D', entonces AB<C'D'.

b)Si AB<CD y AB= A'B', entonces A'B'<CD.

c)Si AB=A'B',CD=C'D'y AB<CD entonces AB'<C'D'.

Observacion: La propiedad ¢ nos permite justificar una relacion de equivalencia en el
conjunto de clases de equivalencia de la congruencia de segmentos. Diremos que

[ﬁ]< [C_D] si AB < CD para cualquier par AB y CD de representantes de las clases
de equivalencia.

Demostracion.

a) AB<CD = 3B',C*B™*D A AB =CB'. Por C3, existird un B> en C'D' tal que
CB'=C'B", luego AB=CB'=C'B", y por tanto AB<C'D'.

b) AB<CD =3B',C*B*D A AB=CB'. luego A'B'= AB =CB', y por tanto
A'B'<CD.

¢) Es la combinacién de las dos anteriores: Si AB <CD y AB =~ A'B' entonces
A'B'< CD por b), pero puesto que, ademéas, CD = C'D', aplicando a) tenemos
AB'<C'D'.

3.2.7 Proposicion.
Si A*B*C entonces AB < AC.

Demostracion. Se deduce directamente de la definicion (3.2.5), y el hecho de que
AB = AB.

3.2.8 Proposicion. Transitividad de la comparacion de segmentos.
Si AB<CD y CD < EF entonces AB < EF .

Demostracién. AB <CD = 3B'|C*B*D A AB =CB'.

CD < EF = 3D'|E*D*F ACD = ED'

Puesto que C*B’*D y CD = ED', por el Axioma C3 existird B’ tal que E¥*B’*D’ y
E*B”*D’ y E¥D’*F implica E¥B”"*D’*F (2.3.4) luego E*B”*F, y por tanto, de la
cadena de congruencias AB = CB'=CB'= EB" obtenemos AB < ED".

3.2.9 Lema.
Si AB es un segmento, no es cierto que AB < AB.

Demostracion. Si AB < AB, entonces por definicion existira un B’ tal que A*B’*B'y
AB = AB'.

Pero B'e AB, luego por unicidad del Axioma C2, B'=B, pero es imposible A*B*B por
el Axioma Blc.



3.2.10 Proposicién. Tricotomia.
Dados dos segmentos a y b, ocurre una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

a)az=b b) a<b c)a>b

O equivalentemente, dados dos segmentos a y b, ocurre una y sélo una de las siguientes
afirmaciones:

a) azb

b) existe un segmento c tal que a+c=b

C) existe un segmento c tal que b+c=a

Demostracion. Consideramos el segmento AB Y la semirrecta CD. Por el Axioma C2
existira un tnico punto E € CD , tal que AB=CD.

Entonces, (i) C*E*D o (ii) E=D o (iii) C*D*E.

Si sucede (i), significa que AB <CD. Si sucede (ii), entonces AB = CD, y si sucede
(iii), tenemos que CD < CE por definicion, y puesto que AB = CD, se deduce que

AB < CE por 3.2.6.

Veamos ahora que son incompatibles entre ellas: Si sucede (a) y (b) entonces AB < AB,
si sucede (a) y (c), por la transitividad (3.2.8), llegamos también al absurdo AB < AB,y

por Gltimo, si sucede (b) y (c), llegamos a AB > AB . En todos los casos llegamos a
contradecir el lema anterior 3.2.9.

3.2.11 Proposicién.
Supongamos que AD = AE . Entonces AD < AE = A*D*E.

Demostracion. Si AD < AE entonces existe un punto F en AE tal que AD = AF , luego
A*F*E. Pero por la unicidad del Axioma C2, F=D.

3.2.12 Definicion. Resta de segmentos.
Ya hemos visto en 3.2.5 que AB < CD quiere decir que existe un punto E tal que
C*E*Dy AB=CE.

Cc E D

En este caso definimos CD— AB como el segmento ED.



3.2.13 Proposicion.
CD-AB+AB=CD

Demostracion.

Suponemos que AB <CD. Existira un E tal que C*E*D y AB=CE,y por definicion
CD - AB =ED. Ahora realizamos ED + AB, es decir, tomamos el punto B' eop(DE)
tal que DB'= AB. Luego DB'~ AB =~ CE = DB'=CE..

Ahora tenemos por un lado C*E*D vy por otro E*D*B'= B*D*E cumpliendo

CE =DB' y ED = DE, con lo cual se cumplen las condiciones de la proposicién 3.1.6,
y por tanto CD = EB'=ED + DB'=CD — AB + DB'.

3.2.14 Proposicion.
La comparacion de segmentos es compatible con la suma:

AB <CD = AB + EF <CD + EF

Demostracion.
AB <CD < existe un B' tal que C*B™*D y CB'= AB
AB + EF = AF" para un cierto punto F' tal que A*B*F'y BF'=EF .
CD + EF =CF" para cierto punto F" tal que C*D*F" y DF" = EF .
C*D*F"
C*B*D
Existira un tnico F"'e B'D tal que B'F"" =~ BF'= EF (axioma C2).
Puesto que F''e B'D, se pueden dar tres casos: a), b)yc) F"=D.
a) B*F"*D.
Entonces:
B*F""*D
B*D*E"
C*D*F"
C*B”*D
CF"=AF'=AB+EF =CD+EF =CF"> AB+EF

}:C*B'*D*F": B*D*F"

} I*F”I*D* l:u:> BI*FIII*FII

}:bc*B*D*F%:C*B*F”

b) B*D*F'"".
Entonces, puesto que B*D*F", s6lo se pueden dar dos casos:
bl) B*D*F'"*F'"'= B*F""™*F" y seguimos el mismo razonamiento que en el
apartado anterior.
b2) B*D*F"*F"". Pero entonces EF = DF" < DF'"'<B'F'"'= EF
contradiciendo 3.2.9

c) F"=D.
Entonces C*D*F"= C*F"™*F" con CF"'= AB + EF , y por tanto
CD+EF =CF"> AB+EF



3.3 Segmentos multiples.

3.3.1 Definicion. Multiples de segmentos.
Dado cualquier segmento AB , quedan definidos los mdltiples de dicho segmento
n- AB para cualquier entero positivo n, de la siguiente forma:

n-AB=AB@® AB®..® AB

n veces

Es decir, n- AB es el segmento A_Bn para un conjunto de puntos B,,B,,..., B, tales que

A*B*B, *B, , y B,B,,, = AB. Este conjunto de puntos es (inico y se construye a
partir de la definicion de suma de segmentos introducida en 3.2.1.

Una definicién equivalente es la siguiente:

Sea AB una semirrecta.

Definimos 1- AB como el propio AB . Definimos B,=A y B, = B.

Sea B, el punto (Ginico y diferente de A y B) tal que A*B*B, y BB, = AB.
Definimos 2- AB como el segmento AB, .

Este procedimiento lo podemos repetir tantas veces como queramos: Supongamos que

hemos definido k - AB como el segmento AB, , donde B, # A pertenece a AB . Sea
B.,, el punto tal que A*B, *B,,, y B.B,,, = AB . Entonces definimos el segmento
(k+1)- AB por el segmento AB, ,, .

A4

De esta manera obtenemos los puntos B, = A, B, =B, B,, B;, B,, ..., y por tanto una
funcion

@:IN - AB

n—=n-B=B,

3.3.2 Definicion. Segmento maltiple.

Diremos gue un segmento AB es maultiple de otro segmento CD cuando exista un n
entero positivo n tal que

AB=n-CD

3.3.3 Proposicion. Caracterizacion de los segmentos multiples.
Se cumple AB =n-CD siy solo si existen n-1 puntos A, A,,..., A, ; en el interior de

AB tales que AA,,=CDy A*A *A . paratodo k.

Demostracion. Sea n-CD =CE para cierto punto E, con C*D*E .



= Supongamos que AB =n-CD. Por definicion del segmento n .CD tendremos un
conjunto de puntos D,, D,,..., D, talesque C*D*D, *D,,,, y D,D,,, =CD.
Tenemos C*D*D,, y por tanto @<C_Dn por 3.2.5. Luego CD< AB por 3.2.6. Por
definicion (3.2.5), existira un punto A tal que A*A *B y AA =CD.

De AA, =CD y AB=n-CD=CD, sededuce AB=DD, .

Ahora tomamos los segmentos D_Dn y @ Podemaos volver a repetir el proceso

anterior con el punto D,: D*D,*D, luego DD, < DD, Y de este punto deducimos la
existencia del punto A, tal que A *A,*By AA,=DD, =CD.

Este mismo proceso lo repetimos tantas veces como sea necesario para "duplicar" los
puntos D,D,, D,,..., D, del segmento CD, en los puntos A, A,, A;,..., A, =B del

segmento AB .
— El razonamiento es similar. Podemos establecer una biyeccion A, — D, de puntos

con los que construir el segmento CD, =n .CD.

.
Il
oy

3.3.4 Proposicion.
La aplicacion @: IN > AB definida en 3.3.1 es inyectiva y mantiene el orden:
a) n<m= AB, < AB,
b) O<n<m=B,*B,*B,
c) AB < AC < AB, < AC,
d) AB>AC < AB, > AC,
e) AB=AC < AB, = AC,

Demostracion. Todas estas propiedades se demuestran por induccién sobre n.
Para los apartados a) y b) aplicamos la propiedad A*B, *B, , .

3.3.5 Proposicion.
La funcion anterior cumple la siguiente propiedad:
m-(n-B)=(mn)-B=n-(m-B)

Demostracion.
(queda por demostrar)



3.3.6 Nota. Division de segmentos.
Dado un segmento AB y un natural n>2 no podemos suponer la existencia de un

segmento CD tal que n-CD = AB, es decir, no podemos suponer la existencia de una
"division de segmentos™ sin afiadir a nuestro sistema axiomatico los axiomas de
continuidad que introduciremos en el Tema 4.

En un plano euclideo si que se puede dividir cualquier segmento en cualquier nimero de
subsegmentos congruentes, como se demostrara en 8.2.12.

Lo que si existe en todo plano de Hilbert es el punto medio de un segmento, como se
verd en 3.9.5, con lo que podremos dividir cualquier segmento en cualquier nimero que

: o : AB .
sea potencia de 2, es decir, si que existen los segmentos o para cualquier k natural.

Todo esto se verd con mas detalle en el apartado 4.5.



3.4 Congruencia y comparacién de angulos.

3.4.1 Proposicion.
Supongamos que a'y A son dos angulos suplementarios, y que «' y S' también son

dos angulos suplementarios. Entonces si « = &' entonces = .

Demostracion. Supongamos que « = ZABC, = ~/CBD, con D*B*A.

Por otro lado a'= ZA'B'C'y f'= ZC'B'D', con D’*B’*A”’.

Supongamos ademas que a = «'.

Por el Axioma C2 podemos encontrar un punto A< B'A', tal que BA= B'A". De la
misma manera existira un punto C"e B'C', tal que BC = B'C" y un punto D" B'D’,
tal que BD = B'D".

Los triangulos AABC y AA"B"C" son congruentes por SAS y por tanto AC = A'C" y
LZA= LA,

Aplicando suma de segmentos (3.2.6) DA= D" A", por lo que los triangulos ADAC y
AD" A''C''serén congruentes nuevamente por SAS. Por lo tanto /D = /D" y
DC=z=D"C".

Nuevamente por SAS obtenemos que los triangulos ADCB y AD"C"B''seran
congruentes, y asi pues B = ~B', tal y como queriamos ver.

3.4.2 Definicion. Angulos opuestos por el vértice.

Sean r y s dos rectas que se cortan en un punto A. Supongamos B,D er y C,E e stales
que B*A*D y C*A*E. Entonces diremos que los &ngulos #/BAE y ZDAC son angulos
opuestos por el vértice.

3.4.3 Proposicion. (Elementos 1.15)
Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracion. /BAC es suplementario con /BAE . Por otro lado, ZEAD también es
suplementario con ZBAE . Luego Z/BAE es congruente consigo mismo (Axioma C4a)
y basta aplicar la proposicion 3.4.1.

3.4.4 Teorema. (Elementos 1.14)

Sea AD una rectay sean B y C dos puntos en lados opuestos de AD . Supongamos que
a 'y f son dos dngulos suplementarios tales que a = Z/BAD y £ = ZDAC . Entonces

B, Ay C son colineales y los angulos #/BAD y #/DAC también son suplementarios.




Demostracion. Sea E un punto tal que B*A*E (Axioma B2).
/BAD y /DAE son suplementarios. Puesto que « = ZBAD , deducimos que
[ = ZDAE por 3.4.1.

Pero también g = ZDAC, por lo tanto AE = AC por la unicidad del Axioma C5 (de
B*A*E deducimos que B y E estan en lados opuestos de AD y por tanto E y C estan en
el mismo lado)

Luego C e AC = AE — AB y por tanto A, B y C son colineales.

Puesto que B y C estan en lados opuestos de AD , existira un punto X € BC AAD.

A e BC ~AD Yy es el tinico punto de esta interseccion (pues BC = AD), luego X=A.

Asi pues, Ae BC = B* A*C y por tanto los &ngulos ~/BAD y ~/DAC son
suplementarios.

3.4.5 Proposicion. Suma de angulos. (H4.5 como axioma)

Sea D un punto perteneciente al interior de Z/BAC , y D’ un punto perteneciente al
interior de /B'A'C'.Si /BAD = /B'A'D'y ZDAC = /D'A'C', entonces

/BAC = /B'A'C".

Demostracion. Aplicando el teorema 2.6.3, existira un E  AD tal que C*E*B. Esto
demuestra, por otro lado, que C y B estan en lados opuestos de AD.

Aplicando el Axioma C5, existira un punto B"e A'B' tal que AB = A'B", y también
existira un punto C"e A'C' tal que AC'= A'C".

Sustituyendo si es necesario, podemos suponer que B"=B'y C"=C".

Por Gltimo, existira un punto E'e AD' tal que AE = A'E'.

Observamos que de momento no podemos garantizar que B’*E’*C’.

Puesto que /BAE = /B'A'E', AB=A'B"y AE = A'E’, podemos aplicar SAS y
deducir que ABAE =~ AB'A'E’, luego BE = B'E' y ~AEB =~ Z/A'E'B'.

Ahora podemos volver a aplicar SAS puesto que ~EAC = ZE'A'C', AC=AC',y
AE =~ A'E', luego AEAC = AE'A'C', y por tanto EC = E'C' y ZAEC = Z/A'E'C".
Puesto que ZAEB = Z/A'E'B', ZAEC = ZA'E'C' yC*E*B, ZA'E'B'y ZA'E'C'son
dos angulos congruentes con dos angulos suplementarios, luego son suplementarios y
B’*E’*C’ (3.3.4). Y puesto que EC = E'C'y BE = B'E', tenemos que CB = C'B' (por
3.1.6), y aplicando SAS (hemos visto anteriormente que £/ABC = Z/A'B'E'= ZA'B'C")
deducimos que ABAC = AB'A'C', y por tanto /BAC = /B'A'C".

3.4.6 Proposicion.

Supongamos que Z/BAC = ZB'A'C', y supongamos que AB — AD — AC, es decir, D
esta en el interior de ~BAC . Entonces existira una Ginica semirrecta A'D' tal que
AB-AD-AC', Z/BAD = /B'AD'y «/DAC = /D'AC'.

Esta proposicién es el equivalente para angulos del Axioma C3 de segmentos.

Demostracion. Existiraun B'e A'B' tal que AB = A'B". (Axioma C2)

Existiraun C"e A'C' tal que AC = A'C". (Axioma C2)

Puesto que ZBAC = /B'A'C'= ZB" A'C", podemos aplicar SAS para deducir que
ABAC = AB"A'C", y por tanto BC =B"C",y ZABC = ZA'B'C'.



Existira un punto E € AD tal que C*E*B (por 2.6.3), y puesto que BC = B"C",
existira un punto E'e B'C', es decir B*E™C', tal que BE =B'E'y CE=C'E’
(Axioma C3).

Veamos que la semirrecta AE' cumple las condiciones deseadas.

E’ pertenece al interior de £B'A'C' por 2.4.6.

Z/ABC = /A'B'C'=ZA'B'E', AB= A'B'y BE = B'E’, luego AABE = AA'B'E' por
SAS, y por tanto Z/BAD = /BAE = /B'A'E', ZAEB =~ /A'E'B',y AE = AE'.
Puesto que ZAEB = Z/A'E'B', ZAEC = Z/A'E'C", pues ambos son suplementarios de
dos angulos congruentes (3.4.1).

Puesto que CE=C'E', AE = AE' y LAEC = Z/A'E'C', podemos aplicar SAS para
deducir que AAEC = AA'E'C', y por tanto #DAC = Z/EAC = Z/E'AC".

Veamos ahora la unicidad de dicha semirrecta. Supongamos que existe una segunda
semirrecta A'D" tal que AB'-A'D"-AC', Z/BAD = /B'A'D" y /.DAC = /D" AC'.
Los puntos D’ y D’” estaran al mismo lado de la recta AB', pues D’ esta en el interior
de ZB'A'C’, luego D"~. . C', y D’ también pertenece al interior de £B'A'C’, luego

D'~. C', por tanto, D'~.. D" por transitividad de la colateralidad de puntos (2.2.1c).

Por la unicidad del Axioma C5, AD"=AD'.

3.4.7 Proposicion. Resta de angulos.

Sea D un punto perteneciente al interior de Z/BAC , y D’ un punto perteneciente al
interior de /B'A'C'. Si /BAD = /B'A'D'y /BAC = «/B'A'C', entonces

/DAC = /D'AC'".

Demostracion. Aplicando la proposicion 3.3.6, existira una Gnica semirrecta A'D" tal
que AB'-A'D"-AC', zBAD = /B'AD"y «DAC = /D" AC'.
D’’ y D’ estan en el mismo lado de A'B' (por el mismo razonamiento que hemos hecho

en la unicidad de la demostracion de 3.4.6), y por lo tanto
/DAC = /D"A'C'=/D'AC'.

3.4.8 Definicion. Comparacién de angulos.
Dados dos angulos #BAC y ZDEF , diremos que #BAC < ZDEF (o
ZDEF > /BAC ) si existe una semirrecta EG tal que ED —EG — EF y
/BAC = /DEG.

F

A B E D

Es decir, existe un punto G en el interior de #DEF tal que ZDEG = Z/BAC .
Es importante remarcar que G esta en el interior y no en el propio angulo ZDEF , para
asi garantizar que no se cumple a <a (ver 3.4.13).



3.4.9 Proposicion. Substitucion.
Sean cuatro angulos a,a',5,8'.Si a< Yy a=a' entonces a'< B.Sia<py

p = p' entonces a < S'.

Demostracion. Sean o = Z/BAC, a'= ZB'AC', f=«DEF y '=/D'E'F".
Supongamos que « < f. Entonces existira un punto G en el interior de £ tal que
a = /DEG.

Supongamos que a = «'. Luego o'=a = Z/DEG, y por tanto a'< f.
Supongamos £ = 3'. Por 3.4.6, existira un punto G’ en el interior de ' tal que
/DEG = /D'E'G".

Luego a = /DEG = Z/D'E'G', es decir, a < f'.

3.4.10 Proposicién.
Si AB — AD — AC, entonces /BAD < /BAC .

Demostracion. Basta aplicar la propia definicidn y tener en cuenta que £BAD = /BAD.

3.4.11 Proposicién. Transitividad en la comparacién de angulos.
Si a, B,y sonangulos talesque a <y f<y,entonces a<y.

Demostracion. Sea « = ZABC, f=ZAB,C, y y = ZAB,C,. Existe un D, en el
interior de g tal que o = ZA,D,C,. Aplicando 3.4.6, existira un punto D, en el interior
de y tal que £A,B,D, = ZAB,D,, luego por la transitividad de la congruencia de
angulos, o = ZA,B,D,, es decir, a < y.

3.4.12 Proposicién. Comparacién de angulos suplementarios.
Sean ay [ dos angulos suplementarios, y 'y S'otros dos angulos suplementarios. Si

a >a' entonces B< B

Demostracién. Tenemos por un lado D*A*B, a = ZBAE y 8= ZDAE, y por otro
lado D*A*B', a'=/B'A'E'y f'=/D'A'E'".

Si a > o' entonces existe un E en el interior de « tal que ZBAE =¢'.

/BAE y #DAE son angulos suplementarios, luego #DAE = /D'A'C', el
suplementario de «' (3.4.1)

Aplicando ahora 3.4.6, puesto que C esté en el interior de ZDAE , existira un punto F
en el interior de /D'A'C'= g tal que = 2/DAC = /DA'F, es decir, que < /f'.

3.4.13 Lema.
No puede suceder que <« .

Demostracion. Sea o = ZBAC . Si a <« existira un D en el interior de Z/BAC tal que
/BAC = /BAD . Pero C y D estan en al mismo lado de AB, luego por la unicidad del
Axioma C5 tenemos que AD = AC, luego D no puede pertenecer al interior de Z/BAC .



3.4.14 Proposicion. Tricotomia de angulos.
Sean dos angulos « y f. Entonces sucede una y s6lo una de las siguientes

afirmaciones: (8) a< g, (0) azf,(C) a>p.

Demostracion. Sean tres puntos C*A*B de una rectar, y D, E dos puntos en el mismo
lado de la recta tales que #/BAD =« y /BAE = 3 (Axioma C5).

Por 2.7.4, sucedera una y s6lo una de las siguientes afirmaciones:

(@) E pertenece al interior de ZBAD, (b) E pertenece a semirrecta AD 0 (c) E pertenece
al suplementario de ZBAD .

Si sucede (a) entonces £ <« . Sisucede (b) = «, si sucede (c) tenemos que

/EAC < Z/DAC, pero entonces «BAD > ~EAC por 3.4.12, es decir, a > 3.
Acabamos de ver que se da al menos una de las afirmaciones anteriores. Veamos que
son incompatibles entre ellas, es decir, que s6lo se puede dar una a la vez. Veremos que
todas las posibilidades llegan a « < «, que contradice la proposicion 3.4.13.

Si se cumple (a) y (b) tenemos que o < .

De la misma forma, si se cumple (b) y (c) llegamosa o >« .

Y, por ultimo, si se cumple (a) < B y (¢c) a > /3, por transitividad (3.4.11) se llega
igualmentea o<« .



3.5 Angulos rectos y rectas perpendiculares.
3.5.1 Definicién. Angulo recto. (Elementos 1, definicion 10)

Diremos que un angulo « es recto cuando tenga un angulo suplementario congruente.
Recordemos que en 2.7.2 se demostro la existencia del angulo suplementario.

D

3.5.2 Proposicion.
Sea « un angulo recto. Entonces:
a) Todo &ngulo S congruente con « también es recto.

b) Todo angulo suplementario de « también es recto.

Demostracion. i) Sea «'un angulo suplementario de « . Por definicion, o'z « .
Sea f=a,ysea S unangulo suplementarioa £.

Por la proposicion 3.3.1, 'z «', y por transitividad de la relacion de congruencia,
fz=az=a=p.

ii) Si S es un angulo suplementario de « , por definicion de angulo recto Sz« ,y
basta aplicar i).

3.5.3 Proposicion. (Elementos 1, Postulado 4)
Dos angulos rectos son congruentes.

Demostracion. Sea « un anguloy g suplementario de « . Supongamos que o = 3.
Por otro lado, sea ' otro &ngulo y f'suplementario de «'. Supongamos que a'= f'.
Tenemos que ver que o =o'

Supongamos que « < «'. Entonces g > ', por 3.4.5.

Pero azfy o'z ', luego a > ', contradiciendo la tricotomia de &ngulos (3.4.7).

De la misma forma se demuestra que no es posible « > «', y nuevamente por tricotomia
se deduce que a = '.

3.5.4 Definicion. Rectas perpendiculares. (Elementos 1, definicion 10)
Diremos que dos rectas r y s son perpendiculares, y escribiremos r L s, cuando:
a) Tengan un punto A en comun.
b) Existaun B= A enry C = Aen s tales que ~/BAC sea recto.

|C




3.5.5 Proposicién. Existencia de la recta perpendicular por un punto exterior.
(Elementos 1.12)

Siresunarectay P ¢r, entonces existe una recta s que pasa por P y es perpendicular a
r.

=]

| ] r

Nota: La unicidad de dicha recta se demostrara en 3.6.4.

Demostracion. Sean A,Ber, A= B. (Axioma 12)
Sea P’ en el lado opuesto de P respecto a la recta r tal que Z/BAP = /BAP'. (Axioma
C5). Sea P"c AP' tal que AP = AP". (Axioma C2)
Py P'" estan en lados opuestos de r, luego existira un Q er tal que P*Q*P".
Si A=Q entonces tenemos P*A*P”’, y /BAP = /BAP'= /BAP", luego los &ngulos
son suplementarios y congruentes, luego son angulos rectos.
Si A= Q nos encontramos con dos casos posibles: Si B AQ
P

A

p"

SAS
ZBAP = /BAP"'= ZQAP = ZQAP"= AQAP = AQAP"= ZAQP = ZAQP"
Y puesto que P*Q*P’’ tenemos que LAQP es recto.

Si B¢ A—Q entonces ZBAP y ZQAP son angulos suplementarios, y podemos llegar a
ZQAP = /QAP" aplicando 3.4.1. Entonces la demostracion sigue el mismo
razonamiento:

SAS
Z/BAP = /BAP"= /QAP = /QAP" = AQAP = AQAP"= /AQP = /AQP"

N




3.5.6 Corolario. Existencia de angulos rectos y de rectas perpendiculares.
Los angulos rectos existen. Las rectas perpendiculares existen.

Demostracion. Por el Axioma 13 existiran tres puntos A, B, C no alineados. Sea

r=AB. Porla proposicion 3.5.5 existird una recta perpendicular a r por C.
Sea P su punto de interseccion. El &ngulo ~CPB sera recto.

3.5.7 Proposicion. Existencia y unicidad de la recta perpendicular que pasa por un
punto de la misma (Elementos 1.11).

Siresunarectay P er, entonces existe una nica recta s que pasa por P y es
perpendicular ar.

P

Demostracion. Sear unarectay P er. Sea Q otro punto de r. (Axioma 12)
Sea « un angulo recto (3.5.6).
Sea A un punto tal que ZAPQ = a (Axioma C5)

Entonces ZAPQ es un angulo recto por 3.5.2a.

Sea s= AP. Las rectas s y r son perpendiculares.

VVeamos ahora la unicidad. Supongamos que existe otra recta s, tal que P s,y también
es perpendicular a r. Es decir que podemos encontrar puntos X,Y €s,, cumpliendo
X*P*Y, y puntos B,C er, B*P*C, para los que £YPC es recto. Supongamos que Yy
A estan en el mismo lado respecto a r (en caso contrario io cogemos el punto X). Puesto
que ZAPQ es recto, por el Axioma C5 se deduce que PY =PA, porloque Y e PAy
portanto s, =S.

3.5.8 Proposicion.

Sea unarecta AB y sean C y D puntos en lados opuestos de dicha recta. Si Z/CAB= «
y ZBAD = S con a y S angulos rectos, entonces C, Ay D estan alineados y
C*A*D.

Demostracion. Por 3.5.6 existen angulos rectos. Sea » un angulo rectoy y' su

suplementario, que por definicion también sera recto.
Por 3.5.3 todos los angulos rectos son congruentes, luego L/CABza =y y

/BAD = = y', y por tanto podemos aplicar 3.4.4 para garantizar que C, Ay D estan
alineadosy ZCAB y ZBAD son suplementarios. Por 2.2.8 tendremos que C*A*D..



3.6 El teorema de los angulos internos alternos.

3.6.1 Definicion. Angulos determinados por dos rectas y una secante comun.
Una recta secante comun a dos rectas r y s diferentes determinan ocho angulos:

Los cuatro angulos que estan entre ry s (3, 4, 5 y 6) se denominan angulos internos.
Los otros cuatro (1, 2, 7 y 8) se denominan angulos externos.

Los angulos 3 y 5, que se sitdan en lados opuestos de la recta t se denominan angulos
internos alternos. Los angulos 4 y 6 también son angulos internos alternos.

3.6.2 Teorema. El teorema de los &ngulos internos alternos (Elementos 1.27).
Sean C y D dos puntos opuestos de AB . Si ZCAB = ZABD entonces AC y BD son

rectas paralelas.
[
A/ B
D/

Observacion: Su reciproco es una condicion euclidea, como se vera en 6.3.6.

Demostracion. Supongamos que X e AC N BD.
X
c
A
B
D
Y

Podemos suponer que X es colateral con C. Luego X y D estan en lados opuestos de

—

AB.




Sea Y e BD tal que AX = BY . El punto Y es colateral con D, luego X e Y estan en
lados opuestos de AB . Por lo tanto, Y *B* X , y los angulos #XBA y ZABY son
suplementarios.

Ademaés, aplicando SAS tenemos que AXAB= AYBA, y por tanto £ YAB = /XBA, luego
aplicando 3.4.4 tenemos que ZYAB y ZBAX son suplementariosy A, X, Y, B estan
alineados.

Por Gltimo, C e AB, lo que contradice la hipotesis del enunciado de que C esta en un

lateral de la recta AB .

3.6.3 Corolario.
Dos rectas diferentes perpendiculares a una tercera son paralelas entre ellas.

Demostracion. Sean las rectas r y s diferentes y perpendiculares a una tercera recta t.
Sea A=rnty B=snt.

A= B, puessi A=B, por la unicidad de la proposicién 3.5.7, tendriamos que r=s.
Sea C otro punto de la recta r diferente de A, y sea D otro punto de la recta s diferente
de B (Axioma 12).

Podemos tomar D tal que C y D estén en lados opuestos de AB pues si D y B estan al

mismo lado de AB , tomamos un punto D’ tal que D’*B*D (Axioma B2).

Z/BAC Yy «DBA son rectos, luego son congruentes por 3.5.2, y entonces, por 3.6.2,ry s
son dos rectas paralelas.

3.6.4 Proposicion. Existencia y unicidad de la recta perpendicular.
Searunarectay P unpunto P & r. Existira una Unica recta s perpendicular a r que pasa
por P.

Demostracion. La existencia fue demostrada en 3.5.5. Veamos ahora la unicidad.
Supongamos que hay dos rectas s y s’ que pasan por P y son perpendiculares a r.

Sea Q=snryQ=smnr. Q=Q' pues s=s'. Ahora s y s’ son dos rectas
perpendiculares a una recta comuan r, luego s//s' por 3.6.3, pero Pesns', llegando a
una contradiccion.

3.6.5 Proposicidon. Existencia de una recta paralela. (Elementos 1.31)
Sea r unarecta y un punto P ¢ r . Existird al menos una recta paralela a r que pasa por
P.

P

Demostracion. Sea s la Gnica recta perpendicular a r que pasa por P (3.6.4). Seat la
Unica recta perpendicular a s y que pasa por P (3.5.7). Las rectas t y r son ambas
perpendiculares a la recta s, luego t y r son paralelas (3.6.3).



3.6.6 Definicion. Proyeccion ortogonal de un punto en una recta.
Searunarectay P ¢r. Definimos la proyeccion ortogonal de P en r, y escribiremos

pr(P,r)

como el punto Q de interseccion de r con la recta perpendicular a r que pasa por P.
P

3.6.7 Definicion. Puntos pedales. Triangulo pedal asociado a un punto.
Dado un tridngulo AABC y un punto P, llamaremos pedales del punto P a las

proyecciones ortogonales A’, B’ y C’ del punto P en los lados BC, AC y AB
respectivamente del tridngulo. Si los puntos A’, B’ y C’ no estdn alineados, diremos que
AA'B'C' es el triangulo pedal asociado al punto P.

A

3.6.8 Definicion. Cevianas. Trazas. Triangulo cevial asociado a un punto.

Dado un tridngulo AABC , llamaremos ceviana a cualquier recta que pase por uno de
sus vértices, y llamaremos traza de la ceviana a su punto de corte con el lado opuesto a
dicho vértice.

Dado un punto P, llamaremos cevianas del punto P a las rectas que unen dicho punto

con cada vértice: AP , BP y CP, y trazas del punto P a las trazas de dichas cevianas.
Llamaremos triangulo ceviano asociado al punto P al triangulo determinado por las
trazas de dicho punto.




3.7 Teorema del angulo exterior.

3.7.1 Definicion. Angulo exterior.

Los angulos internos de un triangulo son los tres angulos que determinan los vértices
con los lados. Un &ngulo exterior de un tridngulo es cualquier &ngulo suplementario a
uno de sus angulos internos.

3.7.2 Teorema del angulo exterior. (Elementos 1.16)
Dado un tridngulo AABC y un punto D tal que B*C*D, entonces el angulo exterior
ZACD es mayor que los angulos interiores opuestos ZA'y /B.

A

Demostracion.

a) ZACD > ZA.

Supongamos que no es cierto, es decir, Z/ACD = Z/A 0 ZACD < ZA por tricotomia
(3.4.11)

Si ZACD = /A, entonces AB//CD por el Teorema de los angulos alternos, pero
sabemos que B = AB ~CD, llegando a contradiccion.

Supongamos que ZACD < ZA. Entonces existird una semirrecta AE interiora ZA tal
que LACD = ZCAE , y ademas, por 2.6.3, podemos escoger un E tal que B*E*C, es
decir, E e CD . Observamos que D y E estan en lados opuestos de AC (pues B*E*C y
B*C*D implica B*E*C*D y por tanto E*C*D) , y que /DCA=< /CAE . Luego,
aplicando el Teorema de los angulos alternos, deducimos que CD// AE . Pero

E e CD N AE, absurdo.

b) ZACD > /B.

Sea F un punto tal que A*C*F. Los angulos ZACD y ZBCF son angulos opuestos por
el vértice, luego ZACD = /BCF (3.3.3).

Ahora podemos aplicar la primera parte de esta proposicién al angulo exterior

/BCF respecto del angulo interior £B, por lo que £B < ZBCF = Z/ACD.

3.7.3 Definicion. Triangulo rectangulo. (Elementos 1 Definicidn 21)
Si AABC es un triangulo en el cual ZA es recto, diremos que se trata de un triangulo

rectangulo, los lados AB y AC se llaman catetos, y BC se llama hipotenusa.
C




3.7.4 Definicion. Angulos agudos y obtusos. Triangulo acutangulo y obtusangulo.
Sea a un angulo recto. Diremos que £ es un angulo agudo cuando S < «, Yy diremos

que Ses un angulo obtuso cuando S >« (Elementos 1, definicion 12).

Un tridngulo AABC serd acutangulo cuando sus tres &ngulos ZA, /B y ZC sean
agudos, y serd obtusangulo cuando tenga un &ngulo obtuso (Elementos 1, definiciones
11y 21).

3.7.5 Proposicion.
Si un angulo es agudo, su suplementario es obtuso. Dados dos angulos suplementarios,
0 bien son rectos o bien uno es agudo y el otro es obtuso.

Demostracion. Basta aplicar la proposicion 3.4.12.

3.7.6 Proposicion.
Si AABC es un triangulo rectangulo con angulo recto ZA, entonces /B y ZC son
angulos agudos.

Demostracion. Sea AABC un triangulo rectangulo con angulo recto ZA. Sea D un
punto tal que B*A*D. ~CAD sera un angulo exterior del triangulo con un angulo
suplementario A recto, luego ~CAD sera recto, y aplicando el Teorema del &ngulo
exterior (3.7.2), «.CAD > /By LCAD > /C.

3.7.7 Proposicién. Comparacién de angulos y de lados (Elementos 1.18 y 1.19;
Hilbert Teorema 23)
En todo tridngulo AABC,

a) El lado mayor determina el angulo contrario mayor: BC > AC = ZA> /B.
(Elementos 1.18)

b) El 4ngulo mayor determina el lado contrario mayor: ZA> /B = BC > AC .
(Elementos 1.19)

Demostracion.

a) Si BC > AC entonces existira un punto D tal que B*D*Cy CD = AC .
Aplicando 2.4.6, D estara en el interior de ZA, por lo que ZCAD < ZA (3.4.10).
AADC es isosceles en C, luego ZCAD = ZADC (3.1.9) y por tanto

ZADC > /B por el Teorema del angulo exterior en AABD .

Aplicando transitividad llegamos a /B < ZADC = ZCAD < ZA.

b) Por tricotomia (3.4.14), BC = AC, 0 BC < AC o BC > AC . Veamos que las dos
primeras posibilidades nos llevan a contradiccion:

Si BC = AC, entonces AABC sera isésceles en C, luego ZA= /B contradiciendo la
hipotesis.

Si BC < AC, podemos aplicar la primera parte de esta demostracion, para deducir que
entonces LA < £B, contradiciendo igualmente la hipotesis.



3.7.8 Lema.
Sea un tridngulo AABC, y D un punto tal que B*D*C. Entoncessi AC > AB 0

AC = AB entonces AC > AD.
C

A B

Demostracion. ZADC > #B por el Teorema del angulo exterior (3.7.2). Supongamos
que AC > AB. Entonces ~B > ~C (por 3.7.7), luego ZADC > /B> /C, y por tanto
AC > AD nuevamente por 3.7.7.

Si AC = AB entonces ~B = ~C por 3.1.9, luego ZADC > /B = /C y de nuevo
concluimos que AC > AD.

3.7.9 Proposicion. (Elementos 1.24 y 1.25)
Dados dos triangulos AABC y AA'B'C', si se cumple AB=A'B'y AC = A'C',
entonces /BAC > /B'A'C'«< BC >B'C'.

Demostracién. VVeamos en primer lugar #BAC > /B'A'C'= BC >B'C'.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que AC > AB o AC = AB.

Puesto que ZBAC > /B'A'C', existira una semirrecta AD con D en el interior de
/BAC tal que ZBAD = /B'A'C'. Por 2.6.3 podemos suponer que C*D*B.

Aplicando el lema 3.7.8, tenemos que AC > AD . Luego existira un punto E en AD tal
que A*D*E y AC = AE.

A" B
Los puntos B, C y E no pueden estar alineados: las rectas AD y BC se cortan
exclusivamente en D, pues de lo contrario serian la misma recta y entonces A e BC,

absurdo. E e AD, ysi Ee BC entonces E =D, contradiciendo A*D*E . Asi pues, el
triangulo ABCE esté bien definido.

Puesto que C*D*B, el punto D esté en el interior de ZCEB (2.4.6), luego

«/CED < /CEB.

El triangulo AACE es isosceles en A, luego ZACE = Z/AEC = Z/CED, luego

/ACE < ZCEB.

Puesto que A*D™*E, el punto D esta en el interior de Z/ACE (2.4.6), luego

ZACE > /DCE.



Por lo tanto, por transitividad, ~/CEB > ~ACE > /DCE = /BCE . Luego BC > BE
por 3.7.7.

Ahora bien, AAEB = AA'C'B' por SAS, por lo que BE = B'C', y por tanto BC > B'C'
COMO queriamos ver.

Veamos ahora que BC > B'C'= ZA > ZA'. Supongamos lo contrario, es decir, que
A=A 0 ZA< LA

Si ZA= /A", entonces por SAS tenemos que AABC = AA'B'C', pero entonces

BC = B'C', contradiciendo la hipétesis.

Si ZA< ZA', entonces podemos aplicar la primera parte de esta demostracion para
concluir que BC > B'C', contradiciendo igualmente la hipotesis. Asi pues, la Gnica
posibilidad valida es ZA> ZA".

3.7.10 Proposicién. Desigualdad triangular (Elementos 1.20).

En todo triangulo AABC se cumple AC + AB < BC
C

A B

Demostracion. Trazamos el punto D en la semirrecta op(AB) tal que AD = AC . Luego
el triangulo ADAC es isosceles en A, y por lo tanto ZADC = ZDCA.

e, C

D* A B

Se cumple D*A*B, luego la semirrecta CA esté en el interior de ZDCB y por lo
tanto Z/DCA< ZDCB. Luego #BDC < ZDCB, y podemos aplicar la proposicion 3.7.7
para deducir que DB > BC . Claramente DB = DA+ AB = AC + AB, con lo que
llegamos a la desigualdad AC + AB < BC .

Nota histdrica: Proclo dice que los epiclreos acostumbraban a ridiculizar este teorema
porgue "era evidente incluso para un asno y no requeria prueba". La afirmacion de que
el teorema era comprensible incluso para un asno, se basaba en que si se colocaba
forraje en un vértice y el asno en el otro, el hambriento animal no iria en busca de
supitanza a través de dos lados de un triangulo, sino sencillamente a través de aquél que
le separaba de la comida. También se dice que al escuchar esta historia, Saville exclamd
gue los autores de estos argumentos eran dignos de compartir el heno con el asno.



El mismo Proclo replica estos comentarios aclarando que la percepcion de la verdad de
un teorema es algo diferente de la prueba cientifica del mismo. No obstante, los
epicdreos no andaban muy desencaminados; esta propiedad actualmente se denomina
como la desigualdad triangular y es tomada como un axioma en la teoria de espacios
métricos que tiene una gran repercusion en la matematica actual. Este es un ejemplo
mas de una afirmacién que en una teoria matematica es una proposicién y sin embargo
en otra es simplemente un axioma. (Fuente: Luis Javier Hernandez Paricio)

Observacion: Este resultado es fundamental en la resolucion de problemas de
desigualdades en el triangulo. Ver Tema 10 de DE.

3.7.11 Lema.
Sea un triangulo AABC, con ZA y ZC agudos. Trazamos desde B la perpendicular s a

AC.SeaDel punto de interseccion entre sy AC . Entonces A*D*C.

B

-
A D

C
Demostracion. D= A 'y D = B pues ambos angulos no son rectos. Entonces por el
Axioma B3 necesariamente D*A*B, A*B*D o A*D*B.

Supongamos que D*A*B. Entonces A sera un angulo exterior a ADAB, luego

/BDA< ZA, pero ZBDA esrectoy ZA esagudo, lo que nos lleva a contradiccion.
De forma similar la hipotesis A*B*D tampoco es aceptable, luego A*D*B.

3.7.12 Lema.
Todo triangulo tiene al menos dos angulos agudos. Todo tridngulo tiene como mucho
un angulo obtuso.

Demostracion. Sea un triangulo AABC , y supongamos que ZC no es agudo. Veamos
que entonces ZA 'y /B son agudos. Sea D un punto tal que B*C*D. Entonces ZACD
sera agudo o recto pues es suplementario de un angulo que no es agudo. Pero ZACD es
un angulo exterior de AABC, luego por el Teorema del angulo exterior (3.7.2)

ZACD > /Ay ZACD > /B. Luego ZA 'y /B son agudos.

3.7.13 Proposicién.
La hipotenusa es el lado mas largo de un tridngulo rectangulo.

Demostracion. Sea AABC un triangulo rectangulo en A. Entonces, por el lema anterior,
los angulos #B y ZC son agudos, y por tanto ZABC < /BAC = BC > AC por 3.7.7.
De la misma forma se demuestra que BC > AB.


http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf

3.8 Congruencia de triangulos.

3.8.1 Proposicion. Criterio AAS de congruencia de tridngulos (Elementos 1.26 parte 2)
Dados dos triangulos AABC y AA'B'C', si se cumple ZA= /A", /B=/B'y
BC = B'C' entonces AABC = AA'B'C'.

Demostracion. Por el Axioma C6 existird un anico punto D, colateral con A respecto
BC, tal que ABCD = AB'C'A'". Puesto que #DBC = Z/A'B'C'= £/B'= /B, por el
Axioma C5 tendremos que BD = BA. Luego D € BAy por tanto D*A*B 0 B*D*A 0
D=A.

Si D*A*B entonces ZCDB < ZA por el Teorema del angulo exterior, pero Z/A= /A"y
Z/A'= /BDC, llegando a contradiccion. De la misma forma, suponer B*D*A también
es contradictorio. Por lo tanto D=Ay los dos triangulos son congruentes.

3.8.2 Proposicidn. Criterio ASA de congruencia de triangulos. (Elementos 1.26)
Dados dos triangulos AABC y AA'B'C', si se cumple /A= /A, /B=/B'y

AB = A'B' entonces AABC = AA'B'C'.

Demostracion. Por el Axioma C6, existird un punto D tal que AABD = AA'B'C', con D

y C colaterales respecto a la recta AB . Puesto que
/DAB = /C'A'B'= Z/A'= /A= ZCAB, por el Axioma C5 tenemos que

AD=AC=DecAC.
De la misma manera Z/ABD = /A'B'C'= /B'= /B = ZABC implica

BD=BC = DeBC.

Asi pues, D e BC nAC , pero las rectas BC y AC se cortan Gnicamente en C (pues A,
B y C son puntos no colineales) luego D=C,y AABC =AABD = AA'B'C'.

3.8.3 Teorema. Caracterizacion de los tridngulos isosceles (Elementos 1.6).
Un tridngulo AABC es isdsceles en A, es decir AB = AC, siysolosi #B=~/C.

A

Demostracion. Supongamos que el triangulo AABC cumple /B = ~C . Basta aplicar el
criterio SAS al triangulo AABC consigo mismo en la forma ABAC para deducir que

AB = AC . El reciproco fue demostrado en 3.1.9.



3.8.4 Proposicion. Criterio SSS de congruencia de triangulos (Elementos 1.8)
Dados dos triangulos AABC y AA'B'C', si se cumple AB= A'B', AC=zAC'y
BC = B'C'entonces AABC = AA'B'C".

Demostracion. Si ZA > ~A' entonces por 3.7.7 tenemos que BC > B'C' contradiciendo
la hipétesis BC = B'C', y de la misma manera, si #/A< /A'= BC <B'C'
contradiciendo igualmente BC =~ B'C'.

Luego ZA= /A’ y por tanto podemos aplicar SAS para deducir que AABC = AA'B'C'.

3.8.5 Ejercicio.

Dibuja un contraejemplo para ASS, de la siguiente manera: Dibuja dos triangulos
AABC y AABC' que difieren en un unico vértice y haz que B, C y C’ sean colineales.
No tienes que justificar rigurosamente este contraejemplo, pero asegurate de que quede
claro en el esquema que es realmente un contraejemplo.

Demostracion. En el siguiente esquema hemos representado dos triangulos AABC y
AABC' que cumplen ZCAB = ZC'AB, y tienen dos lados iguales. Sin embargo,

difieren en el tercero; AC = AC' y el resto de angulos no es congruente:
ZACB # ZAC'B y ZABC # ZABC'.

3.8.6 Teorema. El teorema del triangulo equilatero.
Un triangulo AABC es equilatero, es decir, tiene los tres lados iguales si y sélo si es
equiangular, es decir, tiene los tres angulos iguales.

A

B C

Demostracion. Basta tener en cuenta que un triangulo equilatero es isosceles en cada
uno de sus Vvértices y aplicar el teorema 3.8.3 dos veces: Si AB = AC entonces
/B=-/C,ysi AB=BC entonces ZA=~C, por lo que concluimos Z/A=,/B=_/C.



3.8.7 Teorema. Criterio HL de congruencia de tridngulos rectangulos.

Dados dos triangulos AABC y AA'B'C' rectangulos en A y A’ respectivamente, si
AB=AB'y BC =B'C', entonces seran congruentes.

Con otras palabras, dos tridngulos rectangulos son congruentes cuando comparten la
hipotenusa y uno de los catetos.

Demostracion. Por el Axioma C6 existird un punto D, con C y D en lados opuestos de
AB, tal que AA'B'C'= AABD .

b A © A c

Luego ZDAB = ~C'A'B', dos angulos rectos, luego por 3.5.8 tenemos D*A*C.

B no esta en la recta DC pues DC = AC y los puntos A, B y C no estan alineados,
luego los puntos D, B y C forman un triangulo.

Este triangulo es isosceles en B, pues BC = B'C'= BD, luego «DCB = ~ZCDB por
3.1.9.

Por lo tanto Z/ACB = /DCB = /CDB=/ADB= /AC'B'= Z/ACB= /AC'B'Yy
aplicando el criterio ASA llegamos a AABC = AA'B'C'.



3.9 Puntos medios y mediatrices.

3.9.1 Definicién. Punto medio de un segmento.
El punto medio de un segmento AB es el punto M tal que A*M*By AM = MB.

3.9.2 Lema.
Si un segmento tiene punto medio, entonces es unico.

Demostracion. Sea AB un segmento y M y M’ dos puntos medios, es decir A*M*B,
A*M’*B, AM = MB y AM'=M'B.
A*M*BAA*M*B=A*M*M*Bv A*M*M*B

Supongamos A*M*M"™B. Entonces A*M*M"*B= M*M"*B= M'B<MB.
Pero también A*M*M™*B= A*M*M'= AM < AM'

Luego AM < AM'= M'B < MB contradiciendo la hip6tesis AM = MB.

Con un razonamiento similar llegamos a contradiccion suponiendo A*M™*M*B.

Nota: Esta propiedad la podemos interpretar como la nocion comun "las mitades de
cosas iguales son iguales”, que Euclides utiliza sin haberla enunciado, por ejemplo en
Elementos 1.37.

3.9.3 Lema.
Supongamos que AB es un segmento y que C y D son puntos en lados opuestos de
AB, y que ZBAC y ZABD son rectos. Entonces CD no puede contener A o B.

Demostracion. Si A< CD entonces A, C, D son colineales. Luego D e AC . Pero por
3.6.3 tenemos AC // BD, llegando a contradiccién. De la misma manera llegamos a
contradiccion si suponemos B e CD.

3.9.4 Lema.
Sea AB un segmento y C y D puntos en lados opuestos de AB, con ~ZBAC y ZABD

angulos rectos. Entonces CD corta AB en un punto M tal que A*M*B.
o
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Demostracion. Puesto que C y D estan en lados opuestos de AB, el segmento CDY la
recta AB se deben cortar en un punto M, luego C*M*D.




Por el lema anterior 3.9.3, M = A,B . Luego por el Axioma B3, tenemos tres
posibilidades: M*A*B, A*M*B 0 A*B*M.

Supongamos que M*A*B. Entonces ZMAC es recto (Pues es suplementario de ~/BAC
que es un angulo recto). Luego ZAMC tiene que ser agudo.

Pero por otro lado, Z/AMC es un &ngulo exterior del triangulo AMBD (pues C*M*D),
por lo tanto Z/AMC > ZMBD = ZABD recto, luego ZAMC tiene que ser obtuso, y por
lo tanto no puede ser agudo, llegando a contradiccion.

De la misma forma llegamos a contradiccion suponiendo A*B*M, luego A*M*B es la
Unica posibilidad véalida.

3.9.5 Proposicién. Existencia y unicidad del punto medio. (Elementos 1.10)
Todo segmento tiene un Gnico punto medio.

Demostracion. Sea AB un segmento.

Sea AC una recta perpendicular a AB pasando por A.
Entonces #BAC es un angulo recto, por definicion.

Sea D un punto al otro lado de AB respecto de C, y ZABD = /BAC recto. (Axioma
Cb5).
Por el Axioma C2 podemos escoger un D tal que BD = AC .

Por el lema anterior, el segmento CD cortara la recta AB en un punto M cumpliendo
A*M*B.

B
o
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Por el teorema de los angulos opuestos por el vértice (3.3.2), ZAMC = /DMB.
Sabemos que Z/MAC = #BAC angulo recto y ZDBM = ZABD angulo recto,

y puesto que BD = AC , podemos aplicar el criterio AAS para garantizar que los
triangulos ACAM y ADBM son congruentes, por lo que AM = MB, es decir, M es el

punto medio del segmento AB .
La unicidad del punto medio quedd demostrada en el lema 3.9.2.

Observacion: La demostracion de Elementos 1.10 utiliza triangulos equilateros sin
demostrar previamente su existencia.



3.9.6 Definicion. Mediatriz de un segmento.
Sea un segmento AB . Una mediatriz de AB es una recta r tal que es perpendicular a
AB y pasa por su punto medio.

3.9.7 Proposicion.
Todo segmento tiene una Unica mediatriz.

Demostracion. Sea un segmento AB . Por 3.9.5 existira un tnico punto medio M.
Por 3.5.7 existird una Unica recta s perpendicular a r que pasa por M. La rectases la
recta buscada.

3.9.8 Teorema. Caracterizacion de los puntos de una mediatriz.
Un punto P pertenece a la mediatriz de un segmento AB si y solosi PA=PB.

=]
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Demostracion. Sea un segmento AB y r su mediatriz, donde M es el punto medio del
segmento AB.Sea Per.

Si P=M, entonces por definicién de punto medio tenemos que AM = MB.
Si P # M, entonces los triangulos AAMP y ABMP seran congruentes por SAS, luego

AP =PB.

Reciprocamente, sea P un punto tal que AP = PB.

El triangulo AABP sera isésceles, luego ZPAB = ZABP .

Sea s la recta perpendicular a AB que pasa por P. Aplicando AAS, los triangulos
AAM'P y ABM'P seréan congruentes, luego AM'=M'B, y por la unicidad del punto

medio de AB, tenemos que M’=M, y por la unicidad de la recta perpendicular que pasa
por un punto, P'er.

Nota: No podemos garantizar, dentro del contexto de una geometria neutral, que dos
mediatrices del tridngulo se corten en un punto (Ver 6.6)



3.10 Bisectrices.

3.10.1 Definicion. Bisectriz.
Sea un angulo ZBAC . Una bisectriz de £BAC es una semirrecta AD tal que
AB - AD - AC y ~BAD = /DAC.

3.10.2 Proposicién. (Elementos 1.9)
Todo &ngulo tiene una Unica bisectriz.

Demostracion. Existencia: Sea el &ngulo #BAC . Modificando si es necesario los
puntos C y B podemos suponer que AB = AC, es decir, que el triangulo ABC es

isésceles en A. Sea D el punto medio de BC (Proposicién 3.9.5).
D es un punto interior de Z/BAC (2.6.3)
Por el criterio SSS de congruencia, AABD = AACD, por lo que #BAD = /DAC, es

decir, la semirrecta AD es la bisectriz del &ngulo.
Veamos ahora la unicidad:

Supongamos que AD' es otra semirrecta bisectriz de Z/BAC .

Por el teorema 2.6.3, AD' cortara BC . Sustituyendo D’ por este punto, podemos
suponer que B*D**C. Luego D’ es el punto medio de BC (aplicando el criterio SAS de
congruencia de triangulos, y escogiendo puntos B y C tales que AB = AC ). Pero D

también es el punto medio de BC, luego por la unicidad del punto medio, llegamos a
D'=D.

3.10.3 Proposicion. Caracterizacion de los puntos de la bisectriz de un angulo.
Un punto P pertenece a la bisectriz #/BAC si y s6lo si

P pr(P,ﬂ?;) =P pr(P,E)

Demostracién. Sea un angulo ZBACy AD su bisectriz.

A

Sea Q= pr(P,Kf) y R= pr(P,N?;) los pies de las perpendiculares por P a AB y AC
respectivamente.



Si P e AD entonces, por el criterio AAS de congruencia de triangulos (3.8.1),
AAPR = AAPQ . Luego QP = PR.

Reciprocamente, supongamos que P pr(P,E) =P pr(P,E), es decir, QP =~ PR.

Los triangulos rectangulos AAPR y AAPQ tendran cateto e hipotenusa iguales, y por
tanto seran congruentes (criterio HL, 3.8.7). Luego ZPAQ = /PAR , es decir, el punto P
pertenece a la bisectriz del angulo.

3.10.4 Proposicion.
Las bisectrices de un tridngulo se encuentran en un unico punto llamado incentro.

C
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Demostracion. Sea D el punto de corte de las bisectrices de los angulos ZA'y /B.
Basta ver que D pertenece a la bisectriz por ZC , para lo que utilizaremos tres veces la
proposicion anterior.

D pertenece a la bisectriz del angulo ZA, luego P pr(P,NP;) =P pr(P,E).

D pertenece a la bisectriz del &ngulo #B, luego P pr(P,E) ~P pr(P,ﬁf) :
Asi pues, por la transitividad de la congruencia de segmentos,

P pr(P,E) =P pr(P,iif) y por tanto D pertenece a la bisectriz por £ZC..

3.10.5 Proposicion.
Las bisectrices de un angulo y de un angulo suplementario son perpendiculares.

Demostracién. Sea un angulo Z/BAC vy DeOp(ﬁé), de forma que ZBAC y ZDAC
sean suplementarios.

Sea AE la bisectriz de /BAC y AF la bisectriz de #/DAC. Sean o = /BAE = /EAC
y f=/CAF = /FAD.

Sea E'e Op(ﬁ). Puesto que B*A*D y E*A*E', ZBAE y ZDAE’ son angulos
opuestos por el vértice, y por tanto /BAE = Z/E'AD.



Los angulos ZEAF y ZFAE' son suplementarios, y se cumple

/EAF = ZEAC + Z/CAF =z +

/ZFAE'= Z/ZFAD + /DAE'= S+«

Luego ZEAF = Z/FAE' y por lo tanto ZEAF es congruente con su suplementario, es
decir, es un angulo recto por 3.5.1.

3.10.6 Corolario. Caracterizacion de la bisectriz exterior.
Dados dos angulos suplementarios #/BAC y ZCAD,y AE la bisectriz de ZBAC,

entonces la semirrecta AF del interior de ZCAD seré su bisectriz si y solo si ZEAF
es un angulo recto.

Demostracion. Si AF es la bisectriz de Z/CAD entonces AE | AF por la proposicion

anterior.
Supongamos que ZEAF es un angulo recto.
Sean a=/BAE = Z/EAC y f=/CAF y 6=/FAD.

Sea E'e Op(ﬁ).

Por ser ZEAF recto, Z/EAF = /FAE'. ZEAF = ZEAC + LZCAF =za + f
o = /BAE = ZDAE' por ser angulos opuestos, luego LFAE'= ZEAD + /DAE'= 6 + «

Por lo tanto, o + =6+ «, de donde deducimos =4 y por tanto AF es la bisectriz
de ZCAD.



3.11 Propiedades de los tridngulos isdsceles.

3.11.1 Proposicion.
Sea AABC un triangulo isésceles en A (es decir, AB = AC ). Entonces coinciden:

A

- La mediana por el veértice A.

- La mediatriz del lado opuesto BC .
- La bisectriz del angulo ZA .
- La altura del tridngulo por el vértice A.

>

Demostracion. Sea M el punto medio de BC, es decir, el segmento AM es la mediana
por el vértice A.

BM =MC, AB=AC y /B=~C, luego AABM =AACM (criterio SAS).

Por lo tanto /.BMA = ZCMA, es decir, son angulos suplementarios congruentes y por
tanto rectos. Asi pues, AM es la mediatriz del segmento BC . Puesto que pasa por A,
esta claro que AM es la altura del triangulo por el vértice A.

También se cumple #/BAM = ~ZCAM , por lo que AM es la bisectriz del angulo ZA.

3.11.2 Proposicién.

a) Si en un tridngulo coinciden la mediana y la bisectriz en un vértice, entonces el
triangulo es isosceles en dicho Vértice.

b) Si en un tridngulo coinciden la altura y la mediana en un vértice, entonces el
triangulo es isosceles en dicho Vértice.

c) Si en un triangulo coinciden la bisectriz y altura en un vértice, entonces el tridngulo
es isosceles en dicho Vvértice.

d) Si en un triangulo coinciden la mediatriz de un lado y la mediana por el vértice
opuesto, entonces el triangulo es is6sceles en dicho vértice.

Demostracion.

a)

Sea AABC un triangulo y D un punto de AB tal que AD=DB y ~ACD = ~/DCB.
Prolongamos el segmento CD hasta un punto C’ tal que CD = DC'. Los triangulos
AACD y ABC'D seran congruentes por el criterio SAS, puesto que AD = DB,
CD = DC' y ZADC = /BDC" por ser angulos opuestos por el vértice.



Luego AC =BC'y ~/BC'D = ~ACD . Pero entonces ~/BC'D = ~ACD = ~DCB y por
lo tanto el triangulo ACBC' es isésceles en B (3.8.3). Luego BC = BC' y por lo tanto
AC = BC'= BC, asi pues, el triangulo AABC seré isésceles en C.

C
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b) Los triangulos AADC y ABDC seran congruentes por el criterio SAS, y por tanto
AC = BC, es decir, es un triangulo isésceles.

C
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c) En este caso tendremos dos triangulos congruentes por ASA, y por tanto AC = BC .
d) Tendremos dos triangulos congruentes por SAS, y por tanto AC = BC .

3.11.3 Proposicién.
Si dos triangulos AABC y AA'B'C'son isosceles en A y A’ respectivamente, y son
congruentes, también lo seran sus alturas respectivas por A 'y A’.

Demostracion. Trazamos las respectivas alturas AD y A'D' . Por 3.11.1 dichas alturas
también son bisectrices de Z/A 'y ZA', luego /DAC = /D' A'C'. Por ser triangulos
isésceles ~C = /C', y aplicando el criterio ASA, AADC = AA'D'C’, de lo que

deducimos que AD = A'D', tal y como queriamos ver.



3.12 Congruencia de cuadrilateros.

3.12.1 Definicion. Congruencia de cuadrilateros.
Diremos que dos cuadrilateros ABCD y A'B'C'D' son congruentes cuando podamos
establecer una biyeccion entre sus vértices
A-A BB, CoC, DD
que haga corresponder angulos congruentes:
/A=/A, /B=/B', £/C=/C', £/D= /D'

y segmentos concurrentes:
AB=A'B', BC=B'C',CD=C'D',y DA=D'A'".

3.12.2 Proposiciéon. Criterio SASAS de congruencia de cuadrilateros.
Si dos cuadrilateros ABCD y A'B'C'D' cumplen

AB=AB', /\B=.B', BC=B'C', .C=/C'yCD=C'D'
entonces son congruentes.

Demostracion.

Trazamos las diagonales respectivas AC, BD y A'C', B'D' de cada cuadrilétero:
D [»)

Puesto que AB=A'B', /B=~B', BC =B'C', los triangulos AABC y AA'B'C' son
congruentes por el criterio SAS.
Luego AC= AC', LCAB=/ZC'AB'y ZACB = Z/A'C'B'.

De la misma manera, puesto que BC=B'C', .C=/C' y CD=C'D', los triangulos
ABCD y AB'C'D' son congruentes por el criterio SAS.
Luego BD=B'D', Z.DBC = «/D'B'C' y «/BDC = /B'D'C'

Por resta de angulos (3.3.7), si Z/C = /C'y ZACB = /A'C'B' entonces
/DCA=/D'C'A', y puesto que CD=C'D'y AC = A'C', por el criterio SAS tenemos
que ADCA=AD'C'A', yporlotanto AD=AD', /.D=z/D'y /DAC =z /D'AC".
Por suma de angulos (3.4.5), Z/DAC = Z/D'A'C'y ZCAB = /C'A'B' implica

/A= /A"y ya tenemos todos los angulos y todos los lados congruentes, tal y como
queriamos ver.

3.12.3 Ejercicio. Otros criterios de congruencia de cuadrilateros.
Los criterios ASASA, SASSS y SASAA son criterios validos de congruencia de
cuadrilateros.

3.12.4 Ejercicio.
Comprueba, mediante un antiejemplo en IR?, que el criterio SAAAA no es un criterio
valido de congruencia de cuadrilateros.



3.13 Cometas.

3.13.1 Definicion. Cometa.
Una cometa es un cuadrilatero convexo ABCD que tiene dos pares de lados adyacentes

congruentes: AB = AD y BC =CD.

C

También lo podemos interpretar como una figura creada mediante dos tridngulos
isdsceles con una base comun (base que seré la diagonal de la cometa).

3.13.2 Proposicién.
Las diagonales de una cometa se cortan en angulos rectos.

Demostracion. Sea ABCD una cometa con AB = AD y BC =CD. Aplicando 3.9.8
sabemos que A y C pertenecen a la mediatriz del segmento BD . Dos puntos determinan
una recta, y por tanto la mediatriz del segmento BD sera AC . Por definicion de
mediatriz, AC L BD.






4 Continuidad.

4.1 Conjuntos convexos.

4.1.1 Definicion. Conjunto convexo.
Diremos que un conjunto de puntos S es convexo cuando cumple la siguiente condicion:

Si ABeS entonces AB < S
O equivalentemente: Si A*C*B con A,Be S, entonces C €S. El conjunto vacio es
convexo.

4.1.2 Ejercicio.
Todo conjunto de un Unico punto es convexo.

Demostracion. Basta aplicar la definicion de AA (2.1.3).

4.1.3 Ejercicio.
Toda recta es convexa.

Demostracion. Si ABer = ABc AB=r (2.1.6).

4.1.4 Ejercicio.
Toda semirrecta es convexa.

Demostracion. Si A BeCD= ABc AB —CD.

4.1.5 Ejercicio.
Todo semiplano es convexo.

Demostracion. Sea r una recta y supongamos que A y B estan en el mismo lado de r, es
decir, A=, B. Sea C un punto tal que A*C*B. Supongamos que A#, C. Entonces
existe un punto D er tal que A*D*C. Entonces A*D*C*B (2.3.4), luego A*D*B y en
consecuencia A#, B en contradiccion con la hipdtesis. Luego A=, C.

4.1.6 Ejercicio.
Todo segmento es convexo.

4.1.7 Proposicion.
La interseccion de dos conjuntos convexos es convexo.

Demostracion. Supongamos S y T dos conjuntos convexos. Sean A, BeS T .
Entonces A,B e S convexo, luego AB = S . De la misma forma A, BT convexo, y
por tanto AB =T .Luego ABcSAT.



4.2 Particiones de Dedekind. EI Axioma de Dedekind.

Nota histdrica. A mediados del siglo X1X el matematico aleman Dedekind introduce el
concepto de “corte”, que aclara y unifica por un lado el concepto geométrico de recta
continua, en el sentido de completa, sin agujeros, y por otro el concepto aritmético de
“sistema numérico continuo”, ambos en perfecta biyeccion. Gracias a este concepto,
muchos teoremas fundamentales que hasta el momento se tenian por ciertos pudieron
ser finalmente demostrados rigurosamente.

4.2.1 Definicidn. Particion de una recta.
Una Particion de una recta r es un par de conjuntos {21,22} de puntos de r tal que

XU, =1 2 NZ, =0 2 #0 2, #D

4.2.2 Proposicion. Particion de Dedekind de una recta.
Dada una particién {,,,} de una recta r, son equivalentes:

a) Ningun punto de X, esta entre dos puntos de X, y ningin punto de X, esta entre dos
puntos de X, .
b) X, y £, son convexos.

En cualquiera de los dos casos diremos que se trata de una particion de Dedekind de la
recta.

Demostracion. a) =b) Sean P,QeX,. Sea Re PQ, es decir, P*R*Q. Puesto que
ningn punto de X, puede estar entre dos puntos de X~,, R¢ X, , y por tanto
necesariamente Re X,y X, es convexo. De la misma manera se demuestra que X, es
convexo.

b) = a) Supongamos ahora que X, y X, son conjuntos CONvexos.

Supongamos que R € X, esta entre dos puntos P,Q €X,, es decir, P*R*Q.
Por convexidad de X, necesariamente R €%, , contradiciendo la hipotesis. Luego

ningn punto de X, puede estar entre dos puntos de X,. Con el mismo razonamiento se
demuestra el otro caso.

4.2.3 Definicion. Punto de corte de una particion de Dedekind.

Dada una particién de Dedekind {Z,,%,} de unarectar, y un punto O de la misma, las
tres condiciones siguientes son equivalentes:

a) VP,Qer,P*O*Q=PQcortay y 3,

b) VP,QeX,,P*O*Q noescierto,y VP,QeZX,, P*O*Q no es cierto.

C) VPeX ,VQeZ, ,P,Q=O0=P*0*Q

En cualquiera de los tres casos, diremos que O es un punto de corte de la particion.
Estas tres condiciones equivalentes, cada una a su manera, nos estan diciendo que existe
un punto "frontera”, un punto que esta "en medio" de las dos particiones.

Nota: En algunos libros encontramos también una cuarta definicion:
d) 2, U0 y X2, U0 son las dos semirrectas de r con vertice O.

Demostracion. a) = b) Supongamos que P*O*Q para ciertos P,QeZX,.



Por convexidad de =,, P,Q e X, = PQ — £, , contradiciendo la hipotesis de que PQ
corta X, . La otra condicion se demuestra de la misma forma.

b)=c) Sean PeX, ,QeX,,P,Q=0. Los puntos P, Q y O son tres puntos distintos
de la recta, luego se debe dar uno y sélo uno de los tres casos siguientes: (Axioma B3)
a) P*Q*O b) O*P*Q <c¢) P*O*Q

Supongamos que sucede el caso a), es decir, P*Q*0O. Sea R tal que Q*O*R
(Axioma B2).

P*Q*OAQ*O*R=P*Q*O*R=P*Q*R (2.3.6)

Por hipotesis, Q*O*R =35 eQRNZ, = Q*S*R.

Pero P*Q*RAQ*S*R=P*Q*S*R=P*Q*S, con P,S eX,, luego por
convexidad necesariamente Q € X, contradiciendo la hipétesis Qe X, .

El caso b) nos lleva a contradiccion con un razonamiento similar, por lo que sélo puede
suceder el caso c), es decir, que P*O*Q.

C) = a) Supongamos que P*O*Q para ciertos P,Qer .

Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que O €%, .

Si PeX yQeZX, obien PeX, y QeX, nohay nada que decir.

El caso P,Q € X, no se puede dar pues X, es convexo, luego sélo nos queda estudiar el

caso P,0,QeZ,. Estaclaro que PQ corta %, , luego nos queda ver que corta X, .
Puesto que X, #J, sea R eX,. Entonces, por hipotesis, tendremos P*O*R y
Q*O*R. Luego, por 2.3.8, 0 bien P*O*Q*R o0 bien P*O*R*Q.

Si P*O*R*Q entonces P*R*Q y PQ corta 3, .

Si P*O*Q*R, entonces O*Q*R, pero teniamos Q*O*R, llegando a contradiccion.

4.2.4 Corolario.
Un punto de corte, si existe, es Unico.

Demostracion. Supongamos que O y O’ son puntos de corte de una misma particion de
Dedekind {=,,Z,} de unarectar.
Supongamos que O,0'eX,. Sea P X, . Aplicamos la proposicion anterior:

Por ser O’ punto de corte, O*O"*P, por ser O punto de corte, O*O* P, contradiciendo
el Axioma B3.

Supongamos que OeX, y O'eX,. Sea P un punto O*P*QO" (Axioma B2).

Si PeZX,, puesto que O'eX,, por ser O punto de corte y aplicando la proposicion
anterior obligatoriamente se debe cumplir P*O*Q', llegando a contradiccion.

Si P €Z, unrazonamiento similar nos lleva igualmente a contradiccion.

El resto de casos se demuestra de la misma manera.



4.2.5 Axioma. Axioma de Dedekind.
Para toda particion de Dedekind de una recta existe un punto de corte.

4.2.6 Definicion. Particiones de Dedekind de semirrectas.

De la construccion para rectas podemos deducir una variacion de particion de Dedekind
para semirrectas.

Sea una semirrecta s = AB, diremos particion de Dedekind de s a todo par de
conjuntos { %, ,%,} tal que:

a) X, UX, =S
b) £, N%E, =0
c) AeX,
d) 2, #s

e) X, y X, son CONvexos.

Y su axioma de Dedekind correspondiente: Toda particion de Dedekind de una
semirrecta tiene asociado un punto de corte, y pertenece a dicha semirrecta.

4.2.7 Proposicion.
Si se cumple el axioma de Dedekind para rectas también se cumple para semirrectas.

Demostracion. Ampliamos la particion { =, , =, } a una particion { K, , K, } de la recta
r=AB=AB uop(ﬁ) =S uop(ﬁ) de la siguiente manera:

K= Op(ﬁ?;)

K,=r-K,

Observamos que K, =Z%,:
PeK,=PgK, =% Uop(AB)= P ¢op(AB)=PeAB,P¢>, =P¢X,
Pes,=>PgX AP%AcS, =>PcAB-A=P¢op(AB)=>P¢K, = PeK,

{K,,K,} es una particién de Dedekind de la recta r:

K, #OJ pues AeZ, cK,.

K, #J pues Z, .

KUK, =r K nK, =9 por ser conjuntos complementarios.

K, es convexo: Supongamos que P,QeK, y P*R*Q paracierto Rer.

Si P,Qe op(ﬁ) =Re op(ﬁ) c K, pues el opuesto de una semirrecta es una

semirrecta y toda semirrecta es convexa (4.1.4).
Si P,QeX, = ReZ <K, pues por hipétesis X, es convexo.



Si Peop(ﬁ) y QeZ,, yninguno de los dos es A.

P eop(ﬁ):op(A—Q): P*A*Q
P*A*QAP*R*Q=P*A*R*QvP*R*A*Q

P*R*A*Q = R*A*Q = Reop(AQ) =0op(AB) = ReK,

P*A*R*Q= A*R*Q = ReX,, puesestaentre dos elementosde Z,,y X, es
convexo.

Los otros casos se demuestran con argumentos similares.

Por lo tanto, si se cumple el Axioma de Dedekind, lo podemos aplicar a la particion de
Dedekind { K, ,K,}:
Existira un punto O er tal que

SiPeK,yQek,, P,Q=0O,setiene P*O*Q

El punto de corte O pertenecera a la semirrecta s = AB, y O=A.
Efectivamente, supongamos que O = A. Tomamaos cualquier punto Qe X, — {A} y

cualquier punto P e op(ﬁ) :

Pe op(ﬁ) = op(A—Q) = P*A*Q, es decir, P*O*Q con P,QeK,, locual es
absurdo por definicidn de punto de corte.

Supongamos que O e op(AB)—{A}. Entonces existira un Q € op(AB) tal que
Q*O*A,con Q,AeK,, lo cual es igualmente absurdo.



4.3 Circunferencias en un plano de Hilbert.

Este apartado contiene las propiedades de los objetos geométricos relacionados con las circunferencias
dentro del contexto de un plano de Hilbert, es decir, sin suponer el Postulado de la Unica paralela.
Veremos que para garantizar algunos resultados elementales, como por ejemplo que una recta que pasa
por el interior de una circunferencia se corta con ella, es necesario suponer el Axioma de Continuidad.
Mas adelante, el tema 9 estara dedicado integramente a estudiar todas las propiedades de las
circunferencias en un contexto de plano euclideo.

4.3.1 Definicion. Circunferencia. Interior y exterior de una circunferencia. Circulo.
Sea un punto A y un segmento BC . Definimos la circunferencia de centro A y radio
BC como el conjunto de puntos P tales que AP = BC . Es decir, por el conjunto:

w:{P|EEE}

Definimos el interior de @ como el conjunto: Int(w) = { P|AP < E}u {A}
Definimos el exterior de @ como el conjunto: Ext(w) = {P | AP > E}

Por la ley de tricotomia, todo punto esté en la circunferencia, en su interior 0 en su
exterior, de forma exclusiva.

Diremos circulo a la unién de una circunferencia y su interior.

4.3.2 Proposicion.

a) Una recta y una circunferencia se cortan como mucho en dos puntos.

b) Una recta que pasa por el centro O de una circunferencia la corta en dos puntos Py Q
cumpliendo P*O*Q.

¢) Dos circunferencias iguales como conjuntos de puntos tienen el mismo centro.

Demostracion. a) Supongamos que una recta r corta una circunferencia de centro O en
tres puntos diferentes A, By C, es decir, OA=OB = OC.

En el triangulo AOAC, OA= OC = ~ZOAC = ZOCA por 3.1.9. De la misma manera,

en el triangulo AOAB, OA= OB = ZOAB = ZOBA.

Luego ZOBA= /OAB = ZOAC = /OCA= /Z0CB = ZOBA= ZOCB.
Pero ZOBA > ~OCB por el Teorema del angulo exterior (3.7.2), llegando a
contradiccion.

b) Sea @ una circunferencia de centro O y radio AB. Supongamos que la recta r corta a
la circunferencia por su centro O. Sea C cualquier otro punto de r (Axioma 12). Sea P el

punto de OC tal que OP = AB (Axioma C2). Sea Q el punto de op(&f) tal que
OQ = AB. Estos dos puntos son los puntos buscados.



¢) Sea O un puntoy AB un segmento con los que construimos la circunferencia @ .

Sea O' otro punto y A'B' otro segmento con los que construimos la circunferencia @' .
Queremos ver que si @ =@' como conjuntos, entonces O=0".

Supongamos que O =0O'. Sea r = 00'. Aplicando el apartado anterior, esta recta
cortard la circunferencia @ en dos puntos C y D tales que C*O*D. Se cumple

CO=DO, y puesto que @ ="' también se cumplira CO'zDO'.

Los dos unicos casos posibles sonC*O*0O™*D y C*O*O*D (queda por demostrar).
Supongamos que C*O*0O™*D . Entonces, por un lado, C*O*0'= CO <CO'= DO,
pero también O*O™*D = O'D <OD, con lo cual llegamos a

CO < DO'<OD = CO <OD, absurdo porque CO=DO.

El otro caso C*O™*O*D se demuestra con un razonamiento similar.

4.3.3 Definicion. Recta tangente a una circunferencia. Circunferencias tangentes.
Diremos que una recta r es tangente a la circunferencia y cuando se corten en un Gnico
punto. A dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre la circunferencia y la
recta.

Diremos que dos circunferencias son tangentes cuando se corten en un Gnico punto. A
dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre las dos circunferencias.

ONOGo

4.3.4 Definicién. Cuerda. Didmetro.
Diremos que el segmento AB es una cuerda de la circunferencia y cuando sus
extremos A 'y B pertenezcan a la circunferencia.

Un didmetro de la circunferencia es una cuerda que pasa por el centro de la

circunferencia.



4.3.5 Proposicion.

Si una recta contiene un punto en el interior de una circunferencia, la proyeccion
ortogonal del centro de la circunferencia en la recta también esta en el interior de la
misma, o bien la recta pasa por el centro de la circunferencia.

Demostracion. Sea r la recta, y sea O el centro de la circunferencia. Si O pertenece a la
recta ya no hay nada que demostrar, supongamos pues que O no pertenece a la
circunferencia.

Sea T la proyeccion perpendicular de T en r. Sea P el punto de la recta que est en el
interior de la circunferencia.

El triangulo AOTP es rectangulo en T, luego £TPO es agudo (3.7.6) y por tanto
OP>OT.

Luego para cualquier punto R de la circunferencia, OR > OP > OT, y por tanto T
también estara en su interior.

4.3.6 Proposicion.

Todos los puntos entre dos puntos que no estan en el exterior de una circunferencia
estan en el interior de la circunferencia. Por lo tanto, el interior de una circunferencia es
un conjunto convexo, un circulo es un conjunto convexo, y todos los puntos interiores
de una cuerda estan en el interior de la circunferencia.

Demostracion. Sean A 'y B dos puntos que no estan en el exterior de una circunferencia

de centro O. Supongamos que O no esta en AB . Sea P tal que A*P*B. Uno de los
angulos ZAPO y ~OPB seréa recto o obtuso por 3.7.5. Supongamos que ZAPO es
obtuso. Entonces ZOAP es agudoy ZOAP < ZAPO = OA> OP por 3.7.7, y por
tanto, si A no esta en el exterior de la circunferencia entonces P estara en el interior de
la circunferencia. Con un razonamiento similar se prueba el caso ZOPB obtuso.

Silarecta AB contiene el centro O necesitamos un razonamiento diferente. Los casos
posibles son A*O*P*B, A*P*O*B, O*A*P*B, A*P*B*0. De cualquiera de
estos cuatro casos se deduce facilmente que el punto P esta en el interior de la
circunferencia.



4.3.7 Proposicion.
Sean Ay B dos puntos exteriores a una circunferencia de centro O. Sea T la proyeccion

ortogonal del centro en la recta AB.
a) Si T esta en el exterior de la circunferencia, toda la recta esta en el exterior de la
circunferencia.

b) Si T no esta en el interior de AB, todos los puntos del segmento AB estén en el
exterior de la circunferencia.

c) La proyeccion ortogonal del centro de una circunferencia en una cuerda es su punto
medio.

Demostracion.
a) Sea P un punto de AB . El triangulo AOTP es rectangulo en T y con hipotenusa OP .
Luego OP > OT (3.7.13) y por tanto P esta en el exterior de la circunferencia.

b) Sea P un punto de AB . Se pueden dar dos casos: T*A*P*B o T*B*P*A.
Supongamos el primer caso.

El &ngulo ZOAP es obtuso por el Teorema del angulo exterior (3.7.2). Puesto que un
triangulo no puede tener dos angulos obtusos (3.7.12), ZAPO tiene que ser agudo, y

por tanto OP > OA, y si A esta en el exterior de la circunferencia, también lo estara P.
c) Los tridngulos AOTA y AOTB son congruentes por el criterio HL (3.8.7), luego

AT =BT .



4.3.8 Proposicion. Caracterizacion de las rectas tangentes.

Sea T un punto de una circunferencia @ de centro O. Sea r la recta perpendicular al
radio OT que pasa por T.

a) La recta t tiene como Unico punto de contacto con la circunferencia al propio T, y por
tanto es tangente a la circunferencia.

b) Toda la circunferencia queda a un lado de la recta t.

c) Cualquier otra recta que pase por T y no sea t tendré dos puntos de contacto con la
circunferencia, y por tanto la recta r es la Gnica recta tangente a la circunferencia por T.

Demostracion.

a) Dado cualquier punto P T de la recta, se cumplira OP > OT por 3.7.13, luego P
no puede pertenecer a @ .

b) La desigualdad anterior garantiza que para cualquier punto R de @, el segmento OR
no puede cortar con la recta, pues si tenemos O*P*R con P en la recta, entonces

OP <OR, pero OP < OR=OT = OP < OT y acabamos de ver que esto no es posible.
c) Sea s cualquier otra recta que pasa por T. Sea F la proyeccion ortogonal de O en s.

Puestoque r=s, T = F.SeaAenstal que AF =TF,y T*F*A. Por el criterio SAS
tenemos que ATFO = AAFO, luego TO = AO, y por tanto A también pertenece a @ .

4.3.9 Ejercicio.
El exterior de una circunferencia no es convexo.

Demostracion. Sea » una circunferencia con centro O y radio OA.

En op(OA) sea A' tal que OA'=OA. (Axioma C2)

Tenemos A*O*A.

Sea B e OA tal que O*A*B, ysea B'ce OA tal que O* A*B'. (Axioma B2)

NI

Veamos que B*O*B:
A*O* A
O*A*B
O*A*B'= B*A*O

Luego O € BB', pero O ¢ Ext().

= A*0O*A*B= A*0*B
= B*A*0*B = B*0O*B



4.3.10 Lema.
Sea @ una circunferencia, y sea AB un segmento con A< Int(w) y B e Ext(w).

Entonces AB N Int(w) y AB Ext(w) son conjuntos convexos.

Demostracion.

Demostracion. El segmento AB es convexo por 4.1.6. El interior de una circunferencia
es convexo por 4.3.6. La interseccion de dos conjuntos convexos es convexo por 4.1.7.

Luego la interseccién de AB con el interior de y sera convexa.
Veamos que la interseccién de AB con el exterior de  es también convexa.

Supongamos que no. Entonces existiran X*Z*Y en AB con X, Y en el exterior de 7,

pero con Z que no esta en el exterior de @ , es decir, Z pertenece al circulo.
Reordenando Y e Y si es necesario, podemos suponer A*X*Y, luego A*X*Z*Y y por
tanto A*X*Z, con A'y Z en el circulo. Pero un circulo es convexo (4.3.6), luego X
pertenecera también al circulo, llegando a contradiccion.

4.3.11 Lema.
Searunarectay @ una circunferencia.
a) Todo punto de r N Int(z) esta entre dos puntos de Int(@) .

b) Todo punto de r m Ext(w) esta entre dos puntos de Ext(@).

c) Todo segmento AB con A en Int() y B en Ext(w) contiene otros puntos de
Int(@) v Ext(@).

Demostracion. Sea O el centro de la circunferenciay OR su radio.
a) Sea P un punto de r en el interior de la circunferencia, es decir, OP < OR.
Sea Q el punto de OP tal que OQ = OR.

Sean Ay B los puntos de r situados a ambos lados de P tales que PA= PB = PQ.

Aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el tridngulo AOPA, tenemos
OA<OP+ AP =0OP+PQz=0Q=0OR = 0A<OR, yde lamisma forma

OB<OP+BP =0OP+PQ=0Q=0OR=0B<OR, por lo tanto los puntos Ay B
pertenecen al interior de la circunferencia.

b) Sea ahora P un punto de r en el exterior de la circunferencia, es decir, OR < OP. Sea
Q el punto de OP tal que OQ = OR.
Sean A y B los puntos situados a ambos lados de P tales que PA= PB = PQ.



Entonces, aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el tridngulo AOPA,
OA+ AP >OP < OA+ AP >0Q+ PQ =~ 0Q+ AP = OA>0Q = OR, y por tanto el
punto P pertenece al exterior de la circunferencia.

4.3.12 Postulado. Postulado de la Interseccion Circunferencia-Recta CR.
Toda recta que contenga un punto situado en el interior de una circunferencia se corta
con la misma.

4.3.13 Teorema.
Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el Postulado CR.

Demostracién. Sea @ una circunferencia de radio OR . Sea r una recta con un punto P
contenido en el interior de la circunferencia. En todo momento vamos a suponer que la
recta no pasa por el centro de la circunferencia, pues en ese caso se demuestra que la
recta corta la circunferencia incluso sin necesidad de suponer el Axioma de Dedekind.
Marcamos un punto Q en la recta, en un lado cualquiera respecto de P, tal que

PQ = 20R. Esta claro que el punto Q estara en el exterior de la circunferencia, pues por
la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al triangulo AOPQ tenemos
20R=PQ <OP+0Q<OR+0Q=0R<0Q.

Supongamos que r na =, y veamos que llegamos a contradiccion.
Sea T la proyeccién ortogonal de O en larectar.

Sea 3, =op(TQ)U(r N Int(w)), y sea =, =TQ N Ext ().
Veamos que {Z,,Z,} es una particion de la recta.
Esta claroque PeX, y Qe X,, luego ambos son no vacios.

r=op(TQ)UTQ =op(TQ) UTQ N (w U Int(w) U Ext(@)) =
:op@)uﬁmwuﬁm Int(w)uﬁm Ext(@) =

= op@) uﬁm Int(@) uﬁ NExt(@)=%, V%,

pues suponemos ﬁmw =, es decir, su union es toda la recta.



op(ﬁ)m(‘FQm Ext(a)))z @ pues T e Int(w) por 4.3.5.

(rm Int(w))m(‘lﬁ N Ext(a))): & pues Int(w) N Ext(w) =9, luego su interseccion esta
vacia.

Veamos que el conjunto X, es convexo. Si A Be op(ﬁ) y A*C*B entonces

Ce op(ﬁ’) por4.1.4,y portanto C X, .

Si ABernint(w) y A*C*B entonces C er n Int(w) por 4.3.10, y por tanto
Cez,.

Luego solo nos queda ver el caso Ae op(ﬁ) , (es decir, A*T*Q),y Bernint(w).
(queda por demostrar)

El conjunto X, es convexo por 4.3.10.

Ahora aplicamos el Axioma de Dedekind que nos garantiza la existencia de un punto de
corte K para esta particion. Veamos que en cualquier caso posible llegamos a
contradecir la caracterizacion 4.2.3b de punto de corte.

Si K eZX,, aplicando 4.3.11b podré encontrar dos puntos de A, B € X, tales que

A*K*B, contradiciendo 4.2.3b.
Si KeZ,,si Kernint(w), por 4.3.11a podré encontrar dos puntos A, B er n Int(w)
tales que A*K*B, contradiciendo 4.2.3b, ysi K op(FQ), suponiendo K #T seguro

que podré encontrar dos puntos A,B e op(ﬁ) tales que A*K *B, contradiciendo
nuevamente 4.2.3b. El caso K =T € Int(@) ya esté estudiado.

Luego ni K eZXZ, ni KeZX, son posibles, lo cual contradice la hipotesis de que
r=% uUZ,. Lahipotesis r na@ =< no puede ser cierta, es decir, larectay la
circunferencia se cortan al menos en un punto.

4.3.14 Postulado. Postulado de la Interseccion Circunferencia-Circunferencia CcC.
Sean y y & dos circunferencias. Si y contiene un punto del interior de ¢ y un punto

del exterior de &, entonces y contiene un punto de &, es decir, las dos circunferencias
se cortan.

4.3.15 Teorema.
Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el postulado CC.

Demostracion.



4.3.16 Corolario. (Elementos 1.1).

Sea un segmento AB . Entonces, suponiendo el Axioma de Dedekind, existe un punto C
tal que AABC es un triangulo equilatero.

Demostracion. Sea y la circunferencia con centro A y radio AB . Sea & la
circunferencia con centro en B y radio BA. Claramente B ey, luego » contiene un

punto del interior de &. Sea D un punto tal que D*A*B'y AB = AD (axiomas B2y
C2). Entonces D e . Pero DB > AB, por lo que D esté en el exterior de & .
Aplicando el teorema anterior 4.3.15, existird un punto C en la interseccionde y y & .
A, By C no pueden ser colineales (queda por demostrar)

Asi pues, A, B 'y C formaran un triangulo.

Puesto que C € y, AC = AB, pero por otro lado C e&, BC = BA, es decir, los tres
lados son congruentes, y por lo tanto el triangulo sera equilatero.

Nota: Este es el primer resultado que Euclides pretende demostrar en sus Elementos, y
lo hace suponiendo la existencia de puntos de interseccion de dos circunferencias, cosa
que no se deduce de los axiomas previos. En el siglo XIX se vio la necesidad de afiadir
un axioma como el Axioma de Continuidad.

Nota: Un hecho interesante es que si se cumple el Postulado de la interseccion
Circunferencia-Recta, y se cumple el Postulado de la unica paralela, entonces se cumple
el Postulado de la interseccion Circunferencia-Circunferencia.



4.3.17 Proposicion.
En un plano de Hilbert, si se cumple el postulado CC se cumple el postulado CR.

Demostracion.

Sea y una circunferencia con centro O y radio OA, y sea r una recta conteniendo un
punto P del interior de la circunferencia.

T
N
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Si la recta pasa por el centro de la circunferencia, aplicando el lema 4.3.2b cortara con
la misma. Supongamos que no pasa por el centro. Tenemos, pues, un punto Per,

P+0O, OP <OA.
Sea s la recta perpendicular a r por O. Sea B su punto de corte con r.

Sea O’ el Unico punto tal que O*B*0O' y OB = BO', ysea ¢ la circunferencia de
centro O'y radio OA.

Vamos a demostrar que las circunferencias y y 6 se cortan en un punto Q, es decir,
que existira un punto Q tal que OQ=0'Q, pues entonces, como la recta r es la

mediatriz del segmento OO', se deducira que Q e r por 3.9.8.

La recta s pasa por el centro O' de la circunferencia &, luego por 4.3.2b cortara a dicha
circunferencia en dos puntos C y D, tal que C*O"D . Renombrandolos si es necesario,
podemos suponer que C y O estan al mismo lado de la recta respecto de O'.

Claramente D € Ext(y), pues

0*0*D=0D>0'D=0A=0D>0A= D e Ext(»)

Sélo falta ver que C e Int(y), pues entonces, aplicando el Postulado CC, se deducira la
existencia del punto de corte Q que buscamos.

El triangulo AOBP es rectangulo, luego, por 3.7.13 tendremos que OB <OP <OA, y

por tanto O'B=0OB<0OA=0'C =0'B<0O'C, y por tanto O y C son colaterales
respecto de r, luego se pueden dar dos casos:

i) C*O*B, y entonces

C*O*B
O*B*0O'
i) O*C*B, y entonces OC < OB <OA=>C < Int(y)

}:C*O*B*O':C*O*O':E<c_0';o_A:»c e Int(5)

Fuente: "Geometry: Euclid and Beyond" (Hasrtshorne)



4.4 El Axioma de Arquimedes.

4.4.1 Definicion. El Axioma de Arquimedes. (Elementos 5, definicion 4; H5.1)

Dada una semirrecta r = AB y un punto C er cualquiera, existird un n tal que
B,=Co A*C™*B,.

B, B, B, B, B, B

Con otras palabras, multiplicando segmentos, por muy pequefios que estos sean,
podremos siempre obtener segmentos tan grandes como queramos.

Nota: EI Axioma de Arquimedes en Los Elementos.
El Axioma de Arquimedes aparece como definicién namero 4 del Libro 5, dentro del
contexto de las magnitudes:

Nbyov €xelv npog GAANAa pey€dn Aéyetal, & duvatal noAAanAaalalopeva AGAAAAWY UNEPEXELV.

Diremos dos magnitudes guardan razén entre si cuando cada una de ellas, siendo
multiplicada, pueda exceder la otra.

4.4.2 Teorema.
Si se cumple el Axioma de Dedekind entonces también se cumple el Axioma de
Arquimedes.

Demostracién. Supongamos que no es cierto.
Utilizaremos la versién del Axioma de Dedekind para semirrectas (4.2.6).

Sea X, el conjunto definido por Ay todos los puntos P er para los cuales el Postulado
de Arquimedes se cumple, es decir, existe un ntal que neP=C 0 A*C*neP, ysea
X, =r-3,.

Veamos que {Z,,Z,} es una particion de Dedekind der.

X, No es un conjunto vacio, pues AeX,.

¥, N0 es un conjunto vacio pues suponemos que no se cumple el Postulado de
Arquimedes.

Claramente X, U2, =r y £, N, =.

%, es un conjunto convexo: Sean P,Q eZX,, es decir, existen m y n tales que

ne AP > AC y me AQ > AC . Sin pérdida de generalidad podemos suponer quem >n.
Entonces, para todo R tal que P*R*Q, tendremos me AP *me AR*me AQ

y por tanto AC <ne AP <me AP,y portanto PeX,.

%, es un conjunto convexo. Sean P,QeX,, yseaR tal que P*R*Q. Supongamos que
R e ¥, es decir, que existe un n tal que ne AR > AC .

Entonces P*R*Q =>ne AP <ne AR <neAQ y portanto AC <neAR<neAQ,
luego Q €%, contradiciendo la hipdtesis. Asi pues, Re %, .



Al suponer que se cumple el Axioma de Dedekind lo podemos aplicar a nuestra
particion {21,22} para garantizar un punto de corte O e r. Vamos a ver que no se puede
darni OeX, ni OeZX,, contradiciendo la hipotesis inicial.

El caso O = A no puede ocurrir.

Si O eZX,, tomando el punto A'y cualquier punto Q ¢ X, =, por definicion de punto
de corte, tendremos A*O*Q, pero OeX, y A*O*Q implica Q € Z, llegando a
contradiccion.

Si OeZX,, tomando cualquier punto Qe X, #J, yel punto R=2e0 X, tendremos
Q*O*R,pero QeX, y Q*O*R implica O € %, llegando a contradiccion.

Observacion.
En 16.7.5 estudiaremos la existencia de planos de Hilbert no arquimedianos, es decir, en
los que no se cumple el Axioma de Arquimedes.



4.5 Division de segmentos.

4.5.1 Postulado. Postulado de la division de segmentos.

El Postulado de la divisién de segmentos afirma que dado un segmento AB
cualquiera y un numero natural n>1, podemos determinar los puntos del segmento

{A=P,,P,P,.., P =B}talesque PP, = AP,
es decir, podemos dividir dicho segmento en n partes iguales.

B B BB R

En 8.2.12 veremos que en un plano euclideo se cumple siempre este postulado, pero
como ya comentamos en 3.3.6, este postulado no se cumple dentro de un plano de
Hilbert, pues es necesario afiadir el Axioma de Continuidad.

4.5.2 Proposicion. Existencia y unicidad de los “puntos diadicos”.
Dada una semirrecta AB, y cualquier natural n>1, existird un unico punto P tal que

A*P*B y 2".P=B. A este punto le denotaremos por Z_E:‘

Demostracion. Sea % el punto medio de AB . En 3.9.5 vimos su existencia y unicidad.

Esta claro que 2-2: B puesto que Ag

~

B.

N | m

Sea % el punto medio del segmento A%. Esté claro que 4-% = 2-(2-%) = 2-% =B.

De esta manera podemos ir definiendo los puntos de la forma Z—Bn para todo n natural.

Por induccién sobre n demostramos que siempre A*En* B y estos puntos cumplen
2

B

on. =
2n

=B.

4.5.3 Proposicion.

Dada una semirrecta AB, y cualquier natural n>1, existird un punto P e AB tal que
A*(n-P)*B.

Demostracion. Para dicho n dado tomemos k € IN tal que 2* > n (su existencia es un
resultado conocido de la aritmética).
Entonces tomando P =2Ek, se cumplira n<2 =n-P<2“.p=2* ~2—E;= B.



4.5.4 Corolario.
Dada una semirrecta AB, y cualquier natural n>1,

a) Siun punto C e AB cumple n-C < B entonces existird otro punto D, con A*C*D
tal que n-D < B.

b) Si un punto C e AB cumple B <n-C entonces existird otro punto D, con A*D*C
tal que n-D < B.

Demostracion. a) Puesto que n-C < B podemos considerar el segmento AB—An-C .

Aplicando 4.5.3 garantizamos la existencia de un punto P en dicho segmento tal que
n-P<B-n-C.Sea D=C+P. Entonces
n-D=n-(C+P)=n-C+n-P<n-C+B-n-C=B.

b) Puesto que B <n-C podemos considerar el segmento An-C — AB . Aplicando 4.5.3

garantizamos la existencia de un punto P en dicho segmento tal que n-P <n-C—-B.
Tomando ahora D=C — P, se cumple
n-D=n-(C-P)=n-C-n-P>n-C-n-C+B=B.

4.5.5 Proposicion. Division de segmentos.
Si se cumple el Axioma de Dedekind, dado un segmento AB y cualquier niUmero
natural n>1, existird un tnico punto C tal que A*C*B y n- AC = AB.

Demostracion.
Separamos los puntos de la semirrecta AB en dos grupos:

Los que "no llegan’: . :{Peﬁ| A*n. P*B}u{A} ,
y los que ‘llegan o se pasan’: X, ={Peﬁ|n~P= Bv A*B*n-P}

Primera parte: {Z_,%.} es una particion de r.

- Los conjuntos X_ y X son disjuntos: Si P c AB y A*n-P*B entonces no se puede
dar n-P=B ni A*B*n-P, por los axiomas Blcy B2.

-Launionde X_y X, estodo AB:
Sea P AB. Comparando los tres puntos A, n-P, B, puede ocurrir que n-P =B, en

cuyo caso PeX,, 0que n-P =B, en cuyo caso son tres puntos diferentes de AB, y
por tanto sélo se puede dar uno de los tres casos siguientes:

a) A*n-P*B,yportanto PeX_.

b) A*xB*n-P,yportanto PeX,.

c) B*A*n-P, que no puede suceder, pues B*A*n-P =B ¢« A(n-P) = AB, absurdo.
- El conjunto X_ no esta vacio, pues A< X_ (o aplicamos la proposicion 4.5.3).

- El conjunto X, no esta vacio, pues B € X, . Efectivamente, n-B>1-B=B.



Segunda parte: Los conjuntos X_ y X, son convexos (es decir, es una particion de
Dedekind de r).

Supongamos que Q, *Q, *Q, para ciertos puntos Q,,Q, €X_.

Puesto que A es el extremo de la semirrecta r, no se puede dar el caso Q,* A*Q,, y por
tanto o bien A*Q, *Q, o bien A*Q,*Q,. Renombrando los puntos si hace falta
podemos suponer A*Q, *Q,, y por lo tanto A*Q, *Q, *Q;.

Asi pues, AQ, < AQ,, y por tanto n-Q, <n-Q,

Puesto que Q, € Z_ se cumple que A*n*Q,*B, , y por tanto n-Q, <n-B,, luego
n-Q,<n-Q;<n-B,, esdecir, Q,eX_.

La convexidad de X, se demuestra de forma similar.

Tercera parte: Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de

un Unico punto de corte para esta particion, es decir, existira un Unico P € AB que esta
entre los dos conjuntos £_y X . Este es el punto C que buscamos.

Efectivamente, supongamos que n-C < B. Entonces, aplicando 4.5.4 podemos
encontrar otro punto C' tal que C<C'y n-C'< B, esdecir C'eX_. Luego A*C*C'

con A C'eX_, contradiciendo 4.2.3b.

De la misma manera tampoco puede suceder B <n-C, pues entonces podriamos
encontrar un C' tal que C'<C y B<n-C', esdecir, C'<C<B con C',BeZX_,
contradiciendo 4.2.3b.

Asi pues, llegamos a n-C =B, tal y como queriamos ver.



4.6 La distancia en una semirrecta.

4.6.1 Teorema. La funcion distancia en una semirrecta.
Sea AB una semirrecta. Al punto B le llamaremos “punto unidad”.

Existira una tnica funcion

@ :[0,+e0) > AB
que cumpla las siguientes cinco condiciones:
1) ®(0)=A.
2) ®()=B.
3) Ser biyectiva.

4)Si 0<x<y < D0)*D(X)*D(y)
5) Vn e IN,Vx € [0,40), n-®(x) = Dd(nx)

La funcion @ dependerd, por lo tanto, Unica y exclusivamente del punto B fijado.
Vamos a construir esta funcién por partes, primero para los nimeros naturales, luego
para los racionales y finalmente para los irracionales, utilizando en cada momento la
funcion ya construida en la fase anterior.

Primera parte. Construccion de © para nimeros naturales.

Es la funcion definida en 4.4.1:

vneIN,d(k)=k-B =B,

Por la proposicion 3.3.4, esta funcidn es inyectiva y cumple la condicion 4.
Por la proposicién 3.3.5, se cumple la condicién 5:

vn,me IN,n-d(m)=(B,) =B,, =®(m-n)

Segunda parte. Construccion de @ para nimeros racionales.

Escribimos x = para my n enteros positivos. Queremos que la imagen P = cl)(m)
n n

cumpla la condicion n- Q(%j = @[n%) =d(m)=m-d(1)=m-B.

Vamos a ver que la condicion n-P =m- B determinara totalmente el punto P. Este
punto P es el determinado en la proposicion 4.5.5.

La funcion asi definida cumple las condiciones requeridas.

- La funcion @ es inyectiva.

- El punto @(EJ cumple la condicion fundamental: n -@(EJ =d(m)
n n



- La funcién @ cumple la condicion (5): ¥Yne IN,VxeQ,n-d(X) = ®(nx)

- La funcion @ cumple la condicion (4): 0 < x <y =®(0) *D(x) *D(y)

n n
Supongamos — < — < n-m'<n‘m=®(n-m') <d(n"m)
m m
Por otro lado, como sabemos que cumple la condicion 4, tenemos:

(m-m')- @(%) = @((m : m')%) =d(n-m)

(m-m')- (D(ij = CD((m : m')i.] =d(n-m)
m m
Luego
®d(n-m") <d(n"m)=(m-m") -CD[EJ <(m-m')- @(ij = @(ﬂj < @(ij
m m m m
Y por tanto:

(mem)-of &) <(m-m)-of ) of 1)<l )

Tercera parte. Construccion de ® para numeros irracionales.

Sea x un namero irracional positivo. Definimos
S, ={®m/n)|m/n<x}, S, ={®M/n)|m/n>x}

Puesto que quedaran huecos entre los elementos de S_, , definimos

<x1

., =S,UPcAB| Q*P*R con QReS,|
y su complementario: £_, = AB-3_ .

{=_,.=..} es una particion de r:
- Los conjuntos X_, y X son disjuntos y su union es todo r por construccion.

- Observamos que S, X, :
: m) m
SiPeS,, <oP= @(—j , — =X, luego claramente P ¢ S_, .
- n) n
Si existen Q,Re S_, tales que Q*P*R, tendriamos

Q= d)(mj : m <XYR= CD(m—j : m_ <X,y puesto que @ conserva el orden,
n') n n“) n
m' m m"' m m_ m" m s
@(—J*@(—j*@(ﬁ) = — <—<— < X=— <X llegando a contradiccion.
n n n n n n n

Luego PgX_ ,yportantoPeS,, .

<x?



- El conjunto X_, no esta vacio.
Utilizamos la propiedad de la densidad de Q en IR . Paratodo x>0 irracional existira
un X' racional 0 < x'< x. Claramente ®(x') e S_, .

- El conjunto X_, no esta vacio.

Nuevamente utilizamos la densidad de Q en IR. Para todo x >0 irracional basta tomar
un x' natural tal que x < x'. Claramente ®(x) €S., .

Veamos ahora que los conjuntos £_, y X, son convexos (es decir, es una particion de
Dedekind de AB)

- El conjunto X_, es convexo.

Sean P,QeX_, ysupongamos que P*R*Q. Queremos ver que ReX_, .
Supongamos en primer lugar que P,Q € S_, . Entonces claramente por construccion
tenemos que Re X, .

Supongamos que PeS_, pero QeX_, —S_, . Existirdn Q',Q"'e S_, tales que
Q™Q*Q", luego P*R*Q" yportanto ReX_, .

Supongamos que Qe S_, pero PeX_ —S_ . Existiran P',P"eS_ tales que
P*P*P", luego P*R*Q yportanto ReX_,.

Elcaso P,QeX_, —S._, se demuestra de forma similar.

- El conjunto X, es convexo.

Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de un unico punto

de corte para esta particion, es decir, existira un Unico P e AB que esta entre los dos
conjuntos =_ y . . Este punto sera la imagen ®(x).

La funcion asi definida cumple las condiciones requeridas.

- La funcion @ es inyectiva.

Esto ya ha sido probado para los numeros racionales. Supongamos ahora que tenemos
x < X' dos nimeros irracionales diferentes. Por la densidad de Q en IR, existira un y
racional tal que x <y < X', por lo tanto ®(x)*d(y)*®(x') de donde deducimos que

D(X) = D(X').

- La funcién @ cumple la condicion (4): 0 < X'< X =>®D(0) *D(X") * D(x)

En primer lugar, supongamos que X' es racional y x es irracional.
0<X'<X=D(x)eS_ X, =B, *D(X')*D(y)

Supongamos que ambos son irracionales:

Por densidad de Q en IR, existira un racional x'' cumpliendo 0< x'< x"'< X, luego
R = O(X)*D(x") * D(x) = R, *D(X') * D(X)

- La funcién @ cumple la condicion (5): Vne IN,Vx e IR,ned(x) = ®(n x)



- La funcién @ es suprayectiva.

Sea PcAB.Si P =®(m/n) para cierto racional m/n, claramente P pertenece a la

imagen de @.
Supongamos lo contrario, que no es imagen de ningun racional.
Definimos los siguientes conjuntos:
S, ={0}u{xeQ|B,*®(X)*P} , S, ={x Q| B, *P*D(x)}

El conjunto S_, claramente no esta vacio, pues 0 S_; .

El conjunto S_, no esta vacio, pues o bien B,*P*B,, en cuyo caso 1€S_,, o por el
Postulado de Arquimedes, existiraun ne IN tal que B,*P*B,_, y por tanto neS_;.

Puesto que la funcion @ mantiene el orden, todo elemento de S_, sera menor que
cualquier elemento de S_,, de lo que se deduce que {S<P,S>P} s una particion de
Dedekind, por lo que tendré& un punto de corte y € IR, que estara entre los dos
conjuntos. Veamos que ®(y)=P.

Sea X_, laimagen de S_, junto con todos los puntos Q de r tales que R*Q*S para

ciertos R,Qe ®(S_,).Sea £, =AB-3 .
Entonces se demuestra que ®(y)=P.



4.7 Otros axiomas de continuidad.

4.7.1 Definicién. EI Axioma de Continuidad de Weierstrass.
Sea A, A,, A,,... una sucesion de puntos colineales y sea B un punto de la recta tales

que A *A ., *B paratodo k.

Entonces existira un punto K tal que:
a) O bien K =B o bien A *K*B para todo k.

b) Y ademaés, para cualquier otro punto X de la recta tal que A * X *B para todo k, se
cumple que A *K*X*B para todo k.

4.7.2 Proposicion.
El axioma de Dedekind implica el axioma de Weierstrass.

Demostracidon. Sea r la recta que contiene a todos los puntos involucrados.
Definimos los dos conjuntos X£_ y X de la siguiente manera:

> ={Per|P*A*BJU{A}U{Per|3i>LA*P*A}ly X =r-X_
Se demuestraque =. ={Per|A*A*PVi>2}
Se demuestra que {=_,=.} es una particion de Dedekind de la recta r.

Puesto que por hipdtesis se cumple el Axioma de Dedekind, tendra asociada un punto
de corte al que llamaremos K.
Se demuestra que K tiene que pertenecer a X, luego o bien es B o bien se cumple

A *K*B para todo k, es decir, se cumple la condicion a) del axioma de Weierstrass.

Para demostrar el apartado b, supongamos que el punto X cumple A * X *B para todo
k. Entonces X debe pertenecer a X, y por tanto K* X *B, pues K no puede estar entre
dos puntos de X.. Luego A *K*X*B por 2.3.5.

4.7.3 Proposicion.
El axioma de Weierstrass implica el axioma de Arquimedes.

Demostracion.

4.7.4 Definicién. EI Axioma de Cantor.
Existe al menos un segmento A B, tal que, para toda sucesion de segmentos encajados

A*A *B *B, k=23,...
Existira un punto K tal que A *K*B, para todo k.

4.7.5 Proposicion.
El axioma de Weierstrass implica el axioma de Cantor.

Demostracion.
4.7.6 Proposicion.

Los axiomas de Arquimedes y de Cantor juntos implican el axioma de Dedekind.
Demostracion.






5 Medida.

Es posible medir el progreso de las ciencias naturales, o de una rama de la ciencia natural, en funcion del
grado en el que el nimero ha sido introducido. Sin embargo, si la ciencia no quiere caer presa de un
formalismo estéril (unfruchtbarer Formalismus), entonces debera reflexionar sobre si misma en una fase
posterior de su desarrollo y, por lo menos, examinar como se ha logrado la introduccién del ndmero.

Hilbert, 1898.

En el proximo tema estudiaremos el Postulado de la Unica paralela y sus equivalentes, y
con ellos llegara el plano euclideo y la semejanza. Pero este trayecto lo recorreremos
con vehiculos modernos: Supondremos la existencia de IR y de la posibilidad de medir
segmentos, angulos y areas. Y si podemos medir podemos dividir medidas (pues son
nameros), y por tanto definir razones entre segmentos, angulos o areas (en realidad
estamos trabajando con razones de medidas de segmentos, &ngulos o areas).

Pero los griegos no disponian de semejantes modernidades. Los nimeros reales eran
problematicos, pues ya los pitagéricos del siglo IV AC habian descubierto las
magnitudes inconmensurables (es decir, los nimeros irracionales), por lo que tuvieron
que desarrollar toda una teoria de las magnitudes, que son “cosas” con las que obtener
razones y proporciones pero evitando los nimeros reales. El Libro 5 de Los Elementos
esta especialmente dedicado al estudio de las “magnitudes”.

5.1 Longitud de segmentos.

5.1.1 Definicién. Longitud de segmentos.
Sea r= % una semirrecta en la que fijamos arbitrariamente un punto P, er, al que

llamaremos “punto unidad”.
En el apartado anterior hemos determinado la Gnica biyeccién @ entre los puntos de la
semirrecta y [0,4c0).

Sea ahora un segmento AB cualquiera. EI Axioma C2 nos garantiza que existira un
unico punto P er tal que AB = P,P . Definiremos la longitud del segmento AB como

O (P):
[AB|=®7(P)

5.1.2 Proposicion.
a) AB=CD < |AB|=|CD

b) AB <CD < |AB|<|CD

Demostracion. Son resultados que se deducen directamente de la definicion y de las
propiedades de @.

a) Sean dos segmentos AB y CD y supongamos que AB =P,P y CD = P,P' para
ciertos puntos P,P'er. AB=CD < P=P'< & }(P)=d}(P")
b) AB<CD < P, *P*P'< 0}(R) <D (P) <D} (P')=0< ‘E‘ < ‘(5‘



5.1.3 Lema.
Si P,*P*Q entonces ‘@‘:qyl(Q)—dfl(P).

Demostracion.
Primera parte: El resultado es cierto para puntos enteros:
Supongamos que P=B, y Q=B,,con n>m.

Q) =@ (B,)=m, ®(P)=d"(B,)=n
PQ=B_B =BB, _ :}PQ} =n-m=0*(P)-0(Q)

m=n —

Segunda parte: El resultado es cierto para puntos racionales:
Supongamos que P=®d(n/m) y Q=®(n'/m’),con n/m>n‘/m".
Q) =n/m', ®*(P)=n/m

n/m<n/mcn-m<n‘ms R *®(n-m')*d(n"m)

Aplicando la primera parte,

‘@(n'-m) d(n- m')‘ =n-m'-n‘m=

O(n'm) ®(n-M) pn.m-—n'm n-m n'm _n n

m-m' mm  mm mm m m
P=®d(n/m)< meP =®d(n)
Q=d(n'/m'") < m'eQ =>0(n")
d(n"m)=med(N)=mem'eQ=(m-m')eQ
d(n-m')=m'ed(n) =m'emeP =(Mm-m')e P
d(n'm)d(n-m)] |[(Mm-m)eQ(m-m)eP| (m-m)PQ

1 1 ' = %
m-m m-m m-m
Donde hemos utilizado, sin demostrarla, la propiedad [k eQ k @ P‘ = k‘PQ‘

Tercera parte: El resultado es cierto para nimeros reales en general: (queda por
demostrar)

5.1.4 Conclusion. Longitud de segmentos.
Sea Ol un segmento fijo llamado segmento unidad. Entonces existe una Unica forma de
asignar a cada segmento AB un nimero real positivo ‘E‘ e [0,40), llamado longitud

de AB, tal que:
L1) A*B*C si y s6lo si }AC} = }AB} +}BC} .

L2) E‘z‘ﬁ‘ siysolosi AB=CD.

L3) cﬁ\ =1.
Y ademas, dicha medida cumpliré:
L4) EMC_D\ siysolosi AB<CD.

L5) Para cada x e [0,+0), existe un segmento AB tal que ‘E‘ =X.



5.1.5 Definicidn. Espacio métrico.
Dado cualquier conjunto S, una métrica en S es una funcién d : SxS — [O,+oo) que
cumple las siguientes propiedades:

a) d(AB)>0y d(AB)=0<= A=B

b) d(A,B)=d(B,A)

c) d(A,C)<d(AB)+d(B,C)

) ., 1 siA=B L L
Por ejemplo, la funcion d(A,B) = 0 siA—B es una métrica, llamada "métrica
si A=

discreta".

5.1.6 Proposicion.
Dado un plano Q dotado de una longitud de segmentos ‘E‘ como en 5.1.4, la funcion

d:QxQ—[0,+00)
(P,Q) ~[PQ|

Es una métrica en el plano.



5.2 Amplitud de angulos.

5.2.1 Definicion. Multiples de un angulo.

Dado un angulo agudo ZP,0OR,, el Axioma C5 garantiza la existencia de una semirrecta

OP,, con P, y P, en lados opuestos respecto de OT’l , tal que ZP,0OB, = ZPORP,.

Mediante este procedimiento podemos decir que hemos duplicado el angulo ZR,0OR,:
/P,OR, =2-ZP,0R

Puede suceder que ~£P,0OP, sea agudo, recto o obtuso.

Si el angulo £P,OP, sigue siendo agudo, podemos repetir el procedimiento anterior con

el punto P;:

Aplicamos el Axioma C5 para obtener una semirrecta OT’B ,con P,y P, en lados

opuestos respecto de OT’Z , tal que ZR,OP, = ZP,0OR,, y diremos
ZP,OR, =3- ZR,0R

Este procedimiento lo podemos continuar realizando mientras vayamos obteniendo
angulos agudos.

0 7

Tomemos ahora un angulo recto ZP,OR,, y un ndimero entero n.

Para cada punto P € R,R,,, n£ZP,OP sera agudo o no. Definimos
S_= { PePRPR,,| n£P,OP es agudo }
S, =RFy%—=S

<

Extendemos la particién P,P,,=S_US. atoda la recta. Sean

X =S uop(m)

X, =S, uop(ﬁ)
¥_y X, determinan una particion de la recta m , cumpliendo el Axioma de
Dedekind, por lo que existira un Gnico punto Pentre £_y X. .

Asi pues, hemos determinado una funcion
o:IN > PRPR,

Definimos B, =o(90) .



o=

5.2.2 Teorema. Amplitud de angulos.
Existe una unica forma de asignar a cada &ngulo o un ndmero real positivo |a| , llamado

amplitud de «, tal que:
A1) Si D es un punto del interior de ZBAC, |ZBAC|=|ZBAD|+|£DAC]|

A2) |o|=|B]| siysélosi a = B
A3) o esun éangulo recto si'y sélo si o] =90

Y ademas, dicha amplitud cumpliré:

A4) |o|<|B| siysblosi a < f

Ab) || <180 para todo angulo o .

A6) Si a y B son suplementarios, entonces |a|+||=180.

A7) para cualquier 0< x <180 existira un angulo « tal que |o| =X

Observacion: La condicion A6 es equivalente a la Proposicion Elementos 1.13, que se
detalla a continuacion.

5.2.3 Proposicion. (Elementos 1.13)
Dos angulos suplementarios equivalen a dos rectos.

Demostracién que se encuentra en Elementos 1.13:

Sean tres puntos D*B*C y una semirrecta BA , determinando los angulos
suplementarios ZABC y ZABD.

D B C
Si Z/ABC = ZABD , ambos son rectos y el teorema se cumple trivialmente.

Supongamos pues que LABC es agudo (En caso contrario ZABD es agudo por 2.4.4)

Determinamos la semirrecta BE perpendicular a DC , con E y A colaterales, es decir,
Z/CBE y ZEBD son dos angulos rectos.



Claramente ZCBE = ZCBA + ZABE luego

/CBE + ZEBD = Z/CBA + ZABE + ZEBD

Por otro lado, «DBA= ZEBD + ZABE , luego

«/DBA+ ~«CBA = ZEBD + Z/ABE + ZCBA

De lo que deducimos que ZCBE + ZEBD = ZDBA+ ZCBA, es decir, su suma equivale
a la suma de dos rectos, tal y como queriamos ver.

5.2.4 Teorema. (Elementos 1.17)
Sea AABC un tridngulo. Entonces |/B|+|£C| <180.

Demostracion. Sea D tal que B*C*D (Axioma B2).

A

B C D

Por el Teorema del Angulo Exterior (3.7.2), ZACD > /B, luego |ZACD|>|£B| por

5.2.2A4. Ahora bien, los &ngulos ZACD y ZC son suplementarios, luego
|ZACD|+|£C| =180 por 5.2.2A6, luego 180 =|LACD| +|£C| >|£B|+|£C|.

Observacion. En Elementos 1.17 se utiliza este mismo argumento, pero en vez de usar
medida de angulos se usa la propiedad "dos angulos suplementarios suman dos rectos".



5.3 Area de poligonos.

En la Proposicion 1.35 de Los Elementos se habla por primera vez de figuras “iguales”
no en el sentido de figuras congruentes sino en el de tener el mismo &rea. Sin embargo,
Euclides en ningin momento da una definicién precisa del concepto de “area”.

5.3.1 Definicion. Definicion axiomatica de area.
Una descomposicion de un poligono P es una coleccidn finita de poligonos
{Pl, P Pn}, cuya union es P y que solo se “tocan” (cortan) por los lados.

Escribiremos
P=P+P,+..+P,.

Asociamos a cada poligono P un nimero [P], llamado area de P, que cumpliré los
siguientes axiomas:

Axioma Al. Las figuras congruentes tienen el mismo &rea:
Si AABC = ADEF entonces [AABC |=[ADEF].

En general, si P y Q son dos poligonos congruentes, [P]=[Q]
Axioma A2. El area no depende de la descomposicion del poligono:

Si P=R+..+P, =Q +...+Q, entonces

[Pl=[R]+..+[R]=[Q]+..+[Q,]
Axioma A3. El rea es no negativa: [P]>0

Axioma A4.

Version 1. El area de un rectangulo es base por altura:
Si R=ABCD es un rectangulo, [R]z‘@HE‘
Version 2. El &rea de un cuadrado es el cuadrado del lado:
Si R=ABCD es un cuadrado, [R]= ‘ﬁr

Version 3.
Sea ABCD un paralelogramo. Entonces [ABCD]=base - altura.

Version 4.
El &rea de un tridngulo de base b y alturahes b-h/2.

Pero, tomemos la version que tomemos (todas son equivalentes), el Axioma A4 es
fuertemente euclideo, es decir, solo tiene sentido si se cumple el Axioma de la Unica
paralela. En efecto, si nos quedamos con la Versién 1 o la 2, los rectangulos s6lo
existen en el plano euclideo (esto se vera en 6.5.3). Si nos quedamos con la version 3,
suponemos que las alturas de un paralelogramo miden siempre lo mismo, pero esto,
nuevamente, es una condicion euclidea (ver 6.5.7). Finalmente, si nos quedamos con la
version 4, suponemos que en los triangulos el producto de una base por su altura
correspondiente es la misma independientemente de la base que tomemos, y
nuevamente esto es cierto s6lo en el plano euclideo. En 21.5.2 estudiaremos como
ejercicio un ejemplo concreto de un triangulo en un plano hiperbolico.



5.3.2 Teorema.
La version 1y la version 2 del Axioma 4 son equivalentes.

Demostracion.

Claramente Axioma A4(1) = Axioma A4(2), por ser un caso particular.

Veamos ahora Axioma A4(2) = Axioma A4(1):

Si R=ABCD es un rectangulo de base a y altura b, supongamos b >a. Con cuatro
rectangulos iguales podemos construir un cuadrado de lado a+b, si afiadimos en el
centro un cuadrado de lado b—a.

b a

El &rea del cuadrado grande sera, por Axioma A4(2), (a+b)?,

El 4rea del cuadrado pequefio central serd, igualmente por Axioma A4(2), (b—a)?,
(a+b)?> =4[ABCD]+ (b-a)’ =

a’ +b? + 2ab = 4[ABCD|+a’® +b* —2ab =

2ab = 4[ABCD |- 2ab = 4ab = 4[ABCD | = ab = [ABCD |

5.3.3 Teorema.
La version 1 implica la versién 3 del Axioma 4.

Demostracion. Sea ABCD un paralelogramo. Si ABCD es un rectangulo, basta aplicar
el Axioma A4(1). Supongamos que no lo sea. Entonces dos angulos opuestos del
paralelogramo seran agudos y los otros dos &ngulos opuestos seran obtusos.
Supongamos que ~/DAB es agudo.

Trazamos AE perpendicular a CD por Ay BF perpendicular a CD por B.

/EDA= /FCB (5.3.5) y Z/DEA= ZCFB pues ambos son rectos (3.5.3), luego
ZEAD = ~/FBC vy por lo tanto (‘E‘ ~ ‘E‘ por ser un paralelogramo) tenemos

AEDA= AFCB (Criterio ASA) y por tanto [AEDA]=[AFCB] (Axioma A2).
Ahora [ABCD]=[ABFD ]+ [ABCF |=[ABFD |+ [AADE]=[ABFE ]=b-h



5.3.4 Teorema.
La version 3 implica la version 4 del Axioma 4.

Demostracion. Sea un triangulo AABC . Fijamos como base el lado AB y sea h su

altura correspondiente. Trazamos la paralela a AB por Cy la paralela a AC por B. Sea
D su punto de interseccion.

A B

El cuadrilétero ABCD seré un paralelogramo, y claramente [ABCD]= AB-h (5.3.9).
Puesto que AABC = ACDA (6.1.2b), [AABC |=[ACDA] (Axioma A2).

Luego AB-h=[ABCD]=[AABC]+[ACDA|=2[AABC]= [AABC]= %’h



5.4 Tijeras-congruencia de poligonos.

Recordemos la descomposicion de poligonos introducida en 5.3.1. El objetivo de este
apartado serd demostrar el teorema Bolyai-Gerwien de 1833, que afirma que dos
poligonos con el mismo &rea son tijeras-congruentes.

5.4.1 Proposicion.
Todo poligono se puede descomponer en triangulos (de hecho, en tridngulos agudos).

Demostracion. Tomamos un poligono P y fijamos una recta m que no sea paralela a
ninguno de los lados. Trazando paralelas a m por los vértices el poligono quedara
descompuesto en triangulos y trapecios.

i
g

Y todo trapecio se descompone en dos tridangulos trazando su diagonal:

5.4.2 Definicién. Poligonos tijeras-congruentes.
Diremos que dos poligonos P y Q son tijeras-congruentes si existen sendas
descomposiciones P=PF,+P,+...+P, y Q=0Q, +Q, +...+Q, con el mismo numero de

elementos y tales que P, =Q, paratodo 1<i<n.

Es decir, cuando podamos descomponer los dos poligonos en la misma cantidad de
“piezas” congruentes dos a dos, en cuyo caso escribiremos

P-Q

Un ejemplo bonito de este concepto lo encontramos en las piezas del Tangram:

~ M

Todas estas figuras poligonales son tijeras-congruentes




5.4.3 Proposicion.
Dos poligonos tijeras-congruentes tienen la misma area.

P~Q=[P]=[Q]

Observacion.
El reciproco también es cierto. Se conoce como Teorema Bolyai-Gerwien (1833): Dos
poligonos con la misma &rea son tijeras-congruentes.

Demostracion. Basta aplicar los axiomas Al y A2 definidos en 5.3.1.

5.4.4 Proposicion.
La tijeras-congruencia es una relacion de equivalencia entre poligonos.

Demostracion.

Las propiedades reflexiva y simétrica se cumplen claramente. Veamos la transitiva.

Si P~Qentonces P=R,+P,+..+P,, Q=Q,+Q, +...+Q, con P =Q,Vi.

Si Q~R entonces Q=Q, +Q, +...+Q,,, R=R +R,+..+R, con Q =RVi.

El problema es que no necesariamente se cumple n=m. Pero tomando todas las
intersecciones Q. NQ; con 1<i<ny 1< j<m, podemos llegar a desmontar Py R en
piezas congruentes.

5.4.5 Proposicion.
Todo tridngulo es tijeras-congruente con un paralelogramo que tiene la misma base y la
mitad de su altura.

Demostracion. Sea el triangulo AABC . Sea D el punto medio del segmento AC y E el
punto medio del segmento BC . La recta DE sera paralela a AB . SeaF el punto de
op(ED) tal que DE = EF . Claramente AECD = AEBF (Criterio SAS) y por tanto
[AABC]=[ABFD].

5.4.6 Corolario.
Dos triangulos con igual base y altura son tijeras-congruentes.

Demostracion. Ambos seran tijeras-congruentes con un mismo paralelogramo, y por lo
tanto basta aplicar la propiedad transitiva de la tijera-congruencia.

5.4.7 Corolario.
Dos triangulos rectangulos con igual area son tijeras-congruentes.

Demostracion. Sean el tridngulo AABC rectangulo en A, y el triangulo ADEF
rectangulo en D.



Supongamos que |DE|>|AB|. Puesto que tienen la misma area, entonces |DF| < |AC]|.
Superponemos ambos obteniendo la siguiente figura:

[+

A B E

|AB|-|AC| ~ |AE|-|AF|
2 2

[AABC |=[AAEF | & < |AB|-|AC| =|AE|-|AF|

|AC| |AE|

|AF| | AB|
Por lo tanto, los triangulos AABF y AAEC son semejantes (Criterio SAS de
semejanza).

Luego BF y CE son paralelas (8.3.6).
Ahora, aplicando el corolario anterior, los tridngulos AFBC y AFBE seran tijeras-
congruentes, pues comparten ambos base y altura.

C,

A B E

Finalmente, y utilizando las propiedades basicas de la tijera-congruencia,
AAEF = AABF + ABEF ~ AABF + AFBC = AABC

5.4.8 Proposicion.
Todo paralelogramo es tijeras-congruente como un rectangulo con la misma base y la
misma altura.

Demostracion. Sea el rectangulo ABCD v el paralelogramo ABEF , con la misma
altura. Supongamos que ‘ﬁ‘ < ‘D_C‘ :

D F C E

A B
Entonces DF = DE — FE = DE — AB = DE— DC = CE y por tanto los triangulos

rectangulos AADF y ABCE son congruentes.
ABCD = 0ABCF + AADF ~ ABCF + ABCE = ABEF

Consideremos ahora el caso ‘ﬁ‘ > ‘D_C‘ :



Trazamos la diagonal BF del paralelogramo:

D, c F E

A B

Determinamos el punto F, en op(FE) tal que ‘ﬁ‘ :‘F_Fl‘

D, c Fi F E

A B

El paralelogramo ABEF sera tijeras-congruente con el nuevo paralelogramo ABFF,.
Repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario (exactamente n= [DF/ DC] ),

llegaremos a un punto F, tal que ‘D_Fn < ‘D_C‘ y podemos aplicar la primera parte de

esta demostracion.

5.4.9 Proposicion.
Dos rectangulos con el mismo area son tijeras-congruentes.

Demostracion. Sean los rectangulos ABCD y AEFG con el mismo area, que los vamos

a suponer superpuestos el uno sobre el otro. Trazamos los segmentos DE y GB, y los
puntos de interseccion indicados para obtener la figura siguiente:

D Cc
G H 1 F
\J
A B E
[ABCD|=[AEFG|= AB-AD = AE - AG _AD_AE
AG AB

Luego los tridngulos AABG y AAED son semejantes por el criterio SAS de semejanza.
Por lo tanto, por 8.3.7, GB// DE.

Luego DGBJ es un paralelogramo, y por lo tanto DG = BJ , de lo que se deduce que
JC=AG.

De la misma forma BEHG es un paralelogramo, y por lo tanto GH =BE yen

consecuencia HF = AB.
De todo esto deducimos que AGHD = ABEJ y ADCJ = AHFE .



Moviendo las poligonos AGHD a ABEJ y ADCJ a AHFE vemos que ABCD y
AEFG son tijeras-congruentes.

Observacion: El razonamiento anterior no sirve si AE >2AB:

Pero todo rectangulo de altura a y base b es claramente tijeras-congruente con un
rectangulo de base b/2 y altura 2a, basta con cortarlo por la mitad, luego en el caso
AE >2AB podemos cortar el rectdngulo AEFG tantas veces como haga falta hasta
garantizar que AB < AE <2AB.

5.4.10 Corolario.
Todo rectangulo es tijeras-congruente con un rectangulo de base 1 y altura igual a su
area.

Demostracion. Dado un rectangulo ABCD), con area a=[ABCD]= AB-BC , tomamos

un rectangulo de base 1 y altura a, que claramente tendra la misma area que el primero.
Por la proposicion anterior, seran tijeras-congruentes.

5.4.11 Corolario.
Todo poligono es tijeras-congruente con un rectangulo de lado 1 y altura igual a su area.

Demostracion. Todo poligono se puede descomponer en triangulos (5.4.1). Cada
triangulo es tijeras-congruente con un paralelogramo (5.4.5) y todo paralelogramo es
tijeras-congruente con un rectangulo (5.4.8). Finalmente, todo rectangulo es tijeras-
congruente con un rectangulo de base 1 y altura igual a su area (5.4.10). Con todo esto
deducimos que un poligono es tijeras-congruente con un rectangulo de base 1y altura
igual a su area.

5.4.12 Corolario. Bolyai-Gerwien (1833).
Dos poligonos con el mismo area son tijeras-congruentes.

Demostracidn. Por el corolario anterior, ambos seran tijeras-congruentes con un mismo
rectangulo de lado 1 y altura el &rea coman.



5.4.13 Nota histérica. El tercer problema de Hilbert.

Todo el desarrollo anterior para poligonos se puede hacer en el espacio para poliedros.
Diremos que dos poliedros son tijeras-congruentes cuando se puedan “descomponer” en
el mismo numero de poliedros iguales. Claramente, si dos poliedros son tijeras-
congruentes, tendrén el mismo volumen, ¢pero dos poliedros con el mismo volumen
seran tijeras congruentes, como pasa en el plano con el area?

Hilbert, en su célebre conferencia del Congreso Internacional de Matematicas de Paris
del 1902, propuso 23 problemas abiertos para resolver en el siglo XX. El tercer
problema fue precisamente este. Hilbert ya dejo6 claro en su momento que esperaba una
solucion negativa, pero fue el matematico Max Dehn quién en 1902 demostré que un
tetraedro regular y un cubo con igual volumen no son tijeras-congruentes, introduciendo
el “invariante de Dehn”.

5.4.14 Nota histérica. Max Dehn.

Max Dehn fue uno de los méas destacados alumnos de Hilbert. Nacido en Hamburg en
1878, recibi6 su doctorado en Gottinger a la edad de 21 afios bajo la supervision del
propio Hilbert con la disertacion Die Legendre ’schen Satze tiber die Winkelsumme im
Dreieck sobre los fundamentos de la geometria. Debido a su condicién de judio, en
1941 se vio forzado a emigrar desde Noruega a los Estados Unidos cruzando toda la
Unién Soviética en el Transiberiano y después en barco hasta Japdn. Muri6 en 1952 en
Black Mountain, Carolina del Norte.

5.4.15 Nota historica. La paradoja Banach-Tarski.

En 1924, Stefan Banach y Alfred Tarski demostraron que es posible tomar una esfera
solida, desmontarla en un namero finito de piezas y volverlas a montar obteniendo dos
esferas idénticas a la primera.

Este resultado se suele presentar como “paradoja” porque contradice nuestra intuicion
geomeétrica.



5.5 El Libro 5 de Los Elementos.

5.5.1 Introduccion histérica.

Se considera el Libro 5 de los Elementos de Euclides como el primer libro de
matematica abstracta de la Historia. Este libro est& dedicado por completo a un concepto
Ilamado "magnitud”, que da lugar a una relacion entre dos magnitudes llamada "razon™
y a su vez a una relacién entre cuatro magnitudes (o entre dos razones) llamada
"proporcionalidad™.

La proporcionalidad es fundamental en el estudio de las figuras semejantes, que sera el
objeto de estudio del Libro 6, y en general para toda la matematica griega.

Todos estos conceptos: magnitudes, razones, proporcionalidad y semejanza se
simplifican de una manera radical cuando disponemos de los nimeros reales y de las
medidas de longitud de segmentos, amplitud de &ngulos y area de poligonos tal y como
se han definido en las secciones anteriores. Desgraciadamente (o afortunadamente,
segin como se mire) los griegos del siglo 111 a.C. utilizaban estos conceptos de una
manera intuitiva, y asi queda reflejado en Los Elementos.

Ademas, unos siglos antes, alrededor del V a.C. los pitagoricos, que amaban los
ndmeros por encima de todas las cosas, hicieron un admirable y sorprendente
descubrimiento: la diagonal y el lado de cualquier cuadrado son inconmensurables, esto
es, no existe un segmento que esté contenido un nimero exacto de veces tanto en el lado
como en la diagonal de un cuadrado. Este descubrimiento tir6 por tierra todo su
proyecto de fundamentar las matematicas (y la vida entera) en los nimeros racionales.
Tuvieron que pasar mas de 2000 afios hasta que se desarrollaron las técnicas numéricas
que permitieron manejar estas razones, gracias a matematicos como Dedekind. Asi
pues, en los Elementos de Euclides se evita a toda costa "'dividir segmentos', pues
se es perfectamente consciente de que no siempre es posible hacerlo.

Aristételes hablé en sus obras con frecuencia sobre la inconmensurabilidad del lado y la
diagonal del cuadrado. Por ejemplo, en la Metafisica (983 a, 12-20) dice Aristoteles:

"Todos comienzan, de hecho, maravillandose de que una cosa pueda ser en un cierto modo,
como los trucos de un malabarista, o sobre los movimientos del Sol, o sobre la
inconmensurabilidad de la diagonal respecto al lado en un cuadrado. Maravilloso resulta,
ciertamente, que no exista algo pequefiisimo como unidad de medida comdn, pero cuando se ha
entendido, lo que realmente maravillaria a un matematico es que la diagonal fuese
conmensurable con el lado".

Las magnitudes serian todos aquellos conceptos, matematicos o no, susceptibles de ser
"medidos"”, es decir, a los que podemos asignar un namero positivo que con las
propiedades de las longitudes:

)} Los nameros enteros positivos IN.
i) Los nimeros racionales positivos Q" .

iii)  Los numeros reales positivos IR".
iv) Los segmentos.

V) Las areas.

Vi) Los volumenes.

viii)  Las notas musicales.



5.5.2 El concepto de magnitud en el Libro 5.

Vocabulario. Magnitud.

Mey€On : Magnitud.

Definicion. Magnitud divisora de otra. (Elementos, definicion 5.1)

Mépog €oTi péyebog peyEboug 10 EAacoov Tol peifovog, dTav KaTapeTpfi TO HeIlov.
Una magnitud es una parte de otra magnitud, la menor a la mayor, cuando mida a la mayor.

En lenguaje moderno: Diremos que « es "parte de” g cuando f=n-«

Definicion. Magnitud maltiple de otra (Elementos, definicion 5.2)
MoA\anAdotov &€ 16 peiov Tod EAGTTOVOG, OTAV KATARETPRATAL UNO TOU EAGTTOVOG

Y la mayor serd maltiple de la menor cuando venga medida por ésta.

En lenguaje moderno: Diremos que S es "multiple de” « cuando f=n-«

Definicion. Magnitudes con razén (Elementos, definicion 5.4)
Noyov €xelv npdg GAANAa pey€Edn Aéyetal, & duvatal noAAanAactaldpeva GAAAAWY UNEPEXELY

Diremos que dos magnitudes “estan en razéon” cuando, siendo multiplicadas convenientemente, cada una
exceda a la otra.

En lenguaje moderno: Diremos que a y b estan en razén cuando existan n'y m tales que
n-a>bym-b>a.

5.5.3 El concepto de razon en el Libro 5.

N\b6yocC £0Ti OUO peyeBOV Opoyev®V 1 KATA NNAIKOTNTA Mol OXECIG.
Una razén es un cierto tipo de relacion con respecto al tamafio de dos magnitudes homogéneas.

En notacion moderna escribimos « :

Observamos que Euclides excluye cualquier tipo de razon entre magnitudes que no sean
de la misma especie, por ejemplo no son aceptables la razon entre un area y una
longitud o entre un volumen y un area.

Las razones pueden ser entre magnitudes conmensurables y también entre magnitudes

inconmensurables. Por ejemplo, la razon entre la diagonal de un cuadrado y su lado:
A B

D C
Larazén AC : DC seria el equivalente al moderno niimero real /2.



Definicion. Orden entre dos razones (Elementos Definicion 5.7)

‘Otav 6¢ TV i0dKIG noAAanAaciwv TO pEV ToU NpwTou NOAAANAdCIoV UNEPEXN
T00 100 deutéPOou NoAanAaaciou, TO &€ ToU Tpitou NOAAGNAACIOV U UNEPEXN
7100 TOU TETAPTOU NOANaNAaciou, TOTE TO NPWTOV NPOG TO dEUTEPOV Ueilova
AOyov Exelv AeyeTal, ANeP TO TPITOV NPOG TO TETAPTOV.

Y cuando para ciertos equimultiples de la primera y tercera y equimultiples de la segunda y cuarta
magnitudes, el multiple de la primera sea mayor que el maltiple de la segunda, y el maltiple de la tercera
no sea mayor que el maltiple de la cuarta, entonces diremos que la primera magnitud a la segunda tiene
mayor razon que la tercera a la cuarta.

En notacién moderna:
A:B>C:D<3anmelIN|n-A>m-BAn-C¥m-D

Es decir, en un contexto moderno de numeros reales, diriamos que un nimero real es
menor que otro cuando podemos encontrar un racional que los separa.

5.5.4 EIl concepto de proporcionalidad en el Libro 5.

"Ev T® aUT@ AOyw PEYEDN AéyeTal eival npOTOV NpdG SEUTEPOV KAl TPITOV NPOG
TéTapTov, OTav T To0 NPWTOU Kai TPiTou I0AKIG NOANANAGCIa TMV TOU
OEUTEPOU Kai TETAPTOU i0AKIG NOAAaNAaciwy Kad' onotovolv
NOAAONAQCIOOUOV EKATEPOV EKATEPOU f dpa unepexn A dua ioa N fi dpa
€Neinf) An@BEvTa KATAAANAQ.

Diremos que (cuatro) magnitudes estan en la misma razon, la primera a la segunda y la tercera a la cuarta,
cuando equimdltiples de la primera y la tercera sean mayores, iguales o menores que equimultiples de la
segunda y la cuarta, respectivamente, tomados en el orden correspondiente.

Tda 8¢ TOV auTOV €xovta Adyov peyEOn avaloyov KaAeiobw.
Y magnitudes que estan en la misma razon se llamaran proporcionales.

n-A>m-B=>n-C>m-D
A:B:C:DevnmelIN,sn-A=m-B=n-C=m-D
n-A<m-B=>n-C<m-D

Nota histdrica: El simbolo “::” fue introducido por William Oughtred en el siglo XVII.

Euclides evita utilizar la expresion "igualdad entre dos razones", y no utiliza la palabra
"igual” icog cuando se refiere a razones, y utiliza "estar en razén ", "tener la misma
razéon" o "formar una razén": Ev T® aut® Aoyw



5.5.5 Algunos resultados del Libro 5 de Los Elementos de Euclides.

Proposicion. (Elementos 5.1)
n-a®n-fAn-y®.=n-(a®LDy ...

Proposicion. (Elementos 5.2)

P

-0 a®e=(n+m)-p
Bl ly@c=(n+m)-5
5

La demostracion sigue el siguiente esquema:

AB=n-T
AE=n-Z AH=(n+m)-T
BH=m-T j{AG):(ner)-Z
E®@=m-Z

Proposicion. (Elementos 5.8)
a) A>B=>A:C>B:C
b) A~ B=C:A>C:B

Demostracion.

Puesto que A>B existe A—B

Sea m, tal que C<m,-(A-B)

Sea m, talque C<m,-B

El nimero m = max(m,,m,) satisface C<m-(A-B)y C<m-B

Seantalque (n—-1)-C<m-B<n-C

Entonces se cumple
(n—l)-C<m-B}

={M-1)-C+C<m-B+m-(A-B)=n-C<m-A

C<m-(A-B)

Por lo tanto, para estos my n, se cumplen-C<m-Ay m-B<n-C, por lo que
A:C<B:C.

Proposicion. (Elementos 5.9)
a) A:C=B:C=A=B
b) C:A=C:B= A=B

Proposicion. (Elementos 5.10)
a) A:\C>B:C=A>B
b) C:A>C:B=B>A



Teorema.
A>B=C>D

A:B:C:De<A=B=C=D
A<B=C<D

Demostracion.
Podemos considerar este teorema como un caso particular de la definicion de
magnitudes proporcionales al considerar el caso n=m=1. Por ejemplo:

A>B=1-A>1-B=1.C>1-D=C=D

Teorema.
A:B:C:D<=B:A:D:C.

Demostracion.

Supongamos que A:B::C:D.

Queremos demostrar que B: A::D:C.

Para ello tomamos equimdltiplos n-B y m- A de B y A respectivamente.
Veamosque n-B<m-A=n-D<m-C:

Si n-B<m-A entonces m- A>n-B y aplicando la hipdtesis A:B::C:D deducimos
m-C>n-D.

Pero entonces n-D <m-C, tal y como queriamos ver.

Las otras dos condiciones se demuestran de forma similar.

Teorema.
Si A:B::C:D,entonces A=n-B=C=n-D

Demostracion.
Se puede considerar como un caso particular de la propia definicion V:
A=n-B=1.A=n-B=1.C=n-D=C=n-D.

Teorema. (Elementos 5.7)
Sean A, By C tres magnitudes cualesquiera.
Si A=B entonces A:C::B:Cy C:A:C:B.

Demostracion.

Veamos que A:C:B:C.

Supongamos que n-A>m-C

A=B=n-A=n-B yporlotanto n-B>m-C, con lo que demostramos la condicion
5.1



Teorema. (Elementos 5.11)
A:B:C:D
= A:B:E:F
C:D:E:F

Demostracion.

Sean n-A>m-B

Entonces, por cumplirse A:B::C:D tendremos n-C>m-D,
y por cumplirse C:D: E:F tendremos n-E>m-F,

y por tanto se cumplira la "Condicion 5.1"

Teorema. (Elementos 5.12)
A:B:C:D:E:F..=A:B:(A+C+E+..)u(B+D+F+..)

Demostracion.

Teorema. Elementos 5.13

A:B:C:D
= A:B>E:F
C:D>E:F

Demostracion.
C:D>E:F=3dnm|n-C>m-DAn-E¥»m-F

Perosi A:B::C:D entonces n-C>m-D=n-A>m-B
Y por tanto se cumple la condicion de A:B>E:F.



5.5.6 Tabla. Esquema de las proposiciones del Libro 5.

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

n-a+n-b=n-(a+b)
n-a+m-a=(n+m)-a
n-(m-a)=(nm)-a

a:bicid>
m-a:n-b:xm-c:n-d

n-a—n-b=n-(a-b)

n-a—m-a=(n—-m)-a

{a:c::b:c
a=b=
c:a:c:b

a:c<bh:c

a<b:>{
c:a>c:h

a:c:b:c=>a=>b
c:aic:b=>a=b

a:c<b:c=>a<b
c:a<c:b=b<a

‘b:c:d
de: f

[

}:>a:b::e:f

a:ab:buc:ci...>

= (a+b+c+..):(@+b+c'+...)

a:b:c:d

=a:b<e:f
c:d<e:f

abic:d=
(a<,=>bob<,=>d)

a:b:n-a:n-b

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

a:b:c:d=a:c:b:d

a:b:ic:d=
(a=b):b:(c-d):d

a:b:c:d=>
(@+b):b:(c+d):d

a:b:c:d=
(@a-c):(b—-d):a:b

a:b:d:e
b:c:e:f

a:bre:f
=
b:c:d:e

(a<=>ceod<,=>f)

}:a:c::d:f

a:be:f
b:c:f:gr=a:d:e:h
c:d:g:h

a:bue:f
b:c:d:e

a:cud:f
=
b:c:e:f

(@+b):c:(d+e): f

a:b:c:d
a mayor que los demés
—a+d>b+c

Fuente: E.C. Zeeman



Observacion final. El inconveniente de trabajar con medidas sin signo.
Una geometria con medidas sin signo, como la que se ha planteando en este tema, tiene
el inconveniente de que debemos garantizar siempre la posicion de los puntos en las

rectas, puesto que la condicion L1 de 5.1.4: |AC| =|AB|+|BC| solo se cumple si

A*B*C, yno se puede aplicar si, por ejemplo, A*C*B . Esto puede ser realmente
engorroso cuando resolvemos problemas geométricos complicados, y se puede evitar si
se utilizaran medidas con signo (longitud, angulo y area positivas y negativas). En este

caso la igualdad |AC|=|AB|+|BC| funciona siempre, independientemente de la posicion

de B respecto a los puntos Ay C.
El siguiente "pseudoteorema™ es un ejemplo de como un razonamiento poco
escrupuloso en este sentido puede dar lugar a un resultado absurdo.

Pseudoteorema. "Todo triangulo es isdsceles™.

Pseudodemostracion. Sea AABC un triangulo cualquiera. Sea D el punto de corte

entre la bisectriz interna por el vértice A y la mediatriz del lado opuesto BC .
Trazamos por D las perpendiculares a los lados AB, AC y BC, cuyos puntos de corte
serén E, F y G, respectivamente.

Los triangulos AADF y AADE son semejantes por el criterio AA.

Puesto que, ademas, comparten el lado AD, seran congruentes, y por tanto AF =~ AE y
FD =DE.

Puesto que G es el punto medio de BC , CG =GB, luego los tridngulos rectangulos
ACGD y ABGD son congruentes, por el critero SAS, de donde deducimos que
CD=BD.

Puesto que FD = DE y CD = BD, los tridngulos rectangulos AFDCy AEDB seran
congruentes (Criterio HL, 3.8.7), y por tanto FC =~ EB.

Finalmente, ‘AC‘ :‘AFMFC‘ :‘AEM@‘ :‘E‘ ,y el tridngulo es isosceles (!11).

A

El error del planteamiento anterior esté en suponer que el punto D esta en el interior del
triangulo (esquema de la izquierda), y que, por tanto, los puntos E y F pertenecen al

interior de los segmentos AC y AB, lo que justificaria que se cumplen
‘AC‘ = ‘AF‘+‘FC‘ y ‘AB‘ :‘AE‘+‘@‘ al mismo tiempo, cosa que no es cierto.

Si utilizaramos longitudes con signo, entonces ‘ﬁ‘ - ‘E‘ pero ‘ﬁ‘ -~ —‘@‘






6 Las condiciones euclideas.

“Por amor de Dios, te lo ruego, olvidalo. Témelo como a las pasiones sensuales,
porque lo mismo que ellas, puede llegar a absorber todo tu tiempo y privarte de tu
salud, de la paz de espiritu y de la felicidad en la vida.”

Carta de Farkas Bolyai a su hijo Janos, al saber que estaba trabajando en el quinto
postulado de Euclides.

En este capitulo vamos a trabajar sobre un plano neutral, es decir, un plano de Hilbert
en el que se cumple el Axioma de Dedekind (4.2.5) y, ademas, disponemos de las
medidas de segmentos, angulos y areas del Tema 5. Veremos que en un plano neutral el
Postulado de la Gnica paralela adquiere maltiples y variadas formas, todas ellas
equivalentes, que Ilamaremos "condiciones euclideas".

Introduccion historica.

Se otorga a Carl Frederick Gauss (1777-1855) el honor de ser el primero en
considerar seriamente la existencia de geometrias que cumplieran todos los axiomas de
los Elementos pero no el Postulado de Euclides.

Por la correspondencia de Gauss con otros matematicos de su época se sabe que
considero la existencia de geometrias no euclideas desde 1792, y que en 1816 estaba
convencido de la imposibilidad de demostrar el postulado de Euclides, pero jamas
publicé sus resultados por el prejuicio que existia en su época contra cualquier idea
contraria a la euclidea, honor que se llevaron Bolyai y Lobachevsky.

Janos Bolyai (1802-1860) fue un oficial hingaro del ejército austriaco, hijo de Farkas
Bolyai, un profesor de matematicas y amigo de Gauss. Escribi6 un trabajo sobre
geometria no euclidea que fue incorporado como apéndice (y por ello se le ha dado en
llamar el “Appendix”) en un manual de matematicas que habia escrito su padre. Este
trabajo llegd a las manos de Gauss, que desde el primer momento lo consideré como la
obra de un genio. Aunque dejé un legado de mas de 14000 manuscritos, este fue el
unico trabajo matematico publicado por Janos.

Nicolai Lobachevsky (1793-1856) fue un profesor de matematicas ruso de la
Universidad de Kasan. En 1826 (segun el calendario ruso antiguo), en una charla para la
Seccion Fisico-Matematica de su universidad, describi6 una geometria en la que era
posible trazar dos paralelas diferentes a una recta dada por un punto externo a esta. No
se conserva el manuscrito de esta lectura, pero en 1829-30 Lobachevsky publico “Sobre
los principios de la Geometria” en la que aparecen sus principios para una geometria no
euclidea. Durante la década 1830-1840 publicé otros cuatro trabajos sobre geometria.
Lobachevsky murio en 1856 sin que sus méritos hubieran sido reconocidos.



El primer modelo de geometria hiperbdlica (un caso particular de geometria no
euclidea) se debe a Eugenio Beltrami (1835-1900).

En 1868 Beltrami publico el trabajo “Sobre la Interpretacion de la Geometria no
euclidea” en la que describe una superficie dentro de un espacio euclideo llamada
pseudoesfera en la que no se cumple el Axioma de Paralelismo.

El descubrimiento de este primer modelo de plano hiperbolico convencié por fin a la
comunidad matematica de que la geometria no euclidea era consistente y por tanto real,
no una mera especulacion filosofica.

En el capitulo 22 de este libro seran expuestos el “Disco de Poincaré” y el “Semiplano
de Poincaré” como modelos de planos hiperboélicos.

1802- J. BOLYAI - 1860

1

TA LEU

R PROMINA po

Bolyai Lobachevsky Beltrami

A partir de ahora vamos a trabajar siempre con planos neutrales: Planos de Hilbert en
los que se cumple el Axioma de Dedekind y en los que, ademas, disponemos de las
herramientas de medida introducidas en el Tema 5: Longitud de segmentos, amplitud de
angulos y area de poligonos.

Existe otro nombre para esta geometria, propuesto por J. Bolyai, “geometria absoluta”
(absolute geometry). En este libro utilizaremos la propuesta por W.Prenowitz y
M.Jordan (1965), “geometria neutral” (neutral geometry), remarcando que esta
geometria se mantiene “neutral” respecto del ultimo axioma, el de paralelismo. Este
axioma fue propuesto por J.W.R. Dedekind en 1871.



6.1 Suma angular y defecto de triangulos.

6.1.1 Definicién. Suma angular de un triangulo. Defecto de un triangulo.
Si AABC es un tridngulo, definimos su suma angular por

oABC = ZA|+| £B|+| £LC|
y definimos el defecto del triangulo por
OABC =180—-0cABC =180—| LA|—| £B|—| £C]|

El objetivo de este apartado es demostrar el Teorema Saccheri-Legendre: Siempre se
cumple SABC >0, es decir, cABC <180.

6.1.2 Proposicion.
Sea AABC un triangulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces 6ABC = 6ABD + 6DBC .

Demostracion.

A D o4

Sabemos que D esta en el interior de ZABC por 2.4.6, luego

/B = /ABD + /DBC = |/B| =|ZABD|+|£DBC]|.

ZADB y ZCDB son suplementarios, luego |/BDA+|£BDC|=180.

Por lo tanto

SABD + sBDC =180—-|ZA|-|£ABD|-|/BDA+180-|£C|-|£BDC|-|£DBC| =
=180 |<A-(£ABD|+|~DBC])+180 - (| /BDA +|/BDC|)-|C| =
=180—|£A -|£B|+180-180—|£C| =180 —| £A| - |£B|—|£C| = SABD

6.1.3 Lema.
Sea AABC un tridngulo en el cual | ZA|= « . Entonces existe otro triangulo AXYZ para

el cual 6ABC = oXYZ y con un angulo con amplitud no superior a /2.

Demostracion. Sea M el punto medio de BC .
Sea D un punto tal que A*M*Dy AM = MD.

C D




Sean a, =|ZCAM|, a, =|ZMAB|, B=|ZABC|, y =|£ACB|. Claramente
|4A| =a, ta,.

AAMB = ADMC aplicando SAS (2.1.10) pues AM =MD, CM = MB y
ZAVB = ZCMD . Luego |/CDM|=|£MAB|=a, y B=|ZMCD|.

Ahora calculamos la suma angular:
oABC =|/A +|£B|+|£C|=ey +a, + f+y =cADC

Teniendoencuentaque a=o, +a, => o, <al2parai=101i=2.

Si o < /2 entonces | LZADC |= o, < ax/2es uno de los angulos del triangulo AADC..
Si a, < a/2 entonces también se cumple para uno de los angulos de este triangulo.
En todo caso el triangulo AADC cumple las condiciones requeridas.

Nota: M.Dehn demostr6 que este teorema exige el Axioma de Continuidad.

6.1.4 Corolario.
Sea AABC un tridngulo en el cual | ZA|= « . Sea k un entero positivo. Entonces existe

otro triangulo AXYZ para el cual SABC = 6XYZ y con un angulo con amplitud no

. a
superior a 2_k .

Demostracién. Basta aplicar el lema 6.1.3 k veces.

6.1.5 Lema.
Supongamos que para cierto triangulo AABC se cumple JABC <0, y sea
& =—06ABC > 0. Entonces todo angulo de AABC tiene una amplitud > & .

Demostracion. Supongamos que |£A| < &. Sabemos que |£B|+|£C|<180 por 5.2.4.
Luego
|ZN+|£B|+|£C| <180+ & = |£ZA|+|£B|+|£C|-180 < & =
—&<180—|ZA-|£B|-|£C|=6ABC =—¢
absurdo.

6.1.6 Teorema. El teorema Saccheri-Legendre.
En todo tridngulo AABC se cumple SABC >0, es decir |£A|+|£B|+|£C|<180

Demostracion. Sea AABC un triangulo para el cual 5ABC =—&, con ¢ >0.
Sea a =|ZA.
< o . . ey (04
La sucesion {—k} tiende a 0, luego existira un k tal que —-<¢.
2 2
Por el lema 6.1.4 existira un triangulo AXYZ para el cual cABC = oXYZ y con un
angulo, pongamos que sea X, cumpliendo |4X| < % < &, contradiciendo el lema

anterior 6.1.5.



6.1.7 Corolario.
Sea AABC un triangulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces
OABC =0 < 6ABD =DBC =0.

c

A

Demostracion. Basta aplicar la proposicion 6.1.2, SABC = 6ABD + dDBC, y tener en
cuenta que los tres valores son positivos.



6.2 Suma angular y defecto de cuadrilateros.

6.2.1 Definicién. Suma angular y defecto de un cuadrilatero.
Definimos la suma angular del cuadrilatero ABCD por
oABCD = ZA|+| £B|+| £ZC|+]| «D|

Definimos el defecto del cuadrilatero por
OABCD =360—-cABCD =360—| ZA|—| £B|—| £C|—| £D|

6.2.2 Proposicion.
Si ABCD es un cuadrilatero convexo, entonces cABCD = cABC + cADC y
OABCD = 6ABC + 6ADC . Ademas cABCD <360 y 6ABCD >0

Demostracion. Si OABCD es un cuadrilatero convexo, entonces C esta en el interior de
ZA y Aestéd en el interior de £C por definicion.

Luego [£A|=|/BAC|+|£CAD|, y |£C|=|£ACB|+|£ACD| por 5.2.2A1.
oABCD = ZA|+| £B|+| £C|+| £D|=

|£BAC|+| £B|+£ACB|+|£CAD|+|£ACD+| £D |= 6ABC +cADC
SABCD = 360 — cABCD = 360 —(0ABC + cADC) =

180 — 0ABC +180—cADC = SABC +5ADC

Aplicando el teorema Saccheri-Legendre (6.1.6), tenemos que el defecto de un
cuadrilatero convexo es suma de dos cantidades no negativas, luego tampoco sera
negativa, y la suma angular serd siempre menor o igual a 360.

6.2.3 Definicién. Rectangulo.
Un rectangulo es un cuadrilatero cuyos cuatro angulos son rectos.

Observacion: No suponemos en ningin momento que los rectangulos existan, s6lo nos
limitaremos a estudiar las propiedades que tendrian los rectangulos en el caso de existir.
Se vera mas adelante que los rectangulos existen en un plano euclideo pero no en un
plano hiperbdlico.

6.2.4 Lema.
Todos los rectangulos son paralelogramos, y por tanto cuadrilateros convexos.

Demostracion. Aplicando el Teorema de los angulos internos alternos (3.6.2), vemos
que todo rectangulo es un paralelogramo, y por 2.9.12 todo paralelogramo es convexo.

6.2.5 Proposicion.
Si ABCD es un rectangulo, entonces 6ABCD =0.

Demostracion. Los angulos rectos miden 90, luego
OABCD =360—-| ZA|-| «B|—| «£C|-|«D=360—-4-90=0



6.2.6 Corolario.

Si ABCD es un rectangulo, entonces AABC es un triangulo rectangulo con sSABC =0,
y AADC es un triangulo rectangulo con SADC =0. Por lo tanto, si los rectangulos
existen también existirdn los triangulos con defecto cero.

Demostracion. Sélo hay que aplicar 6.2.2: 0 = SABCD = 6ABC +6ADC, y la suma de
dos cantidades no negativas es cero sélo si ambas son cero.

6.2.7 Proposicion.
Si ABCD es un rectdngulo, entonces ABCA = ADAC, y por tanto los lados opuestos de
un rectangulo son congruentes.

Demostracion. Puesto que AABC es un triangulo rectangulo con SABC =0 (6.2.6)
entonces

0=06ABC =180—|ZCAB|—|ZABC|—|£BCA| =180 —|ZCAB|—90 —|£BCA| =
0=90—|£CAB|—|£BCA|= 90 =|£CAB|+|£BCA|

C esté en el interior de /BAD, luego 90 =|/DAB|=|£DAC|+|ZCAB|
Luego

90 =|£CAB|+|£BCA|
90 = |£DAC| +|£CAB|
Por AAS obtenemos que ABCA = ADAC.

} = 0=|/BCA|-|£CAD|=|£BCA| =|£CAD)|

6.2.8 Proposicion. Duplicacion de rectangulos.
Supongamos que existe un rectangulo cuyos lados miden x e y. Entonces existird un
rectangulo cuyos lados midan 2x e y.

Demostracion.
Sea ABCD un rectangulo con x=‘@‘=‘ﬁ‘ e yz‘ﬁ‘z‘ﬁ‘.

Sea E un punto tal que E*A*By EA = AB, por lo tanto ‘@‘ = 2X.

Sea F un punto tal que F*D*Cy FD =CD, de la misma manera ‘ﬁ‘ = 2X.

Nuestro objetivo es comprobar que el cuadrilatero EBCF es un rectangulo.
Los angulos ZEAD y ZFDA seran rectos pues son suplementarios de dos angulos
rectos.

Aplicando SAS tenemos que AEAD = ADAB, luego ED = DB,y ~EDA = ~/BDA.
E esta en el interior de £ZFDA (ver al final de la demostracién)

Luego 90 = |4FDA| = |4FDE| + |4EDA4 = |4FDE| =90 —|4EDA| =90 —|ZBDA4
Pero por otro lado, ABAD es un triangulo rectangulo con defecto cero, luego
0=0BAD =180- |4ADB| - |4DAB| — |4ABD| =180- |4ADB| -90- |4ABD| =

90 =|ZADB|+|ZABD| = 90 —|£ADB| =|£ABD)|
Asi pues, |£FDE|=90—|/BDA =|£ABD|.

Luego ZFDE = ZABD,y como FD = AB y ED = DB, aplicando SAS llegamos a
AFDE = AABD. Por lo tanto /F es recto.



Con un argumento similar se demuestra que ZE es recto, y por lo tanto EBCF es un
rectangulo.
Veamos que E esta en el interior de ZFDA, es decir E s FAE~o Al

Por hipdtesis sabemos que B ~s C.
EXA*B=E#_ B=E#_C

= E~_ F (aplicando 1.3.17 y Axioma B4(b))
F*D*C=F#C AD

Las rectas EB y FC son perpendiculares comunes a AD , luego son paralelas (2.6.3),
luego el segmento EA no puede cortar la recta FD, luego E ~= A.

6.2.9 Proposicion.

Supongamos que existen los rectangulos. Entonces hay rectangulos arbitrariamente
grandes, en el sentido de que para cualquier valor real positivo arbitrariamente grande
A, existira un rectangulo cuyos lados midan valores mayores o igualesa A .

Demostracion. Sea ABCD un rectangulo con x=‘ﬁ‘ =‘C_D‘ e yz‘ﬁ‘z‘ﬁ‘ YA

cualquier valor real positivo.

Existira un entero k tal que 2*x > 4, luego aplicando la proposicion anterior k veces
Ilegaremos a un rectangulo con un lado que cumple la propiedad deseada. Ahora basta
hacer lo mismo para la altura y, y obtener el rectangulo deseado.

6.2.10 Definicion. Cuadrilatero de Saccheri.
Un cuadrilatero de Saccheri es un cuadrilatero ABCD que cumple las tres condiciones
siguientes:

A D
a) ZB y ZC son rectos.
b) AB=CD.

c) Ay D son colaterales respecto a BC.

B® *C

En este caso diremos que el lado BC es la base del cuadrilatero, los angulos /By

~C son los angulos de la base, AB y CD son los lados, AD se denomina cumbre, y
Ay D son los angulos de la cumbre.

Nota historica.

En 1733 Girolamo Saccheri (1667-1733) publicd una pequefia obra titulada Euclides
ab omni noevo vindicatus (“Euclides liberado de toda falla”) en la que utilizd
extensamente estos cuadrilateros. Su objetivo era demostrar el Axioma de Paralelismo
por reduccion al absurdo. Saccheri demostré facilmente que si en un cuadrilatero
ABCD, los angulos A y B son rectos, y los lados AD y BC son iguales, entonces los
lados D y C son iguales. Sin embargo, la primera consideracion conocida sobre los
cuadrilateros de Saccheri fue hecha por Omar Khayyam (1048-1131) a finales del
siglo XI.



6.2.11 Proposicion. Propiedades de los cuadrilateros de Saccheri.

Todo cuadrilatero de Saccheri cumple las siguientes propiedades:

a) Sus lados son paralelos (En 6.2.18 veremos que es un paralelogramo).

b) Es convexo.

c) Sus diagonales son congruentes.

d) Los angulos de la cumbre son congruentes, y son ambos agudos o0 rectos.

Demostracion.

a) Ambas rectas son perpendiculares comunes a la misma recta BC. (3.6.3)

b) Claramente es un trapecio, y por tanto es convexo por 2.9.9.

¢) AABC = ADCB por SAS, luego AC =BD,

d) Siguiendo el argumento del apartado anterior, ABAD = ACDA por SSS, y en
consecuencia ZA= /D.

0<OABCD =360-| ZA|-| ZB|—-| £C|—| £D|=360-| ZA|-90-90-| ZA|=

=180-2| ZA|= 2| ZA[<180 =| ZA[ 90

6.2.12 Proposicion.
Dados dos numeros X e y reales positivos, existe un cuadrilatero de Saccheri con base
de longitud x y altura de longitud y.

Demostracién. Sabemos que existen en el plano al menos tres puntos A, By C no
alineados.

El punto B lo podemos escoger de forma que x = ‘E‘ .

Lanzamos sendas perpendiculares s, = AC ys,= BD por Ay B de formaque Cy D
son colaterales respecto AB .
Los puntos C y D los podemos escoger de forma que y = ‘E‘ = ‘@‘

El cuadrilatero ABCD cumplira las condiciones deseadas.
Los detalles de la demostracion quedan como ejercicio.

6.2.13 Definicion. Cuadrilatero de Lambert.
Un cuadrilatero de Lambert es un cuadrilatero con al menos tres angulos rectos.
D

B_‘ *C

Nota histdrica. EI matematico aleman Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
escribio, treinta afios despueés de la publicacion de Saccheri (1733), una investigacion
semejante titulada Die Theorie der Parallellinien (La teoria de las paralelas) que no se
publico hasta once afios después de su muerte. Lambert eligio un cuadrilatero que
contenia tres angulos rectos (la mitad de un cuadrilatero de Saccheri) y considerd las
tres posibles hipotesis para el cuarto angulo: agudo, recto u obtuso.



6.2.14 Proposicion. Propiedades de los cuadrilateros de Lambert.
Todo cuadrilatero de Lambert cumple las siguientes propiedades:

a) Es un paralelogramo, y por tanto convexo.

b) El cuarto angulo es agudo o recto.

Demostracion.

a) Basta aplicar el teorema de las dobles perpendiculares y 2.8.16.

b) Puesto que es convexo,

oABCD = ZA|+| £B|+|£C|+| 4D |<360 =90+90+90+| ZD [< 360 =

270+ | £D <360 =| D <90
Y aplicamos 5.2.2 A315.2.2 A4.

6.2.15 Proposicion.
Sea ABCD un cuadriltero de Lambert con angulos rectos /A, /By ZC 'y

supongamos ~D agudo. Entonces AB >CD y DA> BC

Demostracion. Veamos que AB >CD.
Supongamos que AB <CD. Entonces AB=CD o AB<CD.

En el primer caso AB = CD implica que ABCD es un cuadrilatero de Saccheri, luego
/A= /D, llegando a contradiccion.

En el segundo caso AB < CD, entonces existird un punto C*E*D tal que AB =CE .
Luego OABCE serd un cuadrilatero de Saccheri, y por tanto /EAB = Z/AEC .
Aplicando el teorema del angulo exterior, Z/AEC > /D, pero /D > ZA= ZBAD que es
agudo. Luego ZAEC > /BAD . Pero E esta en el interior de £BAD, luego

/BAE < ZBADy por lo tanto ZAEC > ZBAE , contradiciendo la observacion anterior
/EAB = Z/AEC .

La segunda desigualdad se demuestra de forma similar.

6.2.16 Proposicion. El segmento medio de un cuadrilatero de Saccheri.
Sea ABCD un cuadrilatero de Saccheri con angulos rectos /By ZC.

Sea M el punto medio de AD y N el punto medio de BC . Entonces ZAMN y
ZBNM son rectos. En particular, ABNM y MNCD son cuadrilateros de Lambert.
A D

I

1 [
B N C

Demostracion. AABN = ADCN por SAS, luego AN = DN.

AAMN = ADNM por SSS, luego ZAMN es recto, pues es congruente con su

complementario Z/DMN .

ZA= /D por 6.2.11d, y por lo tanto ABAM = ACDM por SAS, y en consecuencia

BM = MC.

Ahora ABMN = ACMN por SSS, y por lo tanto #/BNM = ZCNM , es decir, Z/BNM

es un angulo recto (pues es congruente con su suplementario).




6.2.17 Corolario.
Sea ABCD un cuadrilatero de Saccheri con angulos rectos /By ~C.

Supongamos que ABCD no es un rectangulo. Entonces AD > BC .

Demostracion. Puesto que ABCD no es un rectangulo, ZA serd agudo. Sean My N
como en la proposicion anterior. Entonces ABCD es un cuadrilatero de Lambert, y por

6.2.15 tenemos que AM > BN, por lo que AD > BC.

6.2.18 Corolario.
Todos los cuadrilateros de Saccheri son paralelogramos.

Demostracién. Sea ABCD un cuadrilatero de Saccheri con angulos rectos #/B y ~C.
Sea M y N como en las proposiciones anteriores. Entonces MN es perpendicular a AD
y BC. Luego AD//BC por 3.6.3. En 2.6.11a ya vimos que AB//CD.

6.2.19 Lema.
Sea ABCD un cuadrilatero con angulos rectos «/B y ZC, ytal que Ay D son

colaterales respecto de BC . Entonces AB > DC <> ZA< /D.

Demostracion. Sea A’ un punto tal que B*A’*A'y BA'=CD.

A
A D
BT fC

Entonces A'BCD es un cuadrilatero de Saccheri, y por tanto por 6.2.11d
/BA'D = Z/A'DC.

Veamos que A’ esta en el interior de ZADC: AB//CD pues ambas rectas son

perpendiculares a BC (3.6.3). Luego aplicando 2.8.14 tenemos que ABCD es convexo,
luego B esté en el interior de Z/ADC (2.8.7d). Entonces, puesto que A*A’*B, tenemos
que A’ pertenecera al interior de ZADB (2.4.6), pero entonces pertenecerd al interior de
ZADC por 2.6.5. Y puesto que A’ esta en el interior de ZADC se tiene

/ADC > Z/A'DC.

Por otro lado, por el teorema del angulo exterior Z/A< ZBA'D, y entonces

/A< /BA'D = Z/A'DC < ZADC = /D.



6.3 Las condiciones euclideas principales.

Las condiciones euclideas son el Postulado de la Gnica paralela (H3.1) o “PUP”, y todos
los postulados equivalentes a éste. En esta seccidn estudiaremos las seis condiciones
euclideas mas conocidas y demostraremos la equivalencia entre ellas, siguiendo el
esquema siguiente:

6.3.12
PDP (638 «———* PTP (63.11)

6.3.13
6.3.1({ I{i&..@

3.4
PUP (63.1) # PQE (632)

PSA (63.14) «—231°%  PRA 635

6.3.1 Postulado. El Postulado de la Unica paralela (PUP). (H3.1)

Recordemos que en 1.2.20 se introdujo el Postulado de la Gnica paralela (PUP):
Dada una recta r y un punto P que no pertenece a r, existira una tnica recta por P
paralelaar.

Un plano euclideo es un plano neutral (es decir, un plano de Hilbert en el que se
cumple, ademas, el Axioma de Dedekind y en el que disponemos de medida para la
longitud de segmentos, amplitud de angulos y el area de poligonos) que ademas cumple
PUP, o cualquier postulado equivalente al mismo.

6.3.2 Postulado. Quinto postulado de Euclides (PQE). (Elementos, 1. Postulado 5)
Supongamos que:

a) r=PAy s=QB diferentes, conP = Q.

b) A'y B estan en el mismo lado respectoa t = ifj

¢) | ZAPQ | +| ZBQP |<180

Entonces r y s se cortan en un punto C que esta en el mismo lado respecto at que Ay B.




6.3.3 Proposicion.
PQE=PUP

Demostracién. Sear unarectay Pgr.

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de interseccién conr.
Trazamos la perpendicular s a t por P.

s/l r, puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3)

Queremos ver que s es la Gnica recta paralela a r por P.

Supongamos que s, es otra recta paralela a r por P.

Tomamos puntos X e Y de s, tales que X*P*Y (Axioma B2)

Uno de los angulos £XPQ o £YPQ tiene que ser agudo, puesto que no son rectos y

son suplementarios.
Luego la suma angular serd menor de 180, y aplicando la hipdtesis 6.3.2 tenemos que
s,corta a r en algin punto C, luego no son paralelas.

6.3.4 Proposicion.
PUP=PQE

Demostracion. Sean r =PA, s = @ dos rectas diferentes, con P =Q.

A'y B estan en el mismo lado respectoa t = Fﬁ
| ZAPQ | +| #BQP |< 180

Por el Axioma B2 existira un punto D tal que D*Q*B
/PQD =180- ZPQB por ser angulos suplementarios.

Luego | ZPQD |# ZAPQ | (porque entonces

| ZAPQ | +| ZBQP |4 £PQD | +| £BQP |=180—| #BQP | +| ZBQP |=180,
contradiciendo la hipotesis)

Por lo tanto, existira una semirrecta PX tal que ZPQD = ZXPQ, y con X en el mismo
lado que A respecto a t.

Sear, = PX . Entonces r,//'s por el Teorema de los angulos internos alternos (2.6.1)
Por lo tanto, aplicando PUP, r no puede ser paralela a s.

Sea C =rns. Solo queda ver que C esta en el mismo lado que A respecto a t.
Supongamos, por lo contrario, que C y A estan en lados opuestos.

Entonces tenemos un triangulo ACPQ en el cual ZCPQ y ZAPQ son suplementarios,
ZCQP y ZBQP son suplementarios, y por hipotesis, | ZAPQ | +| £BQP |< 180, luego
| ZCPQ|+| £CQP |=180—| ZAPQ | +180—| ZBQP |=360 — (| ZAPQ | +| £BQP ) >180
Contradiciendo 3.5.2.



6.3.5 Postulado. Reciproco del teorema de los &ngulos internos alternos (PRA).
Dadas dos rectas paralelas r y s, y una recta transversal t, los angulos internos alternos
son congruentes.

Més detalladamente: Sean r = PA, s = QBdos rectas paralelas, y t = PQ . Supongamos
que Ay B estan en lados opuestos respecto de la recta t. Entonces ZAPQ = ZBQP.

Observacion: El reciproco es un teorema en un plano de Hilbert (3.6.2)

6.3.6 Proposicion.
PUP=PRA

Demostracion. Sean r=PA, s = QTS dos rectas paralelas, y t = PQ. Supongamos que A

y B estan en lados opuestos respecto de la recta t.
Existird un punto A’ en el mismo lado que A respecto de t tal que ZA'PQ = ZBQP .

Sea r'= PA'. Ahora podemos aplicar el Teorema de los angulos internos alternos (3.6.2)
para asegurar que r'// s, pero entonces aplicando la hipotesis PUP, tenemos que r'=r,
por lo que ZAPQ = ZA'PQ = /BQP.

6.3.7 Proposicion.
PRA=PUP

Demostracién. Sear unarectay P ¢ r. Trazamos la perpendicular ta r por P. Sea Q el
punto de interseccion con r. Trazamos la perpendicular s a t por P. Entonces s//r
puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3). Supongamos que existe otra
recta s, paralela ar. Aplicando PRA, tenemos que s, Lt, luego s=s,por la unicidad
de la recta perpendicular.

6.3.8 Postulado. Postulado de Proclo (PDP).
Sir/ls ytcortaar, entoncestcortaas.

Nota historica: El filésofo griego Proclo (410-485) fue una importante figura del
neoplatonismo. Nacido en Bizancio, marché a Atenas para estudiar elocuencia con
Leonas de Isauria y cuando este hubo de emigrar a Bizancio le llevo consigo. Aungue
vivio en la época de decadencia del helenismo, su obra ha resultado muy importante
para un mejor conocimiento de Euclides y sus Elementos.

6.3.9 Proposicion.
PUP—=PDP

Demostracion. Sea una recta r paralelaas, y sea P =rnt. Por P sélo puede pasar una
Unica paralela a s, luego t no puede ser paralela a s, es decir, t corta a s.



6.3.10 Proposicion.
PDP=PUP

Demostracién. Sear unarectay Pgr.

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de interseccién conr.
Trazamos la perpendicular s a t por P.

s/l r, puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3)

Sea s, cualquier otra recta que pasa por P.

Puesto que s,corta a s, aplicando PDP deducimos que s,corta a r, es decir, existe una
Unica paralelaar.

6.3.11 Postulado. Transitividad del paralelismo (PTP).
Seanr, sy ttres rectas diferentes. Si r//s 'y s//t, entonces r//t.

Nota historica. Este postulado se conoce también como “Postulado Playfair” y se
debe al fisico y matematico escocés John Playfair (1748-1819), aunque ya habia sido
estudiado por Proclo en el siglo V. Playfair lo expuso como negacion de su contrario:
Si dos rectas se cortan, no pueden ser paralelas a una tercera.

6.3.12 Proposicion.
PDP=PTP

Demostracion. Sean r, s y t tres rectas diferentes, y supongamos que r//sy s//t.
Supongamos que r y t no son paralelas.

Aplicando PDP deducimos que si r corta a t, entonces r también tiene que cortar a s,
contradiciendo la hip6tesis r//s.

6.3.13 Proposicion.
PTP=PDP

Demostracion. Sea r// s y supongamos que t corta la recta r.
Supongamos que t fuera paralela a s. Entonces aplicando PTP tendriamos que r es
paralela a s, contradiciendo la hipétesis que t corta r.

6.3.14 Postulado. Postulado de la suma de los &ngulos de un tridngulo (PSA).
Todos los triangulos tienen defecto cero, o equivalentemente, en todo tridngulo AABC

se cumple |ZA|+|£B|+|£C|=180.
Recordemos que en todo plano neutral se cumple que todos los tridngulos cumplen
|#A +|£B|+|£C| <180, por el Teorema Saccheri-Legendre (6.1.6).



6.3.15 Proposicion.
PSA=PUP

Demostracion. Seaunarectary Pgr.

Trazamos una perpendicular m a r por P. Sea Q el pie de esta perpendicular enr. Sea s
la recta perpendicular a m por P. Sabemos que s//r por ser ambas perpendiculares a m.
Supongamos que existe otra recta s, paralela ar por P.

Sea C un punto de s, que sea colateral con Q respecto as.

Trazamos por C una perpendicular a m. Sea B el punto de interseccién entre dicha
perpendicular y m. Asi pues, APCB sera un tridngulo rectangulo en /B.

Sea ahora un punto C, tal que P*C*C, y PC =CC,, y por lo tanto ‘P_Cl‘ = 2‘%‘ .
Trazamos ahora una perpendicular por C,am, y sea B, su punto de interseccion con m.
Asi pues, APC,B; sera un tridngulo rectangulo en £B,.

Py C, estan en lados opuestos de BC, luego P*B™*B,. Ahora podemos aplicar el lema
2 para concluir que ‘P_Bl‘ = 2‘@‘

Repitiendo este proceso podemos obtener una sucesion de puntos C,,C,,... y B,,B,,...
tal que P_Bk‘ = Zk‘@‘.

Aplicando el Principio Arquimediano, existira un k suficientemente grande para el cual
PB.[>[PQ].

Puesto que B,C, //r, tenemos B, =, C, . Asi pues, Py C, estan en lados opuestos de r,
por lo cual r cortaa PC, . Pero s, = P_C,: luego s, y r no pueden ser paralelas.

6.3.16 Teorema. (Elementos 1.32)
PRA=PSA

y el postulado PRA es equivalente a que el angulo exterior a un vértice de un triangulo
es igual a la suma de sus dos angulos interiores opuestos.

Demostracion. Sea AABC un tridngulo. Prolongamos BC con un punto D y sea CE la

Unica recta paralela a AB por C (En 6.3.7 se ha demostrado que PRA=PUP).
Tomamos E de forma que esté en el interior de ZACD.

Aplicando PRA (y en 6.3.6 hemos demostrado que PUP = PRA) tenemos que
/ZECA=/Ay /DCE = /B.

Luego |[£DCA =|£DCE|+|ZECA =|2B|+|ZA.

Por otro lado, oABC =|ZA|+|/B|+|£C|=|£DCA+|ZACB|=180°

por ser angulos suplementarios. Por otro lado, si suponemos que |ZDCA =|£B|+|ZA,
entonces claramente 180°=|/DCA +|ZACB|=|£B|+|£A +|£C|.

6.3.17 Teorema.
PSA—=PRA

Demostracion. PSA = PUP por 6.3.15, y PUP = PRA por 6.3.6.



6.3.18 Plano euclideo.
Llamaremos plano euclideo a todos los resultados que se pueden obtener afiadiendo el
postulado PUP (6.3.1), o cualquier postulado equivalente a éste, a un plano neutral.

6.3.19 Proposicion.

En un plano euclideo, si A, B, C y D son cuatro puntos tales que
a) A, B, C no son colineales y D esta en el interior de ZABC
b) A, Dy C no son colineales y B esta en el interior de Z<ADB

Entonces |£DAB|+|£ABC|+|£BCD|+|£CDA = 360.

Demostracion. Por 2.8.11 el cuadrilatero ABCD es convexo, luego por 6.2.2 y PSA se
cumple cABCD = cABC + cADC =180-+180 = 360.

6.3.20 Teorema. Teorema de los &ngulos internos alternos.
En un plano euclideo, dadas dos rectas r y s, y una recta transversal t, las rectas ry s
seran paralelas si y sélo si los &ngulos internos alternos son iguales.

r
\\
s

Demostracion. = es 6.3.5y < es 3.6.2.

6.3.21 Proposicion.
En un plano euclideo, un cuadrilatero ABCD es paralelogramo si y s6lo si sus lados
opuestos son congruentes.

. o AD// BC AD = BC
Demostracion. Sea un cuadrilatero ABCD . Queremos ver S .
AB//CD AB =CD

Trazamos la diagonal BD para obtener dos triangulos ADABY ADCB.
Supongamos que AD//BC AAB//CD. AB//CD = ~ABD = ~/BDC, y

AD // BC = ZADB = /DBC por PRA.

Luego ADAB = ADCB por ASA, de lo que deducimos que AD =BC A AB=CD.
Supongamos ahora que AD = BC A AB =~ CD . Entonces ADAB = ADCB por SSS
(3.8.4) y aplicando AIA tenemos que ZADB = /DBC = AD// BC y

ZABD = /BDC = AB//CD.

6.3.22 Corolario.
En un plano euclideo, la suma de los angulos internos de todo poligono de n lados es
igual a (n—2)-180°.

Demostracion. Basta descomponer el poligono en n—2 triangulos y aplicar PSA en
cada uno de ellos.



6.4 El teorema del Defecto Cero de Legendre.

En esta seccién vamos a probar el teorema del Defecto Cero de Legendre: Si existe un
triangulo con defecto cero, entonces todos los tridngulos tienen defecto cero.

6.4.1 Proposicion.
Si existe un tridngulo con defecto cero, entonces existe un triangulo rectangulo con
defecto cero.

Demostracion. Sea AABC un triangulo tal que 6ABC =0. Por el lema 3.7.12 sabemos
que AABC tiene dos &ngulos agudos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

son ZA'y «ZC . Trazamos la perpendicular a AC por el vértice B. Sea F su punto de

interseccion con AC . Por el lema 3.7.11 tenemos que A*F*C. El triangulo AAFB es
rectdngulo en F y cumple SAFB =0 por 6.1.7.

6.4.2 Proposicion.
Si existe un tridngulo con defecto cero, entonces existe un rectangulo.

Demostracion. Sea AABC un triangulo rectangulo en ZA. Supongamos que 6ABC =0,
entonces |ZACB|+|£ABC|=90=>|ZACB|=90-|£ABC|.

Trazamos por C una recta CD perpendicular a AB tal que B y D estén al mismo lado
de AC . Podemos suponer ademas que CD = AB. Las rectas AB y CD son paralelas

pues son perpendiculares comunes a AC . El cuadrilatero ABCD es un cuadrilatero de
Saccheri y por tanto es convexo (6.2.12), luego B esta en el interior de ZACD . Asi

pues |ZACB|+|£BCD|=|£ACD|=90. Pero |ZACB|=90-|ZABC|, luego
90 —|ZABC|+|£BCD|=90 = -|ZABC|=|/BCD|=
= |£ABC|=|£BCD|= £ABC = /BCD

Entonces, por SAS deducimos que AABC = ABCD, y por tanto D = ZA es un angulo
recto, Z/ABC = /DCB y ZCBD = Z/ACB.
Finalmente, puesto que ABCD es convexo, C esta en el interior de £ABD,y

|ZABD| =|£ABC|+|£CBD| =|£DCB|+|£ACB| =90. Luego todos los dngulos son
rectos, y por lo tanto es un rectangulo.

6.4.3 Proposicion.
Sea AXYZ un triangulo rectangulo con angulo recto «£X . Sea M el maximo de ‘W‘ y

‘ﬁ‘ Supongamos que existe un rectangulo ABCD cuyos lados tienen longitudes
mayores que M. Entonces oXYZ =0.

Demostracion. Supongamos que XY < AB y XZ < AB. Entonces existiran puntos
A*Y’*B y A*Z’*D tales que XY =AY'y XZ = AZ".

Puesto que CABCD es un rectangulo, JABCD =0(6.2.4). Y puesto que

OABCD = 6ABD + BCD, tenemos que 6ABD =0. Pero A*Y’*B, luego

OABD =AY 'D+0Y'BD, y por tanto SAY'D=0.



Por ultimo y de la misma manera, puesto que A*Z’*D,
0=0AY'D=0AY'Z'+6Y'Z'D=6AY'Z'=0.
Pero AXYZ = AAY'Z' (por SAS), asi que oXYZ =0.

6.4.4 Proposicion.
Supongamos que todo tridngulo rectangulo tiene defecto cero. Entonces todo triangulo
tiene defecto cero.

Demostracion. Sea AABC un triangulo. Este triangulo tiene dos angulos agudos por
3.7.12. Supongamos que sean ZA y ~C . Trazamos la perpendicular a AC por el

veértice B. Sea F su punto de interseccion con AC . Por el lema 3.7.11 tenemos que
A*F*C. Los triangulos AAFBY ACBF son triangulos rectangulos .
Por altimo 6ABC = 0AFB + &CBF =0+0=0.

6.4.5 Proposicion.
Si existe un triangulo con defecto cero, entonces existe un rectangulo.

Demostracion. Supongamos que existe un triangulo con defecto cero. Entonces por
6.4.1 existira un triangulo rectangulo con defecto cero. Luego por 6.4.2 existira un
rectangulo.

6.4.6 Proposicion.
Si existen los rectangulos, todos los tridngulos tienen defecto cero.

Demostracion. Este rectangulo lo podemos hacer arbitrariamente grande por la
proposicion 6.2.9. Luego por 6.4.3 todos los triangulos rectangulos tendran defecto
cero. Por Gltimo, por 6.4.4 todos los triangulos tendran defecto cero.

6.4.7 Corolario. El teorema del Defecto Cero de Legendre.
Si existe un triangulo con defecto cero, entonces todos los tridngulos tienen defecto
cero.

Demostracion. Basta aplicar 6.4.5y 6.4.6.
6.4.8 Corolario.

Si existe un triangulo con defecto cero, entonces todos los cuadrilateros convexos tienen
defecto cero.

Demostracion. Todos los triangulos tendran defecto cero por 6.4.7. Sea ABCD un
cuadrilatero convexo. Entonces, por 6.2.2, SABCD = 6ABD + BBCD =0+0=0.

Los siguientes corolarios sientan las bases para la geometria hiperbolica:
6.4.9 Corolario.
Si existe un tridngulo con defecto positivo, entonces todos los triangulos tienen defecto

positivo.

Demostracidn. Si existe un triangulo con defecto cero, entonces por 6.4.7 todos los
triangulos tendrian defecto cero, contradiciendo la hipotesis.



6.4.10 Corolario.
Si existe un tridngulo con defecto positivo, entonces no existen rectangulos.

Demostracidn. Si existen rectangulos todos los tridngulos tienen defecto cero por 6.4.6,
contradiciendo la hipdtesis.

6.4.11 Corolario.
Si no existen rectangulos, todos los triangulos tienen defecto positivo.

Demostracion. Supongamos que exista algun triangulo con defecto cero. Entonces, por
6.4.5, existira un rectangulo, contradiciendo la hipotesis.



6.5 Otras Condiciones euclideas.

6.5.1 Postulado. Existencia de un triangulo con defecto cero (PET).
Existe al menos un triangulo con defecto cero.

6.5.2 Teorema. PET es una condicion euclidea.
PET < PUP

Demostracidn. Si existe un triangulo con defecto cero, entonces todos los triangulos
tienen defecto cero por 6.4.7, y si los triangulos tienen defecto cero, entonces se cumple
PUP por 6.3.15. Reciprocamente, Si se cumple PUP entonces todos los triangulos tienen
defecto cero por 6.3.6 y 6.3.16, luego existirad algun triangulo con defecto cero (pues los
triangulos existen pues existen tres puntos no colineales por el Axioma 13).

6.5.3 Postulado. Existencia de rectangulos (PER).
Existe al menos un rectangulo.

Observacion. De este postulado se deduce que en un plano en el que no se cumpla el
Quinto Postulado no existen los rectangulos.

6.5.4 Teorema. PER es una condicién euclidea.
PER < PUP

Demostracidn. Si existen los rectangulos, entonces todos los triangulos tienen defecto
cero por 6.4.6. Reciprocamente, PUP implica PRA por 6.3.6, PARA implica PSA por
6.3.16, y PSA implica PER por 6.4.2.

6.5.5 Definicién. Distancia de un punto a una recta.
Sea P ¢ r. Definimos la distancia de P a r, y escribiremos dist(P,r), como la longitud

del segmento PQ, donde Q es la proyeccién ortogonal de P en r (3.6.6).
dist(P,r) :‘P pr(P, r)‘

Q

6.5.6 Proposicion.
La proyeccion ortogonal Q de P en r es el punto de la recta mas préximo a P. Para

cualquier otro punto Q'de la recta se cumple ‘@‘ < ‘@‘ .

Demostracion. Sea Q'e r,Q'= Q. Consideremos el triangulo APQQ'. Es un triangulo
rectangulo en Q, luego ZQ" es agudo (3.7.6). Por lo que ZQ'< £Q y por tanto

PQ'> PQ (3.7.7). Supongamos que existe un Q'er,Q'= Q, para el cual PQ'= PQ. El
triangulo APQQ'seria isosceles en P, luego £Q'= £Q recto, llegando a contradiccién
pues forzosamente en un tridangulo rectangulo £Q"ha de ser agudo.



6.5.7 Postulado. Equidistancia entre rectas paralelas (PEP).
Dadas dos rectas paralelas r y s, todos los puntos de r estan a la misma distancia de s.

6.5.8 Lema.
Supongamos que existen dos rectas paralelas r y s y tres puntos diferentes P, Qy Renr
equidistantes a s. Entonces existen los rectangulos.

Demostracién. Supongamos r//s, P,Q,R er, diferentes.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, P*Q*R.

Sea A, B y C las proyecciones perpendiculares de P, Q y R respectivamente.
A, By C seran puntos diferentes pues las rectas perpendiculares a cada punto son
diferentes.

Por hipétesis, PA=QB = RC, luego PABQ es un cuadrilatero de Saccheri, y por lo
tanto | ZAPQ|=|£BQP| <90 (6.2.14), y también QBCR es un cuadrilatero de Saccheri,

y por lo tanto |/BQR|=|£CRQ|<90.

Por otro lado, Z/BQP y ZBQR son suplementarios, luego |£BQP|+|£BQR|=180.
Para que esto suceda, la tnica posibilidad es |#BQP|=|/BQR|=90, luego

|ZAPQ| =|£BQP| =90, es decir, PABQ es un rectangulo.

Ahora, aplicando 6.2.7, llegamos a AF = BG.

6.5.9 Proposicion. PEP es una condicion euclidea.
PEP < PUP

Demostracion. Veamos PEP = PUP. Si se cumple PEP, entonces por el lema anterior
6.5.8 existen los rectangulos. Pero la existencia de rectangulos es una condicion
euclidea por 6.5.4.

Veamos ahora PUP = PEP. Sean dos rectas paralelas r y s. Y sean A y B dos puntos
diferentes der.

Sean A’ y B’ las proyecciones perpendiculares de A y B en s, respectivamente.

Luego ZAFG y ZFGB son rectos,y AF =BG .
Sea r’ una recta perpendicular a AF y que pase por A. Las rectas r’ y s seran paralelas

pues ambas son perpendiculares comunes a AF .PorPUP, r=r", y por tanto Z/FAB
sera también recto.
De la misma forma demostramos que ZABG es recto, luego AFGB sera un rectangulo.



6.6 Aun mas condiciones euclideas.

6.6.1 Postulado. El paralelismo se transmite por perpendicularidad. (PTP)
Sil//m,rLllyslm,entoncesr=sor/s

e

6.6.2 Proposicion.
PTP es una condicidn euclidea.

6.6.4 Proposicion.
En un plano euclideo, las mediatrices de cortan en un punto.

Demostracion. Sea AABC un triangulo, C' el punto medio de AB, B' el punto medio
de AC, sea r laperpendiculara AB por B' ysea s la perpendiculara AB por B'.

Si r/ls, aplicando 6.3.22 tendriamos o bien AB = AC o bien AB// AC, dos
posibilidades imposibles en un triangulo.

6.6.5 Proposicion.
Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces existe un triangulo en el que dos de
sus mediatrices no se cortan.

Demostracion. Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces no existen los
rectangulos (6.5.3). Luego los cuadrilateros de Saccheri no son rectangulos, y por tanto
sus angulos de la cumbre son agudos, no rectos.

Sea ABCD un cuadrilatero de Sacheri con 4ngulos rectos en Ayen B,y AD=BC.
Sea M el punto medio de AB y N el punto medio de CD. Puesto que el angulo 2D es
agudo, se cumple D < ~ZMND vy por tanto MN < AD por 6.2.19. Sea E el punto tal
que M*N*E y ME= AD.

Vamos a demostrar que al menos dos de las mediatrices del triangulo ADEC no se
cortan en un punto.

Por 6.2.16 sabemos que Z/AME y #BME son rectos, luego AMED y MBCE son
cuadrilateros de Sacheri.

Sea F el punto medio de AM y G el punto medio de DE . Nuevamente por 6.2.16 la
recta FG sera mediatrizde AM y de DE.

Y de la misma manera, si H es el punto medio de MB y I es el punto medio de EC , por
6.2.16 la recta Hi sera mediatriz de MB y de EC.
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Pero las rectas FG y HI son paralelas pues son perpendiculares comunes a AB

(3.6.3). Asi pues, en el triangulo ADEC las mediatrices de los lados DE y EC no se
cortan.

6.6.6 Corolario.
La circunscribilidad (ver 11.6.1) de los tridngulos es una condicion euclidea.

Demostracién. En 11.6.2 veremos que en un plano euclideo todo triangulo es
circunscribible. En el mismo apartado se demuestra que si un triangulo es
circunscribible, sus tres mediatrices se cortan en un punto, cosa que no sucede en un
plano que no es euclideo, como acabamos de demostrar en 6.6.5.

Fuente: http://mathed.byu.edu/~williams/Classes/362F2006/Notes/Circles%20and%20Triangles.pdf



http://mathed.byu.edu/~williams/Classes/362F2006/Notes/Circles%20and%20Triangles.pdf
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A partir de este punto, y mientras no se diga lo contrario, vamos a suponer que trabajamos sobre un plano
euclideo, esto es, un plano neutral en el que, ademas, se cumple el Postulado de la Unica paralela (o
cualquiera de sus postulados equivalentes que hemos visto en el tema anterior).

7 Paralelogramos.

7.1 Paralelogramos.

7.1.1 Definicién. Paralelogramo.
Recordemos la definicidn de 2.9.11: Un paralelogramo es un cuadrilatero ABCD en el

que los lados opuestos son paralelos, es decir, se cumple AB//BC y AD// BC .
En 2.9.12 se demostrd que todo paralelogramo es un trapecio y por tanto es un
cuadrilatero convexo.

7.1.2 Teorema. Caracterizacion de los paralelogramos.

En un plano euclideo son equivalentes:

a) El cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

b) Cada diagonal determina dos triangulos congruentes. (Elementos 1.34)
¢) Dos de sus lados opuestos son congruentes. (Elementos 1.34)

d) Los angulos opuestos son congruentes. (Elementos 1.34)

e) Las diagonales se cortan en sus puntos medios.

Nota: Para las caracterizaciones c) y d) estamos suponiendo que trabajamos con
cuadrilateros simples.

Demostracion.

a=b) Trazamos la diagonal AC , y consideramos los tridngulos AADC y AABC .
Los angulos ZDCA y #BAC son congruentes, pues son los angulos internos alternos
determinados por dos rectas paralelas (6.3.20). De la misma forma los angulos #DAC

y ZACB son congruentes, y se cumple trivialmente AC = AC , luego AADC = AABC
por el criterio ASA.

D __,C

AT B
a=c) De AADC = AABC se deduce directamente AD=BC y AB=CD.

a—=d) Siguiendo el razonamiento anterior,
/A= /BAC + ZCAD = ZACD + ZACB = ZC, y de la misma forma se demuestra
/D=/B.

a=>e) Sea O=AC NBD el punto de corte de las dos diagonales (En 2.8.12 vimos
que las dos diagonales de un cuadrilatero convexo se cortan en un punto). Los
triangulos AAOB y ACOD seran congruentes por el criterio ASA, pues ya hemos visto



que ZOAB=/0OCD, ZOBA= ~0ODC y por el apartado a) sabemos que AB =CD.
Luego DO=OB y AO=OC.

¢ = a) Trazamos la diagonal AC . Los triangulos AADC y ACBA serén congruentes
por el criterio SSS, pues por hipétesis AD =~ BC, AB=CD, y trivialmente AC = AC .
Luego ZDAC = ZACB Yy por tanto AD//BC por 6.3.20. De la misma forma

/DCA= /BAC = AB//CD.

d = a) Trazamos la diagonal BD.

Por hipotesis: /B =D = ZABD + /DBC = Z/ADB + #/BDC

Sabemos que 180 = ~ZA+ ZABD + Z/ADB = ~/C + #BDC + #DBC

/A= ~/C, luego ZABD + ZADB = /BDC + ZDBC

Restando, «DBC — ZADB = Z/ADB - Z/DBC
Y por tanto «.DBC + #DBC = Z/ADB + Z/ADB = ~/DBC = ZADB

Y aplicando 3.6.2 AB//CD
e =) Sea E el punto de corte de las diagonales.

A

\,
my’
it

D* “c

Basta aplicar el criterio SAS a los tridngulos AAED y ABEC teniendo en cuenta

AE =EC, DE=BE y LAED = ZBEC por ser &ngulos opuestos por el vértice para
deducir que AD = BC . De forma similar, con los triangulos AAEBY ADEC llegamos a
AB =CD.

c) Supongamos que AB//CD y AB =CD. Trazamos el segmento BC y observamos
que los triangulos AABC y ADCB son congruentes por el criterio SAS y 6.3.20.

B D

Luego AC = BD, y por tanto podemos aplicar el teorema 7.1.2¢ para deducir que es un
paralelogramo.



7.1.3 Definicién. Bases y alturas de un paralelogramo.

Dado un paralelogramo ABCD, diremos base a cualquiera de sus lados, diremos altura
al segmento perpendicular a dicha base y que pasa por uno de los dos vértices del lado
opuesto.

base

Por lo tanto todo paralelogramo tiene cuatro posibles bases y ocho posibles alturas.

7.1.4 Proposicion.

Dado un paralelogramo ABCD ' fijada una base AB, sus dos alturas asociadas por C y
por D son congruentes.

Demostracion. Sea E el punto de corte con AB de la altura por C y sea F el punto de
corte con AB de laaltura por D.

El cuadrilatero FECD es un paralelogramo pues sus cuatro &ngulos son rectos por
6.3.22, luego por 7.1.2c sus lados opuestos seran congruentes, en particular DF = CE..



7.2 El conector de puntos medios.

7.2.1 Teorema. El conector de puntos medios de un triangulo.
Dado un tridngulo AABC, si D es el punto medio de AB y E es el punto medio de AC,

entonces DE//BC , y ‘ﬁ‘ :%‘@‘

Demostracion. En la semirrecta op(ED) marcamos el punto F tal que ED = EF .
A
D/kl:

B c
El cuadrildtero DCFA es un paralelogramo pues sus diagonales se cortan en el punto

medio (7.1.2e). Por lo tanto CF es paralelo y congruente con DA.

Por ser D el punto medio de AB, BD = DA, luego BD = CF .

Ahora aplicando 7.1.3 tenemos que ©BCFD es un paralelogramo, y por tanto BC y
DF son paralelos y congruentes.

Por ser E el punto medio de DF, ‘DE‘ :%‘DF‘ :%‘BC‘.

7.2.2 Proposicion.
Existe un reciproco parcial para el lema anterior que puede ser Util.

Dado un tridangulo AABC , y sea D el punto medio de AB.
Si larecta r pasa por D y es paralela a BC, entonces pasa por el punto medio de AC ,y

se cumple ‘ﬁ‘ = %‘%‘ .

A

N\
RN

Demostracion. Por el Teorema de Pasch (2.2.5), y puesto que r no puede pasar por BC,

la recta r cortard en un punto E’ a AC .

Sea E el punto medio del segmento AC . Por el lema anterior, DE// BC . Luego
unicidad de la paralela a BC por D, se tendréa que DE= ﬁf‘, y por ser E’ el tinico
punto de corte con AC, E =E', y basta aplicar el lema 7.2.1.



7.2.3 Corolario.
Dos medianas de un triangulo se triseccionan en su punto de interseccion.

Demostracién. Dado un tridangulo AABC, si D es el punto medio de AB y E es el punto
medio de AC , aplicamos el lema anterior para deducir que DE//BC y ‘ﬁ‘ = %‘@‘ .
Sea F el punto de interseccion de las dos medianas CD y BE (Se cortan pues OBCED

es un trapecio por 7.2.1 y aplicamos 2.8.14 y 2.8.12). Sea G el punto medio de BF y H
el punto medio de CF .

Aplicando nuevamente el lema anterior al triangulo ABCF , tenemos que HG// BC y
[FG| =2 [BC]  asi pues, DE//FG [FG| =[DE|
Luego el cuadrilatero HGED es un paralelogramo (7.1.3), y por lo tanto sus diagonales

cortaran en su punto medio, es decir, FE=FH y FG = FD.
Por construccion de los puntos Fy G, tenemos FE=FH zHB y FD = FG =CG.

7.2.4 Corolario.
Las tres medianas se encuentran en un punto Gnico llamado baricentro.

Demostracion. Sea un triangulo AABC , en el que trazamos las medianas AF , BE y
CD. Sea G el punto de corte de AF y BE, (se cortan pues AEFB es un trapecio por
7.21y aplicamos 2.8.14 y 2.8.12) y sea G’ el punto de corte de AFy CD.

A A




Por la proposicién anterior, ‘%‘ = %‘ﬁ‘ ,y también ‘%‘ = %‘ﬁ‘ , puesto que los

puntos G y G’ estan en el interior del segmento FA (las medianas son segmentos
pertenecientes al interior del tridngulo), se debe cumplir G=G'.

Nota: El baricentro de un triangulo material coincide con su centro de gravedad.

7.2.5 Proposicién. EI conector de puntos medios de un trapecio.

a) Si una recta pasa por el punto medio de un lado de un trapecio y es paralela a la base,
entonces también pasa por el punto medio del otro lado, y su longitud es un medio de la
semisuma de la suma de las dos bases.

b) La recta que pasa por los dos puntos medios de los lados es paralela a la base.

D. «C

r G

- \

A B

Demostracion. Sea un trapecio ABCD tal que AB//ICD.
a) Sea E el punto medio de AD y sear la recta que pasa por E y es paralela a AB .

Trazamos la diagonal BD del trapecio.
Por la proposicién 7.2.2, la recta r cortara el segmento BD en su punto medio F y

EF|- /A8
2
Volvemos a aplicar la misma proposicién para el triangulo ABCD, con lo que

demostramos que r cortaa BC en su punto medio G, y ‘%‘ = %‘(f‘ .

AB|+|CD
2

b) Sean E y G los puntos medios de los lados y supongamos que r = EG noes paralela

a AB . Seas larecta paralelaa AB por E. Por el razonamiento anterior, esta recta s
pasara por G, y por lo tanto s=r, lo que nos lleva a contradiccion. Asi que

Finalmente, ‘E‘ = ‘ﬁ‘ + ‘%‘ = %‘E‘ +%‘E‘ _

forzosamente r// AB .



7.2.6 Teorema. Teorema de Varignon.
Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero forman un paralelogramo, Ilamado
“Paralelogramo de Varignon”.

A

Demostracion. Sea ABCD un cuadrilatero cualquiera y marcamos los puntos medios P,
Q, Ry Sdelos lados AB, BC, CD, DA, tal y como aparecen en el esquema superior.

Trazamos la diagonal AC , con lo que observamos que aparece un tridngulo AACD en
el que Sy R son puntos medios de dos de sus lados.
A

Luego, aplicando el Teorema 7.2.1, SR/ AC.

Aplicando el mismo razonamiento al triangulo AACB deducimos que %// AC, y por
la transitividad del paralelismo llegamos a %/I SR.

Con un razonamiento similar, ahora con la diagonal BD , llegaremos a @//@.

Nota histdrica. Se atribuye este teorema a Pierre Varignon (1654-1722). Este a
teorema fue publicado de forma p6stuma en 1731. Realmente cuesta creer que una
propiedad tan sencilla haya estado tanto tiempo sin ser descubierta y demostrada.

Problema propuesto: El Problema 2.2, donde se propone demostrar que el area del
paralelogramo de Varignon asociado a un cuadrilatero es la mitad del area de dicho
cuadrilatero.



7.2.7 Definicién. Bimedianas.
Las bimedianas de un cuadrilatero son las rectas que unen los puntos medios de dos

lados opuestos de un cuadrilatero.
D

7.2.8 Proposicion.
Las bimedianas de un cuadrilatero se cortan en sus puntos medios.

Demostracion. Puesto que las bimedianas de un cuadrilatero son las diagonales del
paralelogramo de Varignon asociado, basta aplicar 7.1.2e.

7.2.9. Proposicion. Conector de puntos medios en un cuadrilatero.
Sea un cuadrilatero convexo ABCD, y sean M y N los puntos medios de los lados

opuestos AD y BC, respectivamente. Entonces:

_ AB+CD

MN < AB//CD

Demostracion. En el sentido < es la proposicion 7.2.5. Veamos = .
Trazamos la diagonal AC y marcamos su punto medio P.

Aplicando el teorema 7.2.1 al triangulo AADC tenemos que MP = %CD y MP//CD.

Aplicando el mismo teorema al triangulo AABC tenemos que PN :%AB y PN // AB.

,/'B
- \
7 N\
A \
/’\ &N
M/~ \
/ P \
/ ~_ \
/ \
v ™~ \

Luego aplicando la desigualdad triangular al triAngulo AMNP se deduce que

MN<MP+PN:%CD+%ABZAE%QQ

—_— — — e— —



7.3 Rectangulos.

7.3.1 Definicién. Rectangulo. (Elementos 1 Definicion 22)
Recordamos la definicidn dada en 6.2.3: Un rectangulo es un cuadrilatero cuyos cuatro
angulos son rectos.

D LC

I\s “B

En 6.2.4 se demostro que todo rectangulo es un paralelogramo. En el contexto de un
plano euclideo podemos aplicar también 7.1.2d

7.3.2 Definicién. Base y altura de un rectangulo.
Dado un rectangulo ABCD = {AB, BC, CD, DA}, el segmento AB sera la base y el

segmento BC seré la altura del rectangulo.

7.3.3 Proposicion.
Todo rectangulo tiene las diagonales congruentes.

Demostracion. Consideramos los triangulos AADB y ABCA.
D c

A B
/A= /B pues ambos son rectos, AD = BC pues todo rectangulo es un paralelogramo
(6.2.4) y aplicamos 7.1.2c. Por otro lado trivialmente AB = AB, luego AADB = ABCA
por el criterio SAS. Por lo tanto AC = BD.

7.3.4 Proposicién. Caracterizacion de los rectangulos entre los paralelogramos.
Dado un paralelogramo ABCD, son equivalentes:

a) ABCD es un rectangulo.

b) Uno de sus angulos es recto.

c) Sus dos diagonales son congruentes.

Demostracion. Los triangulos AABD y ABAC seran congruentes por el criterio SSS,

pues por hipétesis AC = BD , y por 7.1.2c también AD = BC .

Por lo tanto «/BAD = ZABC , pero estos angulos son suplementarios (6.3.20), luego
ambos son rectos. De la misma forma se demuestra que ZC y «ZD también seran
rectos.

a<C)Es7.33y7.34.



7.4 Rombos.

7.4.1 Definicién. Rombo. (Elementos 1 Definicién 22)
Un rombo es un cuadrilatero cuyos cuatro lados son congruentes.

D, , ,C

AB=BC =CD=AD

7.4.2 Proposicion.
Todo rombo es un paralelogramo.

Demostracion. Basta aplicar 7.1.2c.

7.4.3 Proposicion.

En todo rombo se cumplen las siguientes propiedades:

a) Las diagonales se cortan perpendicularmente.

b) Las diagonales son las bisectrices de los angulos internos.

D __c

A B

Demostracién. Sea un rombo ABCD vy sea E el punto de corte de las dos diagonales.

Por ser un rombo CD = BC , por 7.1.2e, DE = BE y claramente CE = CE , luego por el
criterio SSS se deduce que ADEC ~ABEC, y por tanto #DCE = /BCE y

/EDC = Z/EBC . Luego el segmento CE es la bisectriz por C del triangulo ADCB, y
por 3.11.1 coincide con la altura, luego Z/BEC y ZDEC son rectos.



7.4.4 Proposicion. Caracterizacion de los rombos entre todos los paralelogramos.
Dado un paralelogramo ABCD, son equivalentes:

a) ABCD es un rombo.

b) Dos de sus lados consecutivos son congruentes.

c) Las diagonales son perpendiculares.

d) Una de las diagonales es la bisectriz del angulo interno de su vértice.

Demostracion. Sea el paralelogramo ABCD Yy sea E el punto de corte de sus diagonales.

D C

A B

a) Supongamos que BC =CD. Luego AB=CD = BC = AD por 7.1.2¢. Y por lo tanto
es un rombo.

b) Si las diagonales son perpendiculares ~/BEC = ~DEC, DE = BE por ser un
paralelogramo y 7.1.2e, luego aplicando SAS tenemos que ADEC = ABEC, luego

BC =CD, y podemos aplicar el apartado a) de esta misma demostracion.

¢) Supongamos que ZDCE = /BCE . Luego el segmento CE es bisectriz del triangulo
ADBC vy también es mediana por 7.1.2e. Luego por 3.11.2 el tridngulo ADBC sera

isésceles en C y en consecuencia BC =CD, por lo que nuevamente podemos aplicar el
apartado a) de esta misma demostracion.



7.5 Cuadrados.

7.5.1 Definicién. Cuadrado. (Elementos 1 Definicién 22)
Un cuadrado es un cuadrilatero con los cuatro lados y los cuatro angulos iguales, es
decir, es un rombo y un rectangulo al mismo tiempo.

A B

7.5.2 Proposicion.
Las diagonales de un cuadrado son congruentes, perpendiculares y bisectrices de los
angulos internos del cuadrado.

Demostracion. Basta aplicar 7.3.3, 7.4.3ay 7.4.3b.

7.5.3 Proposicion.

Todo paralelogramo que cumpla al menos una de las siguientes condiciones es un
cuadrado:

a) Las diagonales son congruentes y perpendiculares.

b) Las diagonales son congruentes y una de ellas es bisectriz del &ngulo interno del
veértice del paralelogramo.

Observacion: Esta caracterizacion solo es véalida para paralelogramos, y no se cumple
para cualquier cuadrilatero.

Demostracion. a) Por 7.4.4b, si las diagonales del paralelogramo son perpendiculares
sera un rombo, y por 7.3.4 si las diagonales son congruentes sera un rectangulo.
b) Por 7.4.4c serd un rombo, y por 7.3.4 sera un rectangulo.



8 Semejanza.

8.1 Proyeccion paralela.

8.1.1 Definicion. Proyeccion paralela.
Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal comun. Sean A=rnt y A'=snt.
Para cualquier punto P er, existira una Unica recta u paralela at por P, y sea
P'=snu. Tenemos asi definida una funcion

firos

P— f(P)=P'=uns

a la que denominaremos proyeccién paralela de ren s alo largo de t.

8.1.2 Teorema.
La proyeccion paralela es una biyeccion.

Demostracion. Supongamos que f (P) = f(Q). Las rectas Pf (P) y Qf (Q) son ambas
paralelas a t, y ambas pasan por el mismo punto, luego por PUP han de ser la misma.
Puesto que P y Q son puntos de corte de esta recta con r, se deduce que P =Q. Luego

es inyectiva.

Supongamos que P'es. Trazamos la recta u, paralela a t por P’. Sea P su punto de corte
con r. Por unicidad de la recta paralela por un punto, u serd también la Gnica recta
paralela a t por P, y por tanto, por unicidad de su punto de corte cons, f(P)=P".

Luego es suprayectiva.



8.1.3 Teorema. La proyeccion paralela mantiene la congruencia de segmentos.
Sean dos rectas r y s que cortan a cuatro rectas a, b, c y d, las cuatro paralelas entre si,
en los puntos A, A’, B, B’, C, C’, D y D’ tal y como se indica en el siguiente diagrama:

VAV
/

S\ .
J \, .

/ \

Entonces AB=CD = A'B'=C'D'
Este teorema también se suele llamar “Pequefio Teorema de Tales”.

Demostracion. Supongamos que r y s no son paralelas. Por el punto A trazamos una
recta paralela a s. Sea E su punto de corte con b. De la misma forma trazamos por C una
recta paralela a s. Sea F su punto de corte con d.

AW
s
Lo N\

[ A

AE /I CF por transitividad del paralelismo. Luego #DCF = Z/BAE . También se

cumple b//d luego ZABE = ~CDF y por hipétesis AB =CD, luego podemos aplicar
el criterio de congruencia de triangulos ASA para deducir que AABE = ACDF, y por

tanto AE =CF .

Los cuadrilateros AA'B'E y C'D'FC son paralelogramos, luego sus lados opuestos
son congruentes (7.1.2c), es decir, AE = A'B'y CF=C'D'. Luego por transitividad de
la congruencia de segmentos A'B'= AE =CF =C'D'= A'B'=C'D'.

Nota. El caso en que r y s sean paralelas debe demostrarse de forma independiente,
aunque la demostracién anterior ya indica el razonamiento a seguir.



8.1.4 Teorema. La proyeccion paralela mantiene el orden.
Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal comun. Sea f la proyeccion paralela

derensalolargo det.
Entonces A*B*C = A*B'*C'

Demostracion. Supongamos lo contrario, por ejemplo que A'*C'*B'. Sea u = BB'.

AA'/IBB'= A'x, A
A*C*B'= A'x», C'
A*B*C = A#,C
Luego por 2.1.5, llegamos a C #, C'. Pero sin embargo CC'// BB'=C'~, C, llegando
a contradiccion. Al mismo resultado llegariamos suponiendo C'* A'”*B'.

}:> A=, C'

8.1.5 Lema.

Dado un triangulo AABC y puntos Den AB yE en AC . Si DE no es paralelaa BC
AE

AD
entonces — # —— .
AB AC

B C

Demostracion. Sea F la proyeccién paralela de D en AC, y sea G la proyeccion paralela
de E en AB. Supongamos que A*D*G*B (el caso A*G*D*B se demostraria de
forma similar).

Sabemos que existira un n tal que % <GD (4.5.2), y para este n tendremos los puntos

P,P,..,P,,con A*xR*P_*B talesque PP, = ? <GD. Estos puntos, por

LRI

proyeccion paralelaen AC se transformaréan en los puntos Q,, Q,...., Q,, con
A*Q*Q.,*C tales que QQ, =5 <FE.



B
Luego existira un k tal que B_,*D*P, y Q. *E*PR,_, (aqui se necesita el Axioma de
Arquimedes).

Entonces AD < AP, = E <£ y AQ, < AE = —K AQk —
AB AB AC AC
» k|AP,

Pero también se cumple AR _ AR | | y A—QK:A—QK:E luego

AB AP n|APl| n” AC AQ, n
AD AR k AQk AD AE

— yportanto —<—
AB AB n AC AC AB AC
8.1.6 Corolario. Reciproco del Teorema del Lado Deslizante.
Dado un tridngulo AABC y puntos D en AB y E en AC tales que %:%

Entonces DE//BC .

Demostracion. Es el contrapositivo del lema anterior: (A= B)=(—B = —A).

8.1.7 Proposicion. El Teorema del Lado Deslizante.

Dado un tridngulo AABC y puntos D en AB y E en AC tales que DE//BC.

Entonces E = E
AB

AC

Demostracion.

Sea E' el punto de AC tal que % = % (queda por demostrar que lo podemos hacer)

y trazamos la recta DE'. Aplicando 8.1.6 deducimos que E‘/I%, y puesto que

DE//BC, llegamos a DE'// DE, y por el Postulado de la Unica Paralela tenemos
—_ = AD AE
DE=DE', yportanto E=E'y — =— tal y como queriamos ver.

yp y B AC y q



8.1.8 Corolario. La proyeccién paralela mantiene las razones de los segmentos.
Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal comun. Sea f la proyeccion paralela

derensalolargodet. Sean A, B, Cy D enr tales que C = D . Entonces

AB_AB
CD C'D

Demostracion. Es una aplicacion directa de 8.1.7.



8.2 Proporcionalidad mediante &rea.

En este apartado supondremos el concepto de area y sus propiedades para demostrar
uno de los teoremas méas importantes de la semejanza de figuras: Dos tridngulos con la
misma altura tienen areas proporcionales a sus respectivas bases (Elementos 6.1), y
basandonos en este resultado demostraremos el "Teorema BPT" o "Teorema de Tales”
(Elementos 6.2).

8.2.1 Proposicion. Area de paralelogramos y de triangulos.
Todo paralelogramo se puede descomponer en dos triangulos congruentes al trazar una
de sus diagonales.

D c

ABCD =AABC +AACD

A B

Demostracion. En 7.1.2b vimos que ambos triangulos son concurrentes, luego tienen
areas iguales, y por tanto
[ABCD]=[AABC ]+ [AACD]=2[AABC]

Es decir, el area de un paralelogramo es el doble del &rea del tridngulo que queda
determinado por dos de sus lados y la diagonal.

Reciprocamente, dado un tridngulo cualquiera AABC , podemos “ampliarlo” trazando
las paralelas a AB porCya BC por A 'y determinando su punto D de interseccién,
obteniendo asi un paralelogramo ABCD cuya diagonal determinara este mismo
triangulo y otro congruente con el mismo.

8.2.2 Proposicién. (Elementos 1.35)
Dos paralelogramos que tengan la misma base y estén entre dos rectas paralelas tendran
areas iguales.

Demostracion. Sean ABCD y EBCF dos paralelogramos compartiendo una base BC
comln y para los que AD y EF estan en una misma recta.

A D E F

Por ser ABCD un paralelogramo tenemos que AD = BC (7.1.2c)

Por ser EBCF un paralelogramo tenemos que BC = EF (7.1.2c)

Luego por transitividad de la congruencia de segmentos tendremos AD = EF .
Luego AE = AD + DE = DE + EF = DF.



Por ser ABCD un paralelogramo tenemos que AB = CD (7.1.2c)
Por ser AB y CD rectas paralelas tenemos que ZEAB = Z/FDC (5.3.5y 3.4.2)
Luego AEAB = AFDC por el criterio SAS.
Por lo tanto [AEAB |=[AFDC] por el Axioma A2.
Sea G el punto de corte de los segmento BE y CD.
Los trapecios resultantes al quitar el triangulo comin ADGE de los tridngulos AEAB y
AFDC tendran el mismo area:
[ABGD]=[GCFE]
Y si afiadimos ahora a cada figura el triangulo ABGC obtendremos figuras con el
mismo area:
[ABCD]=[EBCD]
Tal y como queriamos ver.

8.2.3 Proposicion. (Elementos 1.36)
Dos paralelogramos entre rectas paralelas y con bases congruentes tienen el mismo area.

A D E H

\B \c \F\G
Demostracion. Sean ABCD y EFGH dos paralelogramos tales que BC = FG |,
BC=FG, AD=EH y AD=EH .

Por ser EFGH un paralelogramo tenemos FG = EH .

Trazamos los segmentos BE y CH .
A D E H

B c F G

BC=FG y FG=EH luego BC = EH , y por tanto EBCH es un paralelogramo.
Ahora podemos aplicar la proposicion anterior para deducir que
[ABGD]=[EBCH |

Pero con el mismo razonamiento tenemos que [EFGH |=[EBCH |, y por tanto
[ABGD]=[EFGH |



8.2.4 Proposicién. (Elementos 1.37)
Dos triangulos con la misma base y que estan entre dos rectas paralelas tienen el mismo
area.

A B

Demostracion. Sean AABC y AABD dos triangulos para los cuales CD// AB.

Trazamos la paralela a BC por Ay la paralela a AB por C y sea E su punto de corte,
obteniendo asi el paralelogramo EABC .

Trazamos la paralela a AD por By la paralela a AB por D y sea F su punto de corte,
obteniendo asi el paralelogramo DABF .

Los puntos E, C, D y F estan claramente alineados en la recta CD, por lo que podemos
aplicar la proposicion 8.2.2

E C D F

[AABC]= %[EABC E %[DABF |=[aABD]

8.2.5 Proposicion. (Elementos 1.38 y 1.39)
Dos triangulos con la misma base, estan entre dos rectas paralelas si y solo si tienen el
mismo area.

Demostracion. Sean AABC y ADEF dos triangulos para los cuales AB = DE y
ABJICF .

Sea G el punto de corte de la paralela a AC por By la paralela a AB por C. Obtenemos
asi el paralelogramo ABGC.
Sea H el punto de corte de la paralela a EF por D y la paralela a DE por F. Obtenemos
asi el paralelogramo DEFH .

C H G F
A B D E
Podemos ahora aplicar la Proposicion 8.2.2 para deducir que
1 1

[AABC |= E[ABGC]: E[DEFH ]=[ADEF]



8.2.6 Teorema. (Elementos 6.1)
Sea AABC un triangulo y D un punto tal que B*D*C. Entonces

A

[AADC] DC

[AABC]|  BC

B D (o]

Nota: En 11.1.6 veremos que esta relacion se puede ampliar para puntos D que no

necesariamente estén dentro del segmento BC mediante razones con signo y &reas con
signo de triangulos orientados.

Demostraciéon. Los tridngulos AADC y AABC comparten una misma altura h, luego
[AADC] xDC-h  DC
[AABC] 1BC-h BC

Demostracion en Los Elementos 6.1:
Triangulos y paralelogramos con la misma altura tienen areas proporcionales a sus
respectivas bases.

La demostracion que encontramos en los Elementos de Euclides se basa en la teoria de
magnitudes desarrollada en el Libro 5.
Sean los tridngulos AABC y ABDC con A, B y D alineados en una misma recta r.
Queremos ver

AB: BD ::[AABC|:[ABDC]

Por la definicion de magnitudes proporcionales de la Definicién 5 del Libro 5, tenemos
gue demostrar que para cualquier n,me IN, se cumple:

n-AB=m-BD = n-[AABC]=m-[ABDC]

n-AB <m-BD = n-[AABC]<m-[ABDC]

n-AB>m-BD = n-[AABC]>m-[ABDC]|
En la demostracién se utilizan los casos n=3 y m =23 como representativos del caso
general.

Tomamos puntos E y F de la recta r tales que AB =~ DA= ED
y tomamos puntos G y H de la recta r tales que BD = DG = GH
Asi pues, hemos obtenido los segmentos FB=3-AB y BH =3-BD.

A




Aplicando Elementos 1.38 (8.2.5) tenemos
AB = DA= ED = [AFEC | = [AEAC]|=[AABC]
Y por tanto
[AFBC | =[AFEC |+ [AEAC ]+ [AABC]=3-[AABC]
Y de la misma forma:
DH =3-BD = [ABHC|=3-[ABDC]

Y claramente, si FB = BH = [AFBC |=[ABHC], es decir:
3-AB =3-BD = 3-[AABC]=3-[ABDC].

Por otro lado, est4 también claro que FB < BH = [AFBC]<[ABHC], es decir,
3-AB <3-BD = 3-[AABC|<3-[ABDC]

Y que FB > BH = [AFBC]>[ABHC], es decir,
3-AB >3-BD = 3-[AABC]> 3-[ABDC]

Es decir, se cumplen las tres condiciones de la definicién de magnitudes proporcionales:
AB : BD :: [AABC|: [ABDC]

Una vez hemos demostrado la proporcionalidad para triangulos, la proporcionalidad
para paralelogramos se deduce facilmente teniendo en cuenta que un paralelogramo es
el doble que un triangulo:

Ampliamos el triangulo AABC al paralelogramo ABCI , y ampliamos el triangulo
ABDC al paralelogramo BDJC :

| C J

F E A B D G H

Claramente se cumple [ABCI |=2-[AABC]
Aplicando Elementos 5.4: [AABC]:[ABDC
Luego [AABC]:[ABDC]::[ABCI ]: [BDJC]
Y aplicando Elementos 5.11:

AB : BD :: [AABC]: [ABDC]::[ABCI |:[BDJC]= AB: BD :: [ABCI |:[BDJC]

y [BDJC]=2-[ABDC]
]:: 2[anBC]: 2[ABDC]

Observacion. En la demostracion que encontramos en los Elementos el segmento BC
es altura del triangulo, es decir, perpendicular a la recta AB, pero esta suposicion no es
necesaria para el desarrollo de la demostracion.



8.2.7 Corolario.
Sea ABCD y EFGH son dos paralelogramos tales que A, B, E y F son colineales y C,
D, Hy G son colineales, entonces

AL .
[EFGH] EF

Demostracion. Ambos paralelogramos comparten una misma altura h, y por tanto
[ABCD] AB-h AB
[EFGH] EF-h FEF

8.2.8 Teorema. Teorema BPT o "Teorema de Tales".
Sea AABC un triangulo y r una recta que corta AB en Dy AC enE.

C Entonces:

E
DE//BC « 20 - A5
r AB AC

A D\ B

Nota 1. Este Teorema es uno de los mas importantes de Los Elementos, pues en él se
sostiene todo el desarrollo de la semejanza de figuras que estudiaremos en el proximo
capitulo.

Nota 2. Se suelen llamar "Teorema de Tales" tanto a 8.2.8 como a 10.1.4. Para evitar
esta confusion, en este libro llamaremos "Teorema de Tales" exclusivamente a 10.1.4,
mientras que para referirnos a 8.2.8 utilizaremos la denominacion inglesa "Basic
Proportionality Theorem", o simplemente "Teorema BPT"".

Demostracion.
= Supongamos que DE//BC

Aplicando Elementos 6.1 (8.2.6) al triangulo AABE : [AADE] _AD
[AAEB] AB
Aplicando el mismo Teorema al triangulo AADC : [AADE] _AE
[AADC]  AC

Sabemos que [ADEB]=[ADEC] por Elementos 1.37 (8.2.4), luego
[AAEB]=[AADE ]+ [ADEB]=[AADE]+[ADEC]= [AADC]

y finalmente:
AD [AADE] [AADE] AE

AB  [AAEB] [AADC] AC
Tal y como queriamos ver.




< Basta tener en cuenta que los argumentos anteriores son reversibles.

[AADE] AE [AADE]

|
[AAEB] Y'AC [AADC]' Hego

AD
Tenemos que
AB

o~ e~ s e = el

Y por Elementos 1.39 (8.2.2) deducimos finalmente que DE// BD.

8.2.9 Proposicion. Teorema de la bisectriz. (Elementos 6.3)
La bisectriz por el vértice de un tridngulo se caracteriza por cortar el lado opuesto en
dos segmentos proporcionales a los lados contiguos.

c

ZACD = /ZDCB < AD:DB: AC:BC

A D B

Demostracion. Sea un triangulo AABCy sea D en AB tal que ~ACD = ~/DCB.
Trazamos la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con AC.

A D /B

= /CEB = /ACD y ~/CBE = ~DCB por el Teorema de los Angulos Internos
Alternos, y por hipétesis ZACD = ZDCB, luego ZCEB = ZCBE, y por tanto

BC =CE.
Puesto que CD// BE, podemos aplicar Elementos 6.2 (8.2.8) para deducir que

AD:DB:: AC:CE, y puesto que BC =CE, llegamos al resultado que queriamos
obtener.

<Trazo nuevamente la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con la recta
AC. Nuevamente Elementos 6.2 nos garantiza que AD :DB:: AC :CE, pero por
hipbtesis AD: DB:: AC :: BC, de lo que deducimos que CE = BC (Elementos 5.9)
Luego ABCE es isésceles y por tanto ZCEB =~ Z/CBE.

Por paralelismo tenemos ZACD = ZCEB y ~DCB = ZCBE , luego por transitividad de
la congruencia de angulos llegamos a ZACD = ~DCB tal y como queriamos ver.



8.2.10 Definicion. Triangulos en posicion de Tales.
Diremos que dos triangulos AABC y AA'B'C' estan en posicion de Tales cuando,

nombrando los vértices adecuadamente, A= A", B’ est4 en el segmento AB Y el lado

B'C' es paraleloa BC .
C

A B' B

Observacion. El punto C’ estara en el segmento AC , pues B'C' no puede cortar a BC
y aplicamos el Teorema de Pasch (2.2.5) al tridngulo AABC.

8.2.11 Teorema.
Si dos triangulos estan en posicion de Tales, sus segmentos correspondientes son
proporcionales:

Nota. En 8.3.6 se demostrara que el reciproco también es cierto.

Demostracion. Es una aplicacion directa de Elementos 6.2 (8.2.8)

8.2.12 Teorema.
En geometria euclidea se cumple el postulado de la division de segmentos (4.5.1).

Demostracion. Sea AB un segmento y n un niimero entero positivo n>1.

Sea P, un punto que no pertenece a la recta AB (1.3.14). Sobre la semirrecta A—F’1
podemos definir los puntos P,, P, B, P,....,P,, de forma que PP, = AP, . Trazamos
ahora la recta i?ﬁ , Y las rectas que pasan por cada P, y son paralelas a i?ﬁ .Cada una
de estas rectas determinara un punto Q, de interseccion con AB . Los puntos

Q,Q,, ..., Q, dividiran el segmento en n partes iguales.

8.2.13 Proposicion. Determinacion del cuarto proporcional. (Elementos 6.12)
De la Proposicién 6.2 podemos deducir un método muy simple para encontrar el cuarto
proporcional a tres segmentos dados.

Sean tres segmentos AB, CD y EF , y queremos determinar un cuarto segmento GH
tal que

AB:CD:EF:GH

Sea D'e op(g&) tal que BD'=CD. Tomamos un punto cualquiera G fuera de la recta

AB, y sobre la semirrecta AG marcamos F' tal que AF'= EF . Trazamos la recta



BF' y su paralela por D', que cortara AG en un punto P. El segmento F'P es el
segmento buscado.

P

B D'

A

Efectivamente, aplicando la Proposicion 6.2 tenemos AB:BD": AF": F'P, con
BD'=CD y AF'=EF .



8.3 Triangulos semejantes.

8.3.1 Definicién. Triangulos semejantes.

Diremos que los tridngulos AABC y AA'B'C'son semejantes cuando sean

equiangulares, es decir, cuando podamos definir una biyeccidn entre sus vértices
A—A BoB CoC

de forma que Z/A= /A", /B=/B'\y LC=/C'.

Por lo tanto la congruencia de tridngulos es un caso particular de semejanza.
Utilizaremos el simbolo ~ para representar la semejanza entre dos triangulos:
AABC ~ AA'B'C'

8.3.2 Teorema. Criterio AA de semejanza de triangulos.
Si dos triangulos AABC y AA'B'C' cumplen ZA= /A", /B = /B', entonces son
semejantes.

Demostracion. ZA= /A= |ZA=|ZA| y £B= /B'=|£B|=|£B por lo tanto,
aplicando 6.3.14,

180 =|£A +|£B|+|£C| = |£A|+|£B]|+|£C|=

|ZA+|£B|+|£C|=|£A +|£B|+|£C|=|£C|=|£C|= £C = «C’

8.3.3 Teorema. Construccion de tridngulos semejantes.
Si AABC es un triangulo, DE un segmento y H es uno de los semiplanos fronterizos
con DE, entonces existira un Ginico punto F e H tal que AABC ~ ADEF.

Demostracion. Dada la semirrecta DE , existira una Gnica semirrecta DF tal que
/A= ~,/CAB = /FDE,con FeH.

De la misma forma, existira una tnica semirrecta EG tal que B = ~/ABC = /DEF,
con GeH.

|2A +|£B| <180 = | £FDE| +|£GED| <180, por lo que, aplicando PQE (6.3.2), las

rectas DF y EG se cortaran en un punto Pe H .
Ahora, aplicando el criterio AA de semejanza (8.3.2), AABC ~ ADEP.

8.3.4 Teorema. Criterio SAS de semejanza de triangulos.

Si AABC y AA'B'C’ son dos triangulos tales que /A= /A"y % :% entonces
son semejantes.

Demostracion. Si AB = A'B', entonces AC = A'C' y aplicando SAS son congruentes, y
por tanto semejantes.

Supongamos que A'B'> AB, luego existira B"e A'B' tal que AB = A'B", también se
cumplird A'C'> AC, y por tanto existira C''e A'C' tal que AC = A'C". Claramente
AABC = AA'B"'C" por el criterio SAS, luego L/A'B"C"= Z/ABC y ZA'C"B"= ZACB.



AB" AB AC AC" AB" AC"

AB  AB AC' AC A'B" AC

Y podemos aplicar 8.1.6 para deducir que B"C"//B'C'. Pero entonces

Z/A'B"C"= ZA'B'C', pero entonces ZABC = Z/A'B"C"= ZA'B'C' y de la misma
manera ZACB = Z/A'C"B'"'= ZA'C'B', es decir, los triangulos son semejantes aplicando
el criterio AA (8.3.2).

8.3.5 Proposicion.

En un tridngulo AABC, sean B' en AC y C' en AB de forma que ZAC'B'= ~C.
Entonces

ZAB'C'=2/B, AAC'B'* AACB y ZCB'B=4CC'B
c

A e B
En particular, CC' serd una altura si y solo si BB' es una altura.

Demostracion. Si Z/AC'B'=ZC, por el criterio AA de semejanza de triangulos esta
claro que ZAB'C'=2/B y AAC'B'~ AACB.

Puesto que AAC'B'~ AACB, tendremos AC = AB = AC = AC , es decir, que los
AC AB AB' AB

triangulos AAB'B y AAC'C tienen dos lados proporcionales y comparten el mismo
angulo correspondiente, luego son semejantes por el criterio SAS de semejanza:
AAC'C =~ AAB'B

C

oy A

luego ZAB'B = ZAC'CYy por suplementarios, Z/CB'B=~2CC'B.



8.3.6 Teorema. Criterio SSS de semejanza de triangulos.
Dos tridngulos AABC y ADEF son semejantes si y solo si sus lados correspondientes

. AB AC BC
son proporcionales: = = .
DE DF EF
.
) 2
A/\B D E

Demostracion. Supongamos que tienen los lados proporcionales. Si AB = DE entonces

AC =DF y BC =EF y los triangulos son congruentes por el criterio SSS de
congruencia de tridngulos, luego son semejantes.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que DE > AB. Sea B'e DE tal que
AB = DB'.
Se cumplira también DF > AC, y sea C'e DF tal que AC =DC'.

F

DB AB _BC AC DC'
DE DE EF DF DF
tendremos que ADB'C' y ADEF son semejantes.
EF DE DE EF
B'C" DB' AB BC
y ADB'C' son congruentes por el criterio SSS de congruencia de triangulos.
Finalmente AABC = ADB'C'~ ADEF = AABC ~ ADEF.

Entonces , luego aplicando el criterio SAS de semejanza

Por otro lado, = BC =B'C', y por tanto los tridngulos AABC

Reciprocamente, si los tridngulos son semejantes, sus lados seran proporcionales por el
Teorema del Lado Deslizante (8.1.7=8.2.8).



8.4 El Teorema de Pitagoras.

8.4.1 Teorema. El Teorema del cateto y el Teorema de la altura.
Sea AABC un triangulo rectangulo en C y trazamos su altura CD correspondiente al
veértice C. Internamente quedan determinados dos triangulos también rectangulos

AACD y ABCD . Sean a=‘%‘, b:‘ﬁ‘ , c=‘@‘, m=‘ﬁ‘ y nz‘ﬁ_%‘,(yportanto

Cc =m+n). Entonces:

N a) b>=m-c (“Primer Teorema del cateto™)

b) a®>=n-c (“Segundo Teorema del cateto”)
b a ¢) h*=m-n (“Teorema de la altura”)

d) Reciprocamente, si se cumple b>=m-c,
entonces el triangulo AABC es rectangulo en C.

o]

c=m+n

Demostracion.
a) El triangulo AACD es semejante al triangulo AABC porgue ambos son triangulos
rectangulos y comparten el mismo angulo en A. Por lo tanto:

b) Es el mismo razonamiento: El triangulo ABCD es semejante al triangulo AABC
porgue ambos son triangulos semejantes compartiendo el mismo angulo en B. Por lo
tanto:
a n )
—=—=a"=n-c
c a

c) Por ser los dos triangulos AACD y ABCD semejantes entre ellos (ambos son
semejantes a AABC ), tenemos que
m_
h

h
n
d) El razonamiento del apartado a) es perfectamente reversible: Si se cumple b*=m-c,

es decir, b = % entonces los tridngulos AADC y AABC son semejantes por el criterio
c

SAS (8.3.4), y por tanto £C = ZADC que es recto.



8.4.2 Teorema. El teorema de Pitagoras. (Elementos 1.47)
En todo triangulo AABC rectangulo en C se cumple:
B

AB* =BC?®+ AC?

c A

Demostracién. Es una consecuencia directa de los resultados anteriores (8.4.1):
a’+b’=n-c+m-c=(n+m)-c=c-c=c?

Demostracion de Elementos 1.47: Sea AABC un triangulo rectangulo en A.
Construimos los cuadrados BCDE, ABFG y ACHI sobre cada uno de los tres lados.
Nl

AN

.? / h r H

E K D

Los puntos G, Ay C estan alineados pues forman angulos suplementarios (3.5.8).
De la misma forma deducimos que los puntos B, A y | estan alineados.

Puesto que ZCBE = ZABF (ambos son rectos), tenemos que

Z/ABE = Z/ABC + /CBE = ZABC + ZABF = /CBF

pero también BC = BE y BA=BF pues son cuadrados, luego por el criterio SAS de
congruencia de triangulos deducimos que AFBC = AABE .

Trazamos la recta paralela a BE por A, que cortard a BC encel puntoJya ED enel
punto K.
El area del rectdngulo BEKJ es el doble de la del triAngulo AABE , pues ambos tienen

la misma base BE y estan delimitados por las mismas rectas paralelas BE // AK .
De la misma forma, el area del cuadrado FBAG es el doble de la del triangulo AFBC,

pues ambos tienen la misma base FB y estan delimitados por las mismas rectas

paralelas FB//CG.

Y puesto que acabamos de ver que ambos tridngulos son congruentes, tendran la misma
area, por lo que el rectangulo BEKJ tendra el mismo area que el cuadrado FBAG .

(En este punto, Euclides utiliza la nocién comiin “si dos cosas son iguales sus dobles
también seran iguales” sin haberla declarado previamente)

De la misma se demuestra que el area del rectangulo JCDK es igual al area del
cuadrado ACHI .

Puesto que el cuadrado BCDE es union disjunta de los rectangulos BEKJ y ACHI ,
su area seré la suma de ambos, es decir, de los cuadrados FBAG y ACHI , tal y como
gueriamos ver.

Problemas propuestos: PB/4, PB/7.


http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasBasicosGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasBasicosGeometria.pdf

8.4.3 Teorema. El reciproco del teorema de Pitagoras. (Elementos 1.48)
Todo triangulo AABC que cumpla AB? =BC? + AC? es rectangulo en el vértice C.

Demostracién. Sea un triangulo AABC,y a=BC, b=AC,y c= AB.

Sabemos que se cumple a* +b* =c?.
Construimos un tridngulo AA'B'C' rectangulo con los catetos a 'y b.
En este tridngulo podemos aplicar el teorema de Pitagoras:

(AB)? =(AC)* +(B'C) =b*+a’=c*=(AB')* =c¢c°= AB'=c
Y por tanto podemos aplicar el criterio SSS de semejanza de triangulos:
AABC ~ AA'B'C', y por tanto £C'= £C sera recto.

Demostracion de Elementos 1.48:

Por comodidad denotaremos por OAB el cuadrado construido sobre el segmento AB, y
denotemos por [0AB] su area.

Sea AABC un triangulo en el cual se cumple [0BC]=[0AB]+[0AC]. Queremos ver que
ZBAC es un angulo recto.

Trazamos la perpendicular al lado AC y sea D un punto de dicha perpendicular tal que
AD = AB.

Puesto que AD = AB se deduce que [0AD]=[0AB].

Puesto que el triangulo AADC es recto en A, podemos aplicar en este triangulo el

Teorema de Pitagoras para deducir que [0CD]=[0AD]+[0AC], luego
[0CD]=[0AD]+[0AC]=[0AB]+[0AC]=[0BC]

Luego [0CD]=[0BC]y por tanto CD = BC (aqui Euclides aplica la propiedad de que si

dos cuadrados tienen la misma &rea entonces tienen el mismo lado sin haberla

demostrado antes)

Asi pues, CD=BC, AD= AB y AC=AC, luego podemos aplicar el criterio SSS de

congruencia de triangulos para deducir que AADC = AABC, y por tanto

/BAC = #/DAC que es un angulo recto.

Nota histdrica. Aunque en Occidente asociamos este teorema a la figura de Pitagoras
de Samos (580-500AC aprox.), uno de los grandes matematicos de la antigua Grecia,
podemos encontrar este resultado en documentos chinos mucho mas antiguos, por
ejemplo en el principio del Zhou-Bi Suan-Jing, alrededor del 1100AC.



8.4.4 Lema.
Para cualquier par de puntos X, Y de unarecta AB se cumple
X =Y < XA? — XB? =YA? —YB?

Demostracion. = Es trivial.
< Introducimos coordenadas en la recta. Sean X, y,a,b nimeros asociados

respectivamente a los puntos X,Y,A,B.

XA? - XB® = YA’ —YB®* & (x—a)’ - (x—b)’ =(y—-a)* - (y-b)’ =
x> —2xa+a’—(xX*=2xb+b*) =y*-2ya+a’—(y*-2yb+b?*) <
—2xa+2xb=-2ya+2yb <

x(b-a)=yb-a)eox=y= X =Y

8.4.5 Teorema. Caracterizacion métrica de los puntos de una perpendlcular
Sea E un punto de una recta AB, y sea r la recta perpendicular a AB que pasa por E.

P
Per < PA’ - PB’ = EA* - EB?

A

Demostracién. = Es una aplicacion directa del Teorema de Pitagoras.

<Sea s la recta perpendicular a AB que pasa por P, y sea F su punto de corte con AB .
Aplicando la primera parte de esta misma demostracion tenemos que

PA® — PB* = FA? — FB?, y puesto que, por hipdtesis, PA* — PB* = EA* — EB?,
llegamos a FA? — FB? = EA* — EB?, y por tanto, aplicando el lema anterior, E = F .
Finalmente, por unicidad de las rectas perpendiculares, Pes=r.

8.4.6 Teorema. Caracterizacion métrica de dos segmentos perpendiculares.
Dados cuatro puntos A, B,C,D del plano,

A

AB | CD < AC? - AD? = BC? - BD?

D

Demostracion. Este teorema se demostrara en 20.7.6 dentro del contexto de un plano
complejo. Es el apartado a del problema 4.26.



8.5 Algunos triangulos notables.
8.5.1 Teorema. Primera caracterizacion del triangulo 30-60-90.
Un tridngulo AABC tiene angulos 30°-60°-90° si y solo si es

un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide el doble que el
cateto mas corto.

600

300

Demostracion. Sea un triangulo AABC tal que £A=90°, /B=60° y ZC =30°.
Prolongamos el lado AB hasta un punto D tal que AD = AB.

Los triangulos ADAC y ABAC son congruentes por el criterio
SAS.

Por lo tanto /BDC = Z/ADC = ZABC =60° y

/DCA=ZACB =30°.

Asi pues, #DCB = ZDCA+ ZACB = 30°+30°=60°, es decir, el
triangulo ADCBes equiangular, luego equilétero por 3.8.6, por lo
que BC=DB Yy BA = AD con lo que BD =2AB, y finalmente
BC =2AB, como queriamos ver.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un tridngulo rectangulo AABC , con
ZA=90° y BC =2AB . Como hemos hecho anteriormente, prologamos el lado AB
hasta un punto D tal que AD = AB. Los tridngulos ADAC y ABAC son congruentes
por el criterio SAS. Luego DC =BC. Y puesto que también

DB =DA+ AB =2AB = BC, el triangulo ADCB seréa equilatero, y por tanto
equiangular por 3.8.6, por lo que ZA= ~ZABC = ZDBC =60°. Por ultimo,

ZC =180-/A- /B =180-90-60=30°.

C

8.5.2 Teorema. Segunda caracterizacion del triangulo 30-60-90.

Un triangulo AABC tiene angulos 30°-60°-90° si y s6lo
si sus lados mantienen una proporcion 1:~/3: 2.

2
VI

Demostracion. Acabamos de demostrar que en todo triangulo 30-60-90 la hipotenusa

BC es el doble que el cateto mas corto AB,y AC = J3AB se deduce por Pitagoras.
Veamos ahora el reciproco: En primer lugar, se trata de un tridngulo rectangulo, pues

27 = <\/§)Z +1? y aplicamos el reciproco del teorema de Pitagoras (8.4.3). Y puesto que

se trata de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide el doble que el cateto méas
corto, basta aplicar la caracterizacién anterior.

8.5.3 Teorema. El teorema del triangulo 45-45-90.
Un triangulo AABC tiene angulos 45°-45°-90° si y so6lo si es un triangulo rectangulo
isosceles.

Demostracion. = Por definicion. <= Si es isdsceles tendréa dos angulos iguales y por
ser un tridngulo rectangulo el tercero serd de 90°. Luego 2« +90°=180°= o = 45°.



8.6 El Problema de Heron.

8.6.1 Proposicion. El Problema de Herdén.
Dos puntos A y B se encuentran al mismo lado de una recta r. Queremos encontrar un
punto M en r para el cual la suma de distancias de A a M y de M a B sea minima.

A

M

Solucién. Sea B’ el punto simétrico de B respecto de r.

Sea M’ el punto de interseccion entre AB’ y la recta r.

Tenemos MB = MB', y por la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al tridngulo
AAMB', AM +MB'> AB', cumpliéndose la igualdad solo en el caso M=M’.

Afadimos un par de puntos E y D de la recta para denotar cdmodamente los angulos.

El punto M'= AB'~r esta caracterizado por cumplir ZAM'E = Z/DM'B', y puesto que
/DM'B'= Z/DM'B, para cualquier punto M’ de r, llegamos a la caracterizacion de M’
como el punto de r para el cual ZAM'E = /DM'B, es decir, el angulo “de entrada”

(angulo de incidencia) es igual al angulo “de salida” (angulo de reflexion).
A




8.7 Area de figuras semejantes.

8.7.1 Proposicién. (Elementos 6.19)
Los tridangulo semejantes guardan entre si el cuadrado de la razon de sus lados
correspondientes.

Esta proposicion, en lenguaje moderno, se podria escribir de la siguiente manera:

Si AABC ~AA'B'C',con 1= ﬁ entonces M =12,
A'B' [AAB'C']

8.7.2 Corolario. (Elementos 6.20)

Los poligonos semejantes se dividen en tridngulos semejantes e iguales en nimero y
homologos a los (poligonos) enteros, y un poligono guarda con el otro el cuadrado de la
razén que guarda el lado correspondiente con el lado correspondiente.



9 Trigonometria.

9.1 Las razones trigonometricas.

9.1.1 Definicién. Razones trigonométricas de angulos agudos.
Sea un &ngulo agudo « . Sea A un punto arbitrario de uno de sus lados y sea B el pie de

la perpendicular al lado opuesto de A.
A /

o*

El triangulo AAOB tendra un angulo recto y otro igual a «, luego sus angulos seran
independientes de la eleccion del punto A. Si tomamos puntos distintos obtendremos
triangulos semejantes, luego podemos definir el seno y el coseno de « como las
razones

() AB @ OB @ \ﬁ\
SINla) = , COS(x) = tan(a) =
OA OA Y OB

si‘O_B‘;tO

Observamos que podemos tomar el punto A a una unidad de distancia de O, y entonces
el seno y el coseno de o son simplemente las longitudes de AB y OB.

Se define la cotangente de un angulo como

cot(x) = tanl , siempre que tan(a) =0

Nota histérica. El matematico, astronomo y tedlogo Bartholomaeus Pitiscus fue el
primero en acufiar el término trigonometria en su libro Trigonometria: sive de solutione
triangulorum tractatus brevis et perspicuus (1595). Es una obra en cinco volimenes
sobre trigonometria esférica y plana.

En Thesaurus mathematicus (1613), Pitiscus mejord las tablas trigonométricas y el
Magnus Canon doctrine triangulorum de Georg Joachim Rheticus.

Fuente: M. Macho



9.1.2 Definicién. Razones trigonométricas de angulos obtusos.
Las definiciones de seno y coseno valen tal cual para &ngulos obtusos, pero en este caso
convendremos en que el coseno tiene signo negativo.

N

9.1.3 Teorema. La propiedad fundamental de la trigonometria.
sin®(a) +cos? (o) =1

Demostracion.
AB* BC’+AC’

AB* =BC’+AC* =1=

AB2  AB?
2 2 2 2
- BCZ n AC2 _[BCY L [AC =sin’(a) +cos®(a)
ABZ  AB AB AB

9.1.4 Teorema. El Teorema del coseno (Elementos 2.13).

C

b a?=b%>+c®>-2bccos A

A c B

Demostracion. Trazamos la perpendicular por AB a C. Sea D su punto de corte con AB.

Aplicando Pitagoras al triangulo rectangulo ADC tenemos: x> +h® =b* (1)

Y de la misma forma aplicando Pitagoras al triangulo BDC: (c—x)* +h? = a?
Por lo tanto:

(c—xf+h*=a’=c?+x*—2cx+h*=a’ =b? +c? —2cx=a® (1)
Por definicion de coseno: cos A = % = X=bcos A

Y substituyendo en la igualdad anterior llegamos a: b® +c? — 2bccos A =a*

Podemos realizar una demostracion similar en el caso que el triangulo ABC sea obtuso.



9.1.5 Teorema. Teorema del seno (*'version ampliada™).
Sea AABC un tridngulo, O el centro de su circunferencia circunscrita y R el radio de
esta circunferencia.

a b C

- =— =— =2R
sSinA sinB sinC

(2]
o
w

Demostracion. Se demostrara en 11.6.4.
Problema propuesto: 6.52.

9.1.6 Corolario. Teorema de Stewart.

Dada una ceviana AD de un tridngulo AABC , se cumple
A

AD?BC +BD-DC-BC = AC?’BD + AB°DC

B D C

Demostracion. Aplicando el Teorema del Coseno (9.1.4) al triangulo AABD :
B?-BD? - AD’

AB® = BD* + AD* —2BD - AD - Cos(£ADB) = —Cos(£ADB) = A
2BD - AD

Aplicando este mismo teorema al triangulo AACD :
AC? =DC? + AD? —2DC- AD - Cos(£ADC)

Puesto que son angulos suplementarios, Cos(£ADC) =—Cos(LADB).
AB? - BD’ - AD?

2BD - AD
AB* —BD’ — AD®

BD =

AC?BD = DC?BD + AD?BD - DC(AB2 —-BD? - ADZ):>
AC?BD = DC’BD + AD?BD - AB°DC + BD*DC + AD’DC =
AC’BD + AB°DC = DC-BD(DC + BD) + AD*(BD + DC) =
AC’BD + AB°DC =DC-BD-BC + AD?-BC

AC?=DC’+ AD?-2DC-AD -

AC?=DC?+ AD*-DC-

Nota biografica. Este teorema fue publicado por Matthew Stewart en 1745.
Nota: El Illamado "Teorema de Apolonio™ es un caso particular del Teorema de Stewart
cuando la ceviana es una mediana (Ver 11.5.5)



9.1.7 Teorema. Version trigonométrica del Teorema de Ceva.
Dado un tridngulo AABC vy tres cevianas AD, BE y CF, son equivalentes:

c a) AD, BE y CF son concurrentes, es
decir, pasan por un mismo punto P.

sin ZABE sin Z/BCF sin ZCAD _ 1
D sin ZDAB sin ZEBC sin ZFCA

[FB-IDC]-[EA| _

2 |AF|-[BD|-[CE|

A F B
Observacion: En 11.2.1 se demuestra a) <> c)

Demostracion.
a)=b)
Aplicando el Teorema del Seno al triangulo AABP :
sin/ABE _sin/BAD _sinZAPB _ sinZABE AP

AP PB AB  sin/BAD _PB

Aplicando el Teorema del Seno al triangulo AAPC :
sinZDAC _ sinZACF _ sin ZAPC - sinZDAC _ PC
PC AP AC sinZACF AP

Aplicando el Teorema del Seno al triangulo ABPC :
sin/EBC _ sinZ/FCB _ sin ZBPC - sin/FCB  PB
PC PB BC sinZEBC PC

Multiplicando estas tres igualdades obtenemos la igualdad deseada:

sin ZABE sin ZDAC sinZFCB AP PC PB

sin /BAD sin Z/ACF sin/EBC PB AP PC

1

b) =c)
Aplicando el Teorema del Seno al triangulo AAFC :
AF AC AC _sin ZAFC

= = =
sin ZFCA  sin ZAFC AF  sin ZFCA

Aplicando el Teorema del Seno al triangulo AFCB :
FB BC FB sin Z/FCB

= @ =
sin/ZFCB sin ZCFB BC sinZCFB

Puesto que ZAFC + ZBFC =180° tenemos que sin ZAFC =sin Z/BFC ,y
multiplicando ambas expresiones llegamos a
AC FB _sinZAFC sin ZFCB _ sin ZCFB sin ZFCB _ sin ZFCB

AF BC sinZFCA sinZCFB sin/FCA sin/CFB sin Z/FCA

Y de la misma manera llegamos a:
AB CD _sinZDAC ~BC AE _ sin ZABE

BD AC sin/DAB ’ CE AB _ sinZEBC




Multiplicando las tres expresiones llegamos a
AC FB AB CD BC AE _sinZABE sinZDAC sin ZFCB
AF BC BD AC CE AB sinZEBC sinZDAB sin ZFCA

La parte de la izquierda, una vez simplificados los elementos repetidos, es la expresion
del apartado c). La parte de la derecha es, por hipotesis, igual a 1.

c)=a)
Sea P el punto de corte de las cevianas AD y BE, y sea F' el punto de corte de la recta
CP conel lado AB. Tenemos que demostrar que F =F".
Por hipotesis se cumple
|AF[-[BDJ-[cE| _,
IFB|-|DC|-[EA|

Y, puesto que tenemos demostrado a) = b) = c), se cumplird también
|AF-|BD]-|CE]| _
[F'BJ-|IDC]: [EA

Luego
|AF|-|BD|-|CE| _|AF-|BD|-|CE]| - |AF| |AF]
[FB|-[DC|-[EAl  [F'B|-[DC|-[EA] " |FB|  [F'B|

Esto sélo puede pasar cuando F =F".
Problema propuesto: 5.12.

9.1.8 Teorema. Ley del paralelogramo.
Dado un paralelogramo ABCD se cumple:

A, B

AC?+BD? =2(AB + AD)

D c

Demostracion. Es un corolario del Teorema del coseno (9.1.4),
en el triangulo AADC, AC? = AD? +CD? —2AD -CD - Cos(£ADC)
en el triangulo AADB, BD? = AD? + AB® —2AD - AB - Cos(~/DAB)

Solo hay que sumar las dos igualdades anteriores, teniendo en cuenta que en un
paralelogramo los lados opuestos son congruentes, y que ZADC y ZDAB son angulos
suplementarios, y por tanto Cos(~/ADC) =—Cos(</DAB),

Problema propuesto: 7.48.



9.2 Area mediante trigonometria.

9.2.1 Teorema. Area del triangulo mediante trigonometria.
Sea un triangulo AABC . Entonces

(o
AB - AC -sin ZCAB

[AABC]= ;

Demostracion. Trazamos una perpendicular CD por el vértice C del triangulo.
C

A ) B

Luego AACD sera un triangulo rectangulo y por tanto

sin A=%:>CD= AC sin A, y por tanto [AABC]: ABZCD _ AB - ACZ: -sin A

Observacion. Aungue hemos demostrado este teorema para el caso en que el triangulo
es agudo, un razonamiento similar sirve para los casos de triangulos rectangulos y
obtusos.

Problema propuesto: 6.2.

9.2.2 Proposicion. Area de un triangulo mediante una ceviana.
Dado un tridngulo AABC y un punto D en AB,
C

[AABC]= % AB-CD -sin(£ADC)

A

Demostracion.

[AABC |=[AADC]+[ACDB]= % AD -CD -sin(£ADC) +%BD .CD-sin(£/CDB) =

= %CD -sin(ZADC)(AD + BD)= %CD - AB -sin(£ADC)

Observacion. Esta igualdad se puede extender para puntos D fuera del segmento AD .
Ver solucion alternativa del Problema DE/12.14



9.2.3 Corolario.
Dado un tridngulo AABC vy tres cevianas AD, BE y CF, concurrentes en un punto P en

su interior, entonces
c PF _ [AAPB]

) CF " [AABC]

0 PD PE PF

b) ~ 44
AD BE CF

"Teorema de Gergonne"

Demostracion. a) [AABC | = % AB -CF -sin(ZAFC) y [AAPB]= % AB - PF -sin( ZAFP),

[AAPB] _(1/2)AB-PF -sin(/AFP) _PF

[AACB]  (1/2)AB-CF -sin(£/AFC) CF

y por tanto

p PO, PE PF _[aBPC] [aAPC]  [AAPB] _ [ABPC]+[AAPC]+[AAPB]
AD BE CF [AABC] [AABC] [aABC] [AABC]| B
_ [anBC]

~ [aABC]

=1

—

9.2.4 Corolario. Area de un cuadrilatero.
El area de un cuadrilatero es igual a 1/2 del producto de las diagonales por el seno del

angulo que comprenden.
D

C
l AC -BD -sina

[ABCD]= 5

Demostracion. Sea P el punto de corte de las dos diagonales. Sea « = ZDPA.
[ADAC]=[ADPA]+[ADPC]=
_ DP-PA-sina N DP-PC-sin(180-«) DP-PA-sina N DP -PC -sin(a) _

2 2 = > >
_ DP-sina-(PA+PC) DP-sina-(AC) AC-DP-sina
2 2 >
De la misma forma: [ABAC |= w

Y por tanto

[ABCD|=[ADAC]+[ABAC |=

_AC-DP:sina  AC-PBsina _ AC -sina-(DP+PB) _ AC-sina-DB
2 2 2 2




9.2.5 Proposicion. Area de un paralelogramo en funcion de sus lados.

D, c

[ABCD]= AB- AD -sina

X

A B

Demostracion. Trazamos la diagonal BD que descompone el paralelogramo en dos
triangulos congruentes, y por tanto con la misma area:

[ABCD]= 2[AABD]= 2%’“”“ — AB-AD-sina

Problema propuesto: 6.25.

9.2.6 Proposicion. Area de un trapecio en funcion de sus bases y sus angulos.

D a C

[ABCD]= (b® —a®)sinasin B
~ 2sin(a+p)

@ B
A b B

Demostracién. Trazamos la paralela a AD por C que cortard a AB en un punto E.

[ABCD]=[AECD]+[AEBC]=a-c-sina + C'(b_z)'sma =c.sina-(a+b;2aj=

@

- ( b a) c-(a+b)sina
—c-sinag-la+—-2 |==2ET A
2 2 2

Por otro lado, aplicando la formula del seno,

c __ b-a oo (b—a)sin B :(b__a)smﬁ,yportanto
sing  sin(180—(a + p)) sin(l80—(a+ p)) sin(a+ p)
0= (@+b)(b—a)sinasin g _ (b* —a’)sinasin g

2 2




9.2.7 Proposicion. Caracterizacion de los trapecios isésceles en un plano euclideo.
Dado un trapecio ABCD en un plano euclideo, con AD// BC, son equivalentes:

a) Los &ngulos en los extremos de una base son congruentes.

b) Los lados laterales son congruentes.

c) Sus diagonales son congruentes.

Demostracion.

a) < b) Trazamos la recta paralela r a AB que pasa por D. Dicha recta no puede ser
paralela a BC, puesto que entonces r//BC// AD = r// AD, pero AernAD, llegando
al absurdo. Sea E su punto de corte con BC.

El cuadrilatero ADEB es un paralelogramo, luego, si se cumple la condicion (a), es
decir, ZABC = ZDEC, y puesto que £ABC = ~/DCB se llegaa #DEC = ZDCB.

Luego ADEC es isdsceles, y por tanto DC = DE. Pero por ser ADEB un
paralelogramo DE = AB, y por transitividad de la congruencia de segmentos llegamos
finalmente a AB = DC.

Si se cumple la condicién (b), DC = AB, por ser ADEB un paralelogramo tendremos

AB = DE, y por tanto DC = DE, luego, por la caracterizacion de los triangulos
isosceles, /DEC = #DCE, y puesto que ZABC = ZDEC, llegamos a
ZABC = /DCB.

a) = c) Basta aplicar el criterio SAS de congruencia a los triangulos AABC y ADCB,
para deducir que si se cumplen (a) y (b), entonces AC = BD.

¢) = b) Puesto que AD// BC, aplicando 8.2.5, los triangulos AABC y ADBC tendran

el mismo &rea. Luego, aplicando 9.2.1, y teniendo en cuenta que BD = AC , llegamos a
sin Z/DBC =sin ZACB . Puesto que ambos angulos son agudos o0 ambos son obtusos, se
deduce que £DBC = ZACB . Ahora solo falta aplicar el criterio SAS de congruencia

para deducir que AABC = ADCB y por tanto AB =CD.



9.3 Identidades trigonomeétricas.
9.3.1 Teorema. Las identidades trigonométricas.

Suponemos la existencia de dos funciones reales, a las que llamaremos seno y coseno, y
representaremos por sin 'y cos, que satisfacen las siguientes tres propiedades:

(a) Dominio de definicidn: Las funciones sin i cos estan definidas en toda la recta real.
(b) Valores especiales: cos(0) =sin(90) =1, cos(180) =-1
(c) Coseno de la diferencia: cos(x—y)=cos xcos y +sin xsin y

Entonces estas dos funciones cumplirén las siguientes propiedades:
(d) La identidad pitagorica: sin®(x) + cos®(x) =1

(e) Nuevos valores especiales: sin(0) = cos(90) =sin(180) =0

(f) El coseno es una funcion par: cos(—x) = cos(x) .

(9) cos(90 — x) =sin(x)

(h) El seno es una funcién impar: sin(—x) = —sin(x)

(i) sin(90+ x) = cos(x) , cos(90 + x) = —sin(x)

(J) Periodicidad: sin(x+360) =sin(x), cos(x +360) = cos(x)

(k) Férmulas de la suma y diferencia de angulos:

sin(Xx+ Yy) =sin Xcos y +Cos xsin y sin(x—y) =sin Xcos y —cos Xsin y
CosS(X + y) =C0S XCoS y —sin xsin 'y cos(x— y)z COS XCOS Y +Sin Xsin 'y
tan(x+y) = tanx +tany tan(x - y) = tanx—tany
l-tanxtany l+tanxtany
(1) I1dentidades "Suma-A-Producto™:
sin x+sin y = 2sin =Y cos 2 =Y sin x—sin y = 2cos ==Y sin =Y
2 2 2 2
cosx+cosy=2003mcosﬂ cosx—cosy:—ZSinusinu

2 2 2



(m) Formulas para el angulo doble:

sin(2x) = 2sin x cos x
cos(2x)=cos? x —sin? x = 2cos? x —1=1-2sin’ x
2tanx

tan(2x) = T

(n) Férmulas para el &ngulo mitad:

2 2 ~ 1-cos(x)
cos (x/2)=% tan (x/2)_m
sinz(xlz):M tan(x/2)= 1-cos(x) _ sin(x)

(o) Identidades "Producto-A-Suma":
2C0S X COS Y = COS(X — Y) + cos(X + Y)

2sin xsin 'y =cos(X — y) —cos(x + y)
2sin xcos y =sin(x—y) +sin(x +y)

(p) Férmulas para el &ngulo triple:
{sin 3x =3sin x—4sin® x

€0s 3X = —3¢0s X + 4¢0s° x

(q) Férmulas para el angulo cuédruple:
{sin 4x =8¢0s® xsin X —4¢os Xsin X

cos4x =8cos* x —8cos? x +1

(r) Tangente de la semisuma y la semidiferencia:
X+Yy sinx+siny
2 COSX+COS y
n XY sinx—siny
2 COS X +COS Y

tan

ta

(s) Las "formulas T":

Si t:tan(gj , llavors: sinf=——
2 1+

Demostracion.
Se encuentran en TR/5.1

sin(x) 1+ cos(x)



http://www.toomates.net/biblioteca/Trigonometria.pdf

9.3.2 Ejercicio.

En todo triangulo AABC se cumple:

a) sin Asin BsinC =sin Acos B cosC +sin Bcos Acos C +sinC cos Acos B
b) cot Bcot C + cot AcotC +cot AcotB =1

Demostracion.
A+B+C =180°=>

0=sin(180) =sin(A+ B+ C) =sin(A+ B)cosC +sin(C)cos(A+ B) =
(sin Acos B +sin Bcos A)cos C +sin C(cos Acos B —sin Asin B) =
sin Acos BcosC +sin Bcos AcosC +sinC cos Acos B —sin AsinBsinC

Luego
sin Asin Bsin C =sin Acos B cosC +sin Bcos AcosC +sinC cos Acos B

_ sin Acos BcosC +sinBcos AcosC +sinCcos AcosB
B sin Asin BsinC -
_ cos BcosC N cos AcosC N cos Acos B

sinBsinC  sinAsinC  sinAsinB

1

=cotBcotC + cot AcotC + cot Acot B

Problemas propuestos: 6.24, 6.26.



9.3.3 Tabla. Razones trigonométricas de los angulos mas importantes.

Angulo Sin Cos Tan Csc Sec Cot
o° 0 1 0 o0 1 0
15 | Y2(5-1) g(ﬁu) 2-3 [V2(V3+1)| V2(V3-1) | 2+43
300 % 3 V3 2 24/313 J3

2 3
450 % g 1 V2 J2 1
60° W3 : J3 2/313 2 3
2 2 3
750 g(ﬁﬂ) %(\/5—1) 2443 | V2(V3-1)| V2(3+1) | 2-43
90° 1 0 oo 1 0 0

105° %(ﬁu) “V2(/3-1)|-+3) | V23 -1) | -v2(V3+1)| - (- 3)
120° ? = -3 | 243/3 . ‘?
135° % # -1 V2 —J2 -1
1500 % % ‘? 2 2313 | -3
165° %(\/5—1) V2 (3 +1) | -(2-3) | V2(V3+1) | - V23 -1) | - [2++3)
180° 0 1 0 oo 1 0

Fuente: Handbook of Mathematical Functions With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables (Abramowitz, Stegun, 1972)







10 Circunferencias. Cuadrilateros ciclicos.

Una circunferencia puede no ser redonda.

Ninguno comprendiamos el secreto nocturno de las pizarras

ni por qué la esfera armilar se exaltaba tan sola cuando la mirdbamos.
Sélo sabiamos que una circunferencia puede no ser redonda

y que un eclipse de luna equivoca a las flores

y adelanta el reloj de los péjaros.

Ninguno comprendiamos nada:

ni por qué nuestros dedos eran de tinta china

y la tarde cerraba compases para al alba abrir libros.

Sélo sabiamos que una recta, si quiere, puede ser curva o quebrada
y que las estrellas errantes son nifios que ignoran las aritmética.

Rafael Alberti, Los angeles colegiales, en Sobre los angeles (1929)

En esta seccidn desarrollamos en un plano euclideo los resultados sobre circunferencias,
cuerdas y tangentes introducidos en el apartado 4.3 en el contexto de un plano de
Hilbert.

10.1 Angulos inscritos y cuerdas.
10.1.1 Teorema. Teorema del angulo central. (Elementos 3.20)

En un circulo, el angulo correspondiente al centro es el doble del correspondiente a la
circunferencia, cuando los angulos tienen como base la misma circunferencia.

A

Ademas, esta propiedad caracteriza los puntos de dicha circunferencia.

Demostracion. Trazamos el radio AO

ZCOB = 360°—(180°~2c) — (180°—23) = 360 180 + 2 ~180+ 23 =
20+28 =2(a+ ) =24

Problema propuesto: 7.22.



10.1.2 Corolario.
Dos angulos inscritos en una circunferencia abarcando cuerdas congruentes seran
congruentes:

R PQ = RS = /PAQ = /RBS

Demostracion. Los tridngulos APQO y ARSO seran congruentes por el criterio SSS,

luego Z/POQ = ZROS . Aplicando 10.1.1, ZPAQ :%APOQ = %AROS = /RBS .

10.1.3 Proposicion. EI Arco Capaz.

Dado un segmento AB y un angulo « , existird un arco en el que todo punto P del
mismo cumple ZAPB =« . A dicho arco le Ilamaremos arco capaz.

Un observador que se moviera por dicho arco siempre veria el segmento con el mismo
angulo « .



Para encontrar el arco capaz procederemos de la siguiente manera:

Trazamos la mediatriz r del segmento AB .

Trazamos una semirrecta s con un angulo « sobre el extremo A del segmento.
Trazamos la perpendicular ta s por A.

Sea O el punto de interseccion entre r y t.

El arco capaz sera la circunferencia de centro O y radio OA=0B.

En efecto, Sea M el punto medio de AB .
Los triangulos AAMO y ABMO son congruentes, pues son dos triangulos rectangulos

con catetos congruentes. Luego 90— a = ZOAB = ZOBA, y AO = BO, es decir, el
triangulo AABO es un triangulo isésceles con Z/AOB=180-2(90—«) =2«

Por 10.1.1, los puntos de la circunferencia con centro O y radio AO abarcaran un
angulo igual a la mitad del central, es decir, igual a « .




10.1.4 Teorema. Teorema de Tales. (Parte de Elementos 3.31)

R Dada una circunferencia de didmetro AB , todo angulo
<ACB sera recto si y solo si esté inscrito en dicha
circunferencia.

ZACB =90°<> C e (AB)

Demostracion. Sea un triangulo AABC cuyo lado AB es el diametro de una
circunferencia de centro D. Supongamos que el tercer vértice pertenece a dicha

circunferencia. Trazamos el radio DC . Puesto que CD = BD, el tridngulo ABCD es
isosceles en D y por tanto 2= ZDBC = «DCB .De la misma forma AADC es isdsceles

en D, luego o = ZDAC = ZACD . Asi pues, ZACB=a+ /.

Ahora bien, prolongando el lado AC hasta un punto E, sabemos que

también Z/ECB =« + £ (Es un angulo exterior), luego ZACB = ZFCB, y por tanto
ambos angulos son rectos.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un triangulo AABC rectangulo en C.

Trazamos la circunferencia de diametro AB . Supongamos que C no esté en esta
circunferencia.

Prolongamos la recta AC hasta un punto D que si pertenece a la circunferencia.
D
c

AT B

Por la primera parte de esta demostracion, ZADB seréa recto, pero ZACB también es
recto, ambas rectas seran perpendiculares comunes a una misma recta por un punto
exterior, luego C =D vy por tanto C pertenecera a la circunferencia.

Nota histérica. Tales vivio en Mileto, una isla griega en la costa de Asia Menor, entre 625 y 546 AC,
aproximadamente. Tenemos certeza de este periodo porque, seglin Herotodo, predijo un eclipse solar que
se ha podido datar, con las técnicas modernas, exactamente el 28 de mayo del 585 AC. Tradicionalmente
se ha sefialado a Tales como el primer gran fildsofo, matematico y cientifico griego. Se le considera
precursor del rigor légico en las demostraciones geométricas y del desarrollo practico y tedrico de la
geometria en general. Entre otras muchas anécdotas atribuidas a Tales, se cuenta que, en un viaje a
Egipto, Tales fue capaz de medir la altura de una pirdmide midiendo su sombra justo en el momento del
dia en que los objetos proyectaban una sombra igual a su altura.

Nota. Sobre la ambigiiedad del nombre "Teorema de Tales", léase la Nota 2 en el apartado 8.2.8.

Problema propuesto: 6.60.



10.2 Potencia de un punto respecto de una circunferencia.

10.2.1 Teorema. Teorema de la potencia.
Para cualquier par de cuerdas AB y CD que se corten en un punto P interior o exterior

de la circunferencia.

c
A A
B
\ ! PA-PB = PC-PD

Demostracidn. a) Si el punto P es interior, trazamos los segmentos AC y BD.

Y
N

B

Los triangulos AACP y ADBP son semejantes, pues ZCAP = /PCB y
ZACP = /PBD al ser angulos que abarcan un mismo arco (10.1.2). Luego sus lados
son proporcionales:

AP _PC . Ap.PB-PC.DP

DP PB
b) Si el punto P es exterior. Trazamos los segmentos AC y BD, con los que obtenemos
dos triangulos APAC y APDB que seran semejantes pues comparten el anguloen P y
/PAC = /BAC = #BDB = ZBDP pues son angulos que abarcan el mismo arco de la
circunferencia (10.1.2)

luego %:EQ PA-PB =PD-PC
PC PB



10.2.2 Teorema. Reciproco al Teorema de la Potencia.
Dados cuatro puntos A, B, C y D del plano, y siendo P = AB NCD, si se cumplen las
condiciones:

i) P pertenece a AB y CD, o bien no pertenece nia AB nia CD.
ii) PA-PB = PC-PD

Entonces los puntos A, B, C y D son cociclicos.

Demostracién. Supongamos que un punto P cumple las dos condiciones i y ii anteriores.
Sea D' el punto de corte entre la recta CD y la circunferencia circunscrita (ABC).
Aplicamos este mismo teorema para deducir que AP-PB =CP-PD'.

Puesto que, ademas, por hipotesis, se cumple AP-PB =CP-PD, se deduce
directamente CP-PD'=CP-PD vy por lo tanto PD'=PD.

Luego, o bien D = D', tal y como queremos ver, 0 bien D'y D' son puntos simétricos
respecto de P.

Pero, puesto que A, C, B y D’ pertenecen a una misma circunferencia, se cumple que P

pertenece a AB y CD' o bien ni pertenece a AB nia CD',ysi Dy D' son puntos
simétricos respecto de P, entonces deja de suceder la condicion i, llegando a
contradiccion. Luego D=D'.

Nota. Es importante resefiar que si la condicion AP-PB =CP-PD, por si sola no
garantiza que los cuatro puntos pertenezcan a una misma circunferencia:

En la figura de la izquierda,
“ AP -PB =CP-PD, pero no pertenecen
‘\ a una misma circunferencia.

Es necesario asegurarnos de que el punto P pertenece al interior de los dos segmentos
AB y CD, o0 no pertenece a ninguno de ellos.

Problema propuesto: 5.40.

Nota histérica: Carnot, en su obra De la corrélation des figures de la géometrie de
1801, hizo notar que, trabajando con longitudes con signo, podemos considerar este
teorema y 10.1.5 como un mismo resultado. En efecto, si P pertenece al interior de la
circunferencia, PB = AB — AP, y si P pertenece al exterior de la circunferencia,

PB = AP — AB, es decir, en el producto PA-PB solo cambia el signo: Positivo si P es
un punto exterior y negativo si P es un punto interior.



10.2.3 Proposicion.
El diametro es siempre mayor que cualquier otra cuerda.

Demostracion. Sea una circunferencia c con centro O, sea CD un didmetro y sea AB
una cuerda que no sea diametro, es decir, que no contenga el punto O.
B

Entonces AAOB es un tridngulo, y por tanto podemos aplicar la desigualdad triangular:
|AB| <|AO| + OB|

Pero AO, OB, OC y OD son radios, luego ‘A_O‘:‘O_B‘:‘&‘:‘(T)‘ ,y por tanto
75130} {08 -0} 0o} 3

10.2.4 Proposicion.
Cuerdas congruentes equidistan del centro. Reciprocamente, cuerdas que equidistan del
centro son congruentes.

Demostracion. Sean AB y CD dos cuerdas congruentes de la misma circunferencia
c(O,r) . Trazamos los radios para completar dos triangulos AAOB y ACOD, que seran

congruentes por el criterio SSS.
B
/ C
A ‘

Son dos tridngulos isosceles en el vértice O y congruentes, por lo tanto sus respectivas
alturas por el vértice O seran segmentos congruentes (3.11.5), y en consecuencia la
distancia de cada cuerda al centro sera la misma.



10.2.5 Proposicion.
Dadas dos cuerdas, la mayor dista menos del centro. Reciprocamente, la que dista
menos del centro es mayor.

Demostracion.
B

Sean AB y CD dos cuerdas en la misma
circunferencia c¢(O,r). Sean D y E los pies de
las perpendiculares respectivas por el centro
O. Queremos ver que

}AB} < }CD} PN }Do} > }OE}

Supongamos que ‘E‘ < ‘ﬁ‘ Existira un

punto F en el interior de CD tal que

i AB =CF .

En los triangulos AABO y ACFO tenemos AB =CF, BO=OC y OF <OB (pues F
pertenece al interior de la circunferencia), luego |ZFCO|<|£BAQ|.

Sea G el punto medio de CF . D es el punto medio de ABy E es el punto medio de CD
(3.11.1).

Consideremos los triangulos AADO y
ACGO: AO=0C, AD=CG,
|£GCQ| <|£DAQ], luego [OD| > OG|.
Por ser AOEG rectangulo en ZE,
oG|> OE‘, y por transitividad,

OD| > OG‘ > ‘O_E‘ , tal y como queriamos ver.

10.2.6 Ejercicio. Triangulo isésceles con alturas y punto medio.

En un triangulo AABC , sea D el punto medio del segmento AB ysean AA'y BB'
alturas. Demostrar que ADA'B' es isosceles.

Solucion. Ejercicio 1.1.



10.2.7 Proposicion. Caracterizacion angular de una recta tangente.
Dado un tridngulo AABCy P un punto exterior al tridngulo,

P

¥ PA es tangente a la circunferencia < Z/PAB = Z/ACB

Demostracion. = Trazando el radio OB tenemos que #BOA=2./BCA por 10.1.1.

OB =0A, luego ABOA es isosceles, y por tanto ZABO = Z/BAO =90—« .
Puesto que por hipotesis 90 = ZPAO , tenemos

90 = ZPAO = ZPAB + /BAO = Z/PAB+90—a = /PAB = .

< El razonamiento anterior es simétrico. Puesto que si « = ZBCA entonces
/BAO =90-«, entonces

/PAO = /PAB + /BAO = a +90 — a = 90°

es decir, PA L AO, y por tanto PA es tangente a la circunferencia por 4.3.8.

Observacion: Al trabajar con angulos sin signo, necesitamos garantizar que P sea un
punto externo al triangulo. Pues en caso contrario no necesariamente seria tangente:

/P'AB = ZACB, sin embargo AP' no es tangente a la
circunferencia.

Problema propuesto: 5.14.



10.2.8 Teorema. Teorema de la Tangente-Secante. (Elementos 3.36 y 3.37)
Sea P externo a una circunferencia @ , y supongamos que P pertenece a una cuerda AB
de w.Sea T € w . Entonces:

TP es tangente a @ <> TP® = AP -BP

En cuyo caso TP? =OP? —r?

Demostracion. = Puesto que TP es tangente a la circunferencia, aplicamos la
proposicion anterior para deducir que ZBTP = ZPAT , luego ATAP =~ ABTP, y por
tanto

£=E:> AP -BP =TP®

TP BP

La identidad OP* —r? es una simple aplicacion del Teorema de Pitagoras.

<=Seguimos la demostracion de Elementos 3.37:
Trazamos una tangente QP a la circunferencia.

Por ser QP tangente, se aplica la primera parte de esta misma demostracion para deducir
que PQ? = AP-BP, pero por hipdtesis TP> = AP-BP, luego PQ* =TP*> = PQ =TP.
Puesto que, ademés, OT =0Q, aplicando el criterio SSS de congruencia de triangulos
tenemos que AOQP = AOTP, y por tanto ZOTP = Z0QP =90°. Luego, por 4.3.8a, la
recta TP sera tangente a la circunferencia.



10.2.9 Proposicion. Dos segmentos tangentes concurrentes son congruentes.

AC =BC

Demostracién. Trazando el segmento OC encontramos dos tridngulos rectangulos que
comparten un cateto: OA= OB Y la hipotenusa comin OC . Luego, por el criterio HL
(3.8.7) seran congruentes, y por tanto AC = BC.

10.2.10 Teorema. Caracterizacion de los cuadrilateros con circunferencia inscrita.

Un cuadrilatero tiene una circunferencia inscrita si y sélo si coinciden las sumas de los
lados opuestos:

a+c=b+d

Demostracion. Para demostrar su necesidad basta aplicar la proposicion anterior a los
ocho segmentos involucrados, que seran iguales dos a dos:
A

a+C=X+y+z+t=y+z+x+t=b+d

(queda por demostrar la suficiencia)

10.2.11 Teorema. El Teorema de la mariposa.
Sea M el punto medio de una cuerda PQ de una circunferencia. Sean AB y CD otras

dos cuerdas que pasan por M. Sean X e Y los correspondientes puntos de corte de PQ
con AD y BC. Entonces M es el punto medio de XY .



Demostracion. Trazamos las perpendiculares XX' a AM por Xy XX'" a DM por X. De
la misma forma trazamos las perpendiculares YY'aMB por Yy YY" a MC por Y.
C

IXMX = ZYMY "= AMXX '~ AMYY ‘= MX _ XX

MY  YY'
IXMX "= ZY MY = AMXX "~ AMYY s MR _ XX®
MY YY"

Aplicando el teorema 10.1.2:

IXAX = /Y"CY = AAXX "= ACYY " 28 _ AX

YY" CY

/XDX"'= /YBY ' = AXDX "~ AYBY '= 25 _ DX

Y BY

De lo que deducimos:
MX)  MX MX  XX' XX" XX' XX" AX DX

(MY] TMY MY O YY' YU YYU YT CY BY

Por otro lado, por 10.1.5, AX -DX =PX -QX y CY -BY =PY -QY, con lo cual
AX DX PX-QX (PM —XM)(XM +MQ)
CY BY PY-QY (PM +MY)QM —MY)

Puesto que PM = MQ,
(PM — XM)(XM +MQ) = (PM — XM)(XM +PM) = PM? — XM?
(PM +MY)(QM —MY) = (PM + MY)(PM —MY) =PM?* —YM?

Asi pues, y utilizando la igualdad % _t+a_, % _

, llegamos a
d+b

<
d



=1= XM?=YM?* = XM =YM

MXZ_(MXJZ_PMZ—XMZ _ PM?
MYZ \MY)  PMZ-YM? PM?

Y por tanto M es el punto medio del segmento XY.

Observacion 1. Esta demostracion se debe a Coxeter y Greitzer (“Geometry
Revisited”, 1967, pag. 46), y es la que aparece en la wikipedia.

Observacion 2. En el apartado 12.2.6 se demostrara este teorema mediante técnicas
proyectivas.

10.2.12 Ejercicio.
La cuerda comun de dos circunferencias secantes es perpendicular al segmento que une
sus centros.

Demostracion. APBQ es una cometa pues AP =~ BP y AQ = BQ, luego basta aplicar
3.13.2 para deducir que AP L P_Cj

10.2.13 Definicion. Potencia de un punto respecto a una circunferencia.
Se define la potencia de un punto P respecto a una circunferencia @ de radio r como

p(P,@) = PO* —r?

Por lo tanto, la potencia sera positiva si el punto P es externo a la circunferencia,
negativa si s un punto interno y cero si se encuentra en la propia circunferencia.



10.2.14 Proposicion.
a) |p(P,w)| =PA-PB donde Ay B son los puntos de corte de cualquier secante a la

circunferencia @ que pase por P.
b) Si P es externo a la circunferencia, p(P,@)=PT? donde T es el punto de corte entre
@ Y su tangente por P.

Demostracion. Es una relectura del teorema 10.2.8.

Problemas Propuestos: 7.47, 7.49, en 6.20 encontramos una bonita aplicacion de estos
conceptos basicos para la resolucion de todo un problema IMO (Problema #2 del afio
2009).



10.3 Poligonos regulares.

10.3.1 Definicidn. Poligono regular.
Diremos que un poligono es regular cuando todos sus angulos y todos sus lados sean
congruentes.

10.3.2 Definicidn. Poligono inscrito en una circunferencia.

Diremos que un poligono esta inscrito en una circunferencia cuando todos sus vértices
esten sobre la circunferencia; de la circunferencia diremos que esta circunscrita al
poligono.

10.3.3 Teorema.
Todo poligono regular de n lados se puede descomponer en n tridngulos isésceles con

angulo central 360/n y angulo lateral 90(1—% . Los angulos internos de un poligono
n

regular miden 180(1—% . Todo poligono regular se puede inscribir en una
n

circunferencia.

Demostracion. Sea un poligono regular B, P, P, R,...P,.

Trazamos las mediatrices m, de PP, y m, de P,P,. No pueden ser paralelas pues son
perpendiculares a dos rectas no paralelas, luego se cortaran en un punto O.

Por la caracterizacién de mediatrices (3.9.8), BO=P,0,y P,O=P,0, luego los
triangulos APOP, y AP,OP, son isdsceles en O, y son congruentes por el criterio SSS.
Por lo tanto ZP,RO = /R P,0= £/P,P,O = /P,PO.
Llamemos « al &ngulo de los vértices del poligono:

o= |4PlP2P3| = |4P2P3P4| =.= |4PnPlP2|
Entonces

| ZOP,P,| = o —|ZOP,P,| = a—% :% -

Puesto que se cumple ademas P,P, =P,P, y P,O = P,0, por el criterio SAS deducimos
que AP,OP, = AP,OP,, y por tanto OP, = OP, .

Este procedimiento lo podemos repetir una y otra vez hasta llegar al tltimo veértice P, ,
es decir, el punto O es el centro de la circunferencia circunscrita al poligono.

|ZOP,P)|




10.3.4 Corolario. Propiedad fundamental del hexagono.
El lado de un hexagono regular es igual al radio del circulo circunscrito.

Demostracion. Un hexagono regular se puede descomponer en 6 tridngulos rectangulos

con &ngulo central 360/6 =60° y angulos laterales 90(1—%) =60°, luego son

triangulos equilateros (3.8.6), de lo que se deduce facilmente el enunciado.

10.3.5 Definicién. Apotema.

Se Ilama apotema de un poligono regular a la distancia del centro a los lados.
Esta definicion esta bien construida puesto que sabemos que todas las cuerdas
congruentes son equidistantes al centro (10.1.8).



10.4 Area del circulo y longitud de la circunferencia. EI nimero Pi.

10.4.1 Proposicion. Sucesion de poligonos regulares inscritos en una
circunferencia.

Sea un poligono regular de n lados R, =P, P, ...P,, inscrito en la circunferencia de
centro O.

Denotaremos su lado por I, su perimetro por p, y su apotema por a.

Claramente p, =n-I,

En 10.3.3 ya vimos que todo poligono regular se puede descomponer en n tridngulos
isosceles APOR,, , todos ellos congruentes entre si, luego

i+1
n-l,-a -a
[R,]=n-[APOPR,]= = p"2 n

Si duplicamos el numero de lados del poligono R, — R,,,, observamos las siguientes
relaciones:

i) I >1,, (pues el angulo central decrece por 10.3.3 y aplicamos 3.7.9)
i) 1, >1,, = a, <a,, (Proposicion 10.1.9)
ii) I <21, (por la desigualdad triangular), y por tanto

Py =N-1, <2n-1,, = p,,

iv) [R ]= pnz'a" < p2n2~ & p2n2-a2n -[r,.] (aplicando i y iii).

Si realizamos este proceso una y otra vez, obtenemos una sucesion de poligonos
regulares inscritos en la circunferencia
R,—& R, &R, >R, —...

Con sucesiones de lados, apotemas, perimetros y areas asociados cumpliendo

>, >1,, >l >..
a, <y, <d,, <ag, <...
pn < p2n < p4n < p8n <.

[R]<[Ron]<[Ran] < [Ran] <.



Las sucesiones de apotemas, perimetros y areas son estrictamente crecientes. La
sucesion de apotemas esta acotada superiormente por el radio de la circunferencia, la
sucesion de perimetros esta acotada por el perimetro de cualquier poligono que
contenga la circunferencia, y la sucesion de areas esta acotada por el area de cualquier
poligono que contenga la circunferencia.

Ahora podemos aplicar uno de los teoremas mas importantes del analisis real: Toda
sucesion de numeros reales creciente y acotada superiormente tiende a su supremo.

Definiremos la longitud de la circunferencia por L = II(im Py, y definiremos

el area de la circunferencia por A= lim[R, ].
—®

10.4.2 Proposicion. El nimero Pi.
La razon entre la longitud de la circunferencia L y su diametro es constante, es decir, es
independiente de la circunferencia que tomemos. A dicha constante la denotaremos por

la letra griega = .

Demostracion. Supongamos que tenemos dos circunferencias de radios diferentes
c(O,r) y c'(O,1).

Sea R, =P,P,...P, el poligono regular de n lados inscrito en ¢, y sea R, =P,P,...P. el
poligono regular de n lados inscrito en c’.

o) r 'P

Puesto que ambos poligonos son semejantes, AOPP, = AO'P,P,.
Luego sus lados son proporcionales, en particular

ﬁzpl:la? 0 equivalentemente, I—”=I—r"<:>n—|":%<:>&=&
OF, OP, r r 2r 2r 2r 2r'

Tendiendo al limite,
L lim P lim P L . La igualdad Lt garantiza que dicha razén es la
2r koe2r koo2y' 21 2r 2r

misma independientemente de la circunferencia que tomemos.

Fuente: “Elementos de Geometria”, Jaime Escobar Acosta



10.5 Cuadrilateros ciclicos. Puntos cociclicos.

10.5.1 Definicién. Cuadrilatero ciclico. Puntos cociclicos.
Un cuadrilatero ciclico es aquel que se puede inscribir en una circunferencia.

B

Diremos que cuatro puntos A, B, C y D son cociclicos cuando forman un cuadrilatero
ciclico.

Si un cuadrilatero es ciclico su circunferencia circunscrita sera la circunferencia
circunscrita al triangulo formado por tres de sus vértices, luego el centro sera la
interseccion de las mediatrices de dos lados cualesquiera del cuadrilatero.

10.5.2 Proposicion. Primera caracterizacion de los cuadrilateros ciclicos.
Un cuadrilatero es ciclico si y dos de sus angulos opuestos son suplementarios, es decir,

suman 180°:
Z/ABC + Z/ADC =180°

En cuyo caso los otros dos angulos opuestos también son suplementarios:
Z/BAD + /BCD =180°

Demostracion. Supongamos que ABCD es ciclico. Entonces se puede descomponer en
cuatro triangulos isésceles con vértice comun en el centro de la circunferencia
circunscrita, pues todos ellos tienen dos lados iguales al radio de dicha circunferencia.



La suma de los angulos de un cuadrilatero es 360°, luego:
a+a+b+b+c+c+d+d=360°=2a+2b+2c+2d =360°=

2(@+b+c+d)=360°=a+b+c+d=180°=a+d+c+b=180°=
ZA+ 2C =180°

Demostraremos el reciproco por reduccion al absurdo. Supongamos gue tenemos un
cuadrilatero ABCD en el que dos de sus angulos opuestos son suplementarios:

B+ /D =180°. Trazamos la circunferencia que pasa por los puntos A, By C.
Supongamos que el cuadrilatero no es ciclico, es decir, que esta circunferencia no pasa

por D. Sea E el punto de interseccidon de la circunferencia con la recta AD .

E 1D

Entonces el cuadrilatero ABCE seré ciclico, luego, por la primera parte de esta
demostracion, cumplird B+ ZE =180°, por lo que ZE = ZD. Luego EC//IDC, y

como tienen un punto en comun C, EC = DC, de lo que deducimos que E=D, es decir,
el cuadrilatero es ciclico, llegando a contradiccion.



10.5.3 Proposicion. Segunda caracterizacion de los cuadriléteros ciclicos.
Un cuadrilatero es ciclico si y s6lo si el angulo entre un lado y su diagonal es igual al
angulo entre el lado contrario y la otra diagonal:

Demostracién. Si los cuatro puntos son cociclicos entonces ZADB = ZACB pues son
angulos que abarcan el mismo arco de circunferencia (10.1.2).

Veamos el reciproco. Sea P el punto de corte entre las dos diagonales.
Los tridngulos AADP y ABCP son semejantes pues comparten dos angulos iguales.

Luego % :% y puesto que ZDPC = ZAPB,, los triangulos ADCP y AABP seran

semejantes por el criterio SAS de semejanza.
Por lo tanto /BAP = ~/PDC y ZABP = /DCP

Luego «D+ /B = ZA+ ZABP + /PBC = ZA+ £/PCD + /PAD =180, y de la misma
manera ZA+ ~C =180°, con lo que podemos aplicar el criterio 10.4.2 para deducir que
los cuatro puntos son cociclicos.



10.5.4 Teorema. Caracterizacién de cuatro puntos no alineados cociclicos.
Dados cuatro puntos A, B,C,D no colineales,

a) Si C y D son colaterales respecto de AB y ZACB = ZADB entonces ABCD es un
cuadrilatero ciclico.

b) Si C y D estan en lados opuestos de AB y ZACB+ ZADB =180, entonces ABCD es
un cuadrilatero ciclico.

Nota: Este teorema se utilizard en 20.12 para demostrar una caracterizacion de los
puntos cociclicos mediante numeros complejos.

Demostracién. Son las dos proposiciones anteriores.

10.5.5 Ejercicio.
Si un trapecio ciclico no es un rectangulo, sus lados no paralelos tienen la misma

longitud.
D

B

Demostracion. Sea ABCD un cuadrilatero ciclico tal que AD// BC.

Si AB//CD entonces es un paralelogramo, luego por 7.1.2d sus angulos opuestos son
congruentes, y puesto que son suplementarios porque el cuadrilatero es ciclico, seran
rectos. Luego es un rectangulo, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto AB y CD no

son paralelos. Sea O su punto de corte.
D

Puesto que AD// BC, tenemos que £A y ZB son suplementarios. Pero por ser un
cuadrilatero ciclico, /B y ZD son suplementarios, luego por Z/A= /D.

Luego el tridngulo AAOD es isésceles en O, y por tanto AO = DO.

Por estar los tridngulos AAOD y ABOC en posicién de Tales, % = % =1,y por

tanto AB=CD.



10.5.7 Teorema. Teorema de Ptolomeo.
En un cuadrilatero ciclico ABCD, la suma de los productos de sus lados opuestos es
igual al producto de sus diagonales.

AB-CD+BC-DA=AC-BD

D

Observaciones. El reciproco de este teorema también es cierto: Todo cuadrilatero que
cumple esta igualdad es ciclico.

Este teorema es una generalizacion del teorema de Pitagoras, que queda como un caso
particular cuando el cuadrilatero es un rectangulo.

Este teorema se generaliza en la llamada "Desigualdad de Ptolomeo™ (ver 13.2.7).
En el problema 4.42 se demuestra este teorema mediante la inversion, una técnica que
se introducira en el Tema 13.

Ejercicio propuesto: El Problema 1.28 es una lista de ejercicios para practicar el
Teorema de Ptolomeo.

Nota histérica. Ptolomeo (Claudius Ptolemaeus) nacié en Egipto en el afio 90 DC y
fallecio en el 168. Fue un matematico, astrénomo, musico, quimico y gedgrafo griego.
El teorema que lleva su nombre lo encontramos en un tratado suyo Ilamado Almagest.

Demostracion. Sabemos que #BAC = #ZBDC (10.1.2) y ZADB = ZACB (10.4.2)
Sea K un punto del segmento AC tal que ZABK =_~/DBC.

A

|AK| [CD)|
Luego —— =——=|AK|-|BD|=|CD|-|AB| (1)
|AB| |BD|



Los triangulos AKBC y ADBA son semejantes, por el criterio AA y teniendo en cuenta

que
ZABK + ZKBC = ZABC = ZCBD + #/DBA = ZABK + ZDBA =
ZABK + ZKBC = ZABK + ZDBA = ZKBC = ZDBA

KC| _|AD) = |KC|-|BD|=|ADJ-|BC]| (2)

L | it
"% 18c| " |BD)|
Sumando (1)+(2):
|AK|-|BD|+|KC|-|BD|=|CD|-|AB|+|AD|-|BC| =
QAK| +|KC|)~|BD| =|CD|-|AB|+|AD|-|BC| =
|AC|-|BD|=|CD|-|AB|+|AD|-|BC]|

Una demostracion alternativa muy interesante es la siguiente.
Partimos del cuadrilatero ciclico ABCD en el que marcamos sus lados, diagonales y

angulos de la siguiente manera:

Consideramos el triangulo AACB y multiplicamos sus lados por f, obteniendo asi un

triangulo similar de lados bf, cf y ef.
Consideramos el triangulo AABD y multiplicamos sus lados por b, obteniendo un

triangulo similar de lados db, cb y fb.
Consideramos el triangulo ABCD y multiplicamos sus lados por ¢, obteniendo asi un

triangulo similar de lados ac, bc y fc.




AACB tiene el lado bf en comdn con AABD ' tiene el lado cf en comdn con ABCD

Y uniéndolos forman un cuadrilatero. En efecto, D, C y B estan alineados puesto que
y+y+0+n :(7/+5)+(;(+77):180°

ya que los &ngulos opuestos de un cuadrilatero ciclico son suplementarios (10.4.2).
Los lados opuestos son congruentes, pues ambos son bc, y son paralelos, pues
(B+6)+(e+ x) =(B+a)+(s+¢)=180° nuevamente por 10.4.2.

Aqui hemos utilizado que 6 =a y y = ¢ por abarcar los mismos arcos.

Luego S +0 Yy €+ y son suplementarios, y por tanto los lados opuestos bc son
paralelos. Se trata de un paralelogramo, pues tiene dos lados opuestos iguales y

paralelos (7.1.3), luego los otros dos lados opuestos son congruentes, es decir,
ef =ac+bd, tal y como queriamos ver.

Fuente : web “dmat csc”

10.5.8 Corolario.
En un cuadrilatero ciclico ABCD en el que la diagonal AC pasa por el centro de la
circunferencia circunscrita (es decir ZD = ZB =90°), se cumple:

sin A:ﬁ
AC

Demostracion. Aplicamos la formula 9.3.1a y el teorema de Ptolomeo (10.5.7)

sin A=sin(£DAC + ZCAB) =sin(£DAC)cos(£CAB) + cos(£DAC)sin(£CAB) =
_ DC AB +AD BC CD-AB+AD-BC AC-BD BD
AC AC AC AC AC? AC? AC

Problema propuesto: 6.1.



10.5.9 Teorema. La formula de Brahmagupta.
Sea un cuadrilatero ciclico convexo ABCD . Definimos a = ‘AB‘ , b= ‘BC‘ ,Cc= ‘CD‘,

d :‘m y s=(a+b+c+d)/2. Entonces:
A

[ABCD]=./(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

B
N
Demostracion. Trazamos la diagonal AC . Sea /B = /ABC y ~D = ZADC.
Aplicamos el Teorema del Coseno a los triangulos AABC y AACD :
a’+b? —2abcos #/B = AC* =d?*+c* —2cd cos D
Puesto que es un cuadrilatero ciclico, sus angulos opuestos seran suplementarios:
/B+ /D =180°, luego cos /B =-cos /D, y por tanto
a’+b?* —2abcos /B = AC? =d* +c¢* +2cd cos /B <
a’+b*—c*-d?

a’+b?—c?—d?=2cos /B(ab+cd) < =cos /B
2(ab+cd)

Luego
sin® Z/B =1-cos® Z/B = (1—cos /B)(1+ cos /B)

(1 a’+b?-c*—d? 14 a’+b®-c*—d?
2(ab+cd) 2(ab+cd)

_2(ab+cd)-(a® +b*—c*-d*) 2(ab+cd)+(a®+b*-c®-d?)

2(ab+cd) 2(ab+cd)
_ (2(ab+cd)—(a% +b? —c? —d?))2(ab+cd) + (a® +b? —c? —d?))
4(ab +cd)?
_(2ab+2cd —a® —b*+c? +d?)2ab+2cd +a% +b* —¢? —d?)
4(ab+cd)?
(c+d)-(a-b)*)(a+by —(c—d)z)_(l)
4(ab +cd)?

Por otro lado
(a+b)*—(c-d)*=(a+b+c—d)(@+b+d—c)=4(s—d)(s—c)
(c+d)*—(a—b)* =4(s—a)(s—b)

Luego

4(s—a)(s—b)4(s—d)(s—c) 4(s—a)(s—b)(s—d)(s—c)

@)= 4 2 2
(ab+cd) (ab+cd)

Y por tanto, teniendo en cuenta que 0 < /B, 2D <180 = sin B >0,



2y/(s—a)(s—b)(s—d)(s—¢c) _,
ab+cd

= J(s—a)(s—b)(s—d)(s—c) <

sin /B =

(ab+cd)sin B
2

absi; £B  cd Si; 2L _ [5-a)s-b)is-d)s—0) <

[AABC]+[AACD]=./(s—a)(s—b)(s—d)(s—¢c) &

[ABCD]=./(s—a)(s—b)(s—d)(s—c)
donde hemos utilizado que sin £B =sin ZD pues son angulos suplementarios.

10.5.10 Corolario. Area de cuadrilateros ciclicos con circunferencia inscrita.
Si el cuadrilatero es convexo, ciclico y ademas contiene una circunferencia inscrita, la

férmula de Brahmagupta se reduce a

| ' [ABCD]=abcd

Demostracién. Si existe una circunferencia inscrita en el cuadrilatero se tiene que
a+c=b+d (10.1.14), y por tanto
g_atb+crd 2(a+b)
2 2
a-s=a—-(a+b)=-b,b—s=b—-(b+d)=-d
c-s=c—(a+c)=—-a,d—-s=d—-(b+d)=-Db

Luego [ABCD]=/(a—s)(b—s)(c—s)(d —s) = /(-b)(-d)(-a)(-b) = /abcd

=a+b

10.5.11 Teorema. Formula de Heron.

El area de un triangulo AABC es
C

[AABC]=/s(s—a)(s—b)(s—c)

donde s es el semiperimetro:
s=(a+b+c)/2

A c B

Demostracion. Puesto que todo triangulo es circunscribible (se demostraré en 11.6.2),
podemos considerar la formula de Heron como un caso particular de la formula de
Brahmagupta cuando C=D, es decir, d=0.

Nota histérica. Brahmagupta (598 - 670) fue el matematico indio mas famoso de su
tiempo. Escribié dos importantes tratados en astronomia y matematicas:
Brahmasphutasiddhanta y Khandakhadyaka.



10.5.12 Teorema. La formula de Bretschneider.
La formula de Bretschneider extiende la formula de Brahmagupta a cualquier tipo de
cuadrilatero, no necesariamente ciclico:

A= \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcd -cos{#j

donde a, b, ¢ y d son los lados del cuadrilatero, s su semiperimetroy « y £ son dos
angulos opuestos del mismo.

Nota histdrica: El matematico aleman Carl Anton Bretschneider descubri6 esta
férmula en el afio 1842. Esta misma formula fue descubierta ese mismo afio por otro
matematico aleman, Karl Georg Christian von Staudt.

10.5.13 Corolario.

La férmula de Bretschneider tiene un interesante corolario: Los cuadrilateros ciclicos
son aquellos que tienen un area maximal entre todos aquellos cuadrilateros con la
misma secuencia de longitudes en los lados, en particular, entre aquellos con el mismo
perimetro.

10.5.14 Proposicién.
Sea un cuadrilatero ABCD ciclico,y R= AC nBD el punto de interseccion de sus
diagonales. Entonces se cumple

- B

AR _ AB-AD
CR BC-CD

Demostracién. AARB ~ ADRC y AARD ~ ABRC . Luego
AB_AR_BR BC_RC_PBR
CD RD RC ° AD RD RA

AR AR RD AB AD
Y por tanto — = . = .
CR RD CR CD BC



10.5.15 Teorema. La férmula de Parameshavara.
Dado un cuadrilatero ciclico de lados consecutivos a,b,c,d, el radio R de su

circunferencia circunscrita viene dado por la formula:

R \/(ab +cd)(ac+hd)(ad +bc) E\/(ab +cd)(ac+hbd)(ad +bc)
- 4[ABCD | 4\ (s-a)(s—h)(s—c)(s—d)

Nota histdrica: Este teorema recibe su nombre en honor del matematico y astrologo
indio Vatasseri Parameshavara Nambudiri (c.1380-1460)

Problema propuesto: #7.65



10.6 La razén aurea.

A LA DIVINA PROPORCION

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razon de la hermosura
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,

durea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

que el universo arménico origina.
A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco flores regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.
Luces por alas un compés ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.
A ti, divina proporcion de oro.

Rafael Alberti

10.6.1 Definicion. Razon aurea. (Elementos Definicién 6.3)

La definicion 3 del Libro Sexto de los Elementos de Euclides afirma lo siguiente:

“Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon cuando la recta entera
es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor”. Es decir, un
segmento quedara dividido en razon aurea cuando

a+b a
a b ——=—cona>b

a

10.6.2 Definicion. El nimero de oro.
Diremos que dos nimeros a,b, a>b, estan en razén aurea cuando

a+b _a

a b
Definiendo ¢:a—+b:3, nos queda ¢:ib—g+9:1+9:1+1,
a b a a a 1/

Y multiplicando por ¢ llegamos a la ecuacion ¢ =¢+1, que tiene por soluciones

¢:1i1/1—4(—1) 145
2 2

Tomamos como definicion del nimero de oro a la solucidn positiva de la ecuacion, es
decir, el nUmero
1++/5

2

=1.6180339887498948...

¢ =

El nimero aureo aparece con frecuencia en la naturaleza y esta ligado con la sucesion

de Fibonacci, ya que lim FL” =¢,donde F, esel n-ésimo término de la sucesion.
nN—oo



10.6.3 Teorema.
La diagonal y el lado de un pentagono regular estan en la razén aurea.

Demostracion. Podemos descomponer un pentagono regular en cinco triangulos
isdsceles de angulo central 72° y &ngulos laterales de 54°. Trazados dos de sus

diagonales, AD y BE:

Los tridngulos AEAB y ADEA son congruentes aplicando el criterio SAS, luego
EB = DA, es decir, todas las diagonales del triangulo son congruentes dos a dos.

Sea F el punto de interseccion entre EB y AO y G el punto de corte de las dos
diagonales. El cuadrilatero ABOE es una cometa, luego sus dos diagonales EB y AO se
cortan en angulo recto (3.13.2). Es decir, Z/EFD =90°. Luego

/FEO =180-72-90=18°, ZAEF = Z/AED —108—-54-18=36°

Por simetria Z/GAF = ZFEO =18°, y por ultimo, Z/FGA=180—-90-18=72°

A

D ‘c

Sea x=AE=AB=...ysea y=EB.

Aplicamos el Teorema del coseno al triangulo AEAB :

x* = X%+ y? —2xy c0s(36°) = 2xy c0s(36°) = y* = 2xc0s(36°) = y =

1+J€:X:$¢:1+J§:1
4 X 2 X

2c05(36°) = Y = 2
X



5

Si no queremos utilizar la igualdad cos(36°) =lT , (porque su demostracion

ciertamente es equivalente a nuestro teorema), se puede argumentar alternativamente de
la siguiente manera:

El cuadrilatero EBCD es ciclico, puesto que lo es el pentagono del que forma parte,
luego aplicamos el Teorema de Ptolomeo (10.5.9) para deducir la igualdad

2 2 2 2
X2+Xy:y2:>X2+W_y2:OjWZOSX_Z+ﬁ2_y_2:
X X° X% X
2
:>1+X—y_2:o
X X
Denominando z _Y nos queda la ecuacion 1+z+z2° =0z = 1+2‘/§ =¢
X

10.6.4 Proposicion. Triangulos auricos.

Los triangulos 36-108-36 y 72-36-72 se denominan triangulos &uricos puesto que sus
lados estan en razén aurea.

Demostracidn. El caso del triangulo 36-108-36 se ha visto en el teorema anterior.
Apoyandonos en este resultado demostramos el segundo:
A

D

Sean y=EB=AD, a=BG=GD, b=GA=GE.
=¢p=y=¢a

y-b ga-b ga b  a a ,a a
_y-b_4a-b_¢ b_,a ,_a_ja_ ,_a, o 48 1 _
b Tl T e Sl e e

La Gltima igualdad se basa en la propiedad fundamental del nimero aureo: ¢* =¢+1.

y
a
a
b



10.6.5 Teorema. Elementos 13.9.
El lado de un hexagono y de un decagono inscritos en el mismo circulo estan en la
razon aurea.

; CD+AC CD
AN f ™ CD AC

Al e B

Encontramos este teorema en la Proposicion 9 del Libro 13 de Los Elementos: “Si se
unen el lado de un hexagono y el de un decagono inscritos en el mismo circulo, la recta
entera queda cortada en extrema y media razén, y su segmento mayor es el lado del
hexagono”.

Demostracién. Inscribimos el decdgono regular dentro de una circunferencia de centro
O y didmetro AB. Sea AC uno de los lados del decagono. Sea D un punto de la
circunferencia de forma que CD sea un lado del hexagono. Sabemos (10.3.4) que el lado
del hexéagono es igual al radio de la circunferencia, luego CD =CO.

Prolongamos la semirrecta AC hasta un punto E tal que CE=CO=CD.

E
A
."; 4 .""-‘

Sea f=2/A0C y ¢ susuplementario. Puesto que tratamos con un decagono, 6 =44.
Sea y = ZCOE. Por ser ACOE isosceles, y = ZCEO.

Sea o = ZACO = ZCAO.
Por el teorema del &ngulo exterior, « =2y y 6 =2, luego 6 =4y .

De 6=4y y 6 =4, deducimos que 6 =2.
Los triangulos AAOC y AAEO son semejantes por el criterio AA:



E AE AO

Luego — =——. Pero
[\ AO AC
\ AE=AC+CE=AC+CO=AC+CD vy AO=CD, por
\1 ) lo tanto
| " \ AC+CD CD
CD AC
\\\\ \ -
g tal y como queriamos ver.
oA B

10.6.6 Teorema.
Dado un pentagono regular inscrito en un circulo, el cuadrado de su lado es igual a la

suma de los cuadrados de los lados de un hexagono y un decagono inscritos en el
mismo circulo.

2

=b® +c?

a

Demostracion. Sea ABCDE un pentagono regular inscrito en una circunferencia de
centro O.

Ya hemos visto que este pentagono se desmonta en cinco triangulos isosceles
congruentes de angulos 54°-72°-54°,

Para determinar el decagono regular trazamos la mediatriz del lado AB por su punto
medio F, y sea G su punto de corte con la circunferencia. Por las propiedades de los
triangulos isosceles, AG =GB seré el lado del decagono, formado por diez tridngulos
isdsceles de angulos 72°-36°-72°.

Trazamos ahora la mediatriz de GB por su punto medio I. Sea J su punto de corte con la
circunferencia y sea H su punto de corte con el lado AB del pentagono.




ZG0J =~/GOB=18"= L/A0J = ZAOG + ZGOJ = 36°+18°=54°, luego el tridngulo
AAOH es un triangulo isdsceles 54°-72°-54° y por tanto es semejante al triangulo
AABO .
Luego AB =£:> AO?=AB-AH (1)

AO AH

Los triangulos AAGB y AGHB son semejantes, puesto que
Z/GBA=/GAB = ZGAO — ZBAO =72°-54°=18° y AGHB es un triangulo isdsceles
con los mismos angulos en la base.

aB.

Luego AB = ﬁ, y puesto que AG =GB, tenemos
AG GH
AB_AC L AG? = AB-GH 2)
AG GH
De () y (2):
AO? = AB- AH ) )
= AB-AH + AB-GH = AO* + AG* =
AG? = AB-GH

AB-(AH +GH)= A0’ + AG* =
AB? = AO* + AG?

(En la ultima igualdad hemos utilizado GH =HB = AH + GH = AH + HB = AB)

Donde AB es el lado del heptagono, AO es el radio y por tanto el lado del hexagono, y
AG es el lado del decagono, tal y como queriamos ver.






11 Rectas y centros del triangulo.

11.1 Razones con signo. Razon simple. Longitudes con signo.

11.1.1 Definicién. Razdn con signo de dos segmentos en una recta.
Dados cuatro puntos A, B,C, D alineados, con C = D, definimos la razén con signo

del segmento AB respecto de CD de la siguiente manera:

. % >0 siABACD esunasemirrecta

AB .
— =< 0en caso contrario
CD

Si AB nCD no es una semirrecta, puede ser un segmento, un punto o el conjunto vacio.

—_—

En esta definicion suponemos é:?) =0< A=B.

11.1.2 Proposicion. La Primera Razon Simple de tres puntos alineados.
Dados dos puntos diferentes A, B, para cualquier punto P perteneciente a la recta AB

. . L AP . .
definimos la Primera Razon Simple ) como un caso particular de la razon con

signo definida en 11.1.1, y se cumple:

a) £>0 siysolosi A*xP*B
PB

b) £<—1 siysolosi P*B*A
PB

C) —1<%<0 siysolosi P*A*B

d) Para cualquier real A =—1,0, existird un unico punto P de la recta tal que % =A1.

Demostracion.

—_—

a) Iﬁ:z >0 <> AP~ PC es una semirrecta <> A*P*C por el Ejercicio 2.3.30.

11.1.3 Proposicion.
Dados cuatro puntos A, B, X,Y de una recta, se cumple:

_ —

gzi@XzY
XB YB

Demostracion.



11.1.4 Proposicion. Razones con signo de areas con triangulos orientados.
La proporcionalidad entre area y distancia que encontramos cuando trazamos la ceviana
de un tridngulo (ver 8.2.6) se puede ampliar a razones con signo.

A

@
®® ©

C D B C B D

o [AACD]: |

DB [A4pB] ~

cD [MCD] +

== ==y
D5 [Aaps] *

Observamos que el area [EADB] es negativa porque el triangulo orientado AADB es
negativo porque el trayecto A— D — B se realiza en el sentido horario.

11.1.5 Proposicion. La Segunda Razén Simple de tres puntos alineados.
Dados dos puntos diferentes A, B, para cualquier punto P perteneciente a la recta AB
definimos la Segunda Razén Simple % como un caso particular de la razén con
signo definida en 11.1.1, y se cumple:
a) AP 0o PeAB
AB

b) % <0< Peop(AB) (ver2.3.27)
c) AP O=P=A
AB
11.1.6 Proposicion.
AX BX
Dados cuatro puntos A, B, X,Y de una recta, se cumple: N By & X =Y

11.1.7 Definicion. Longitudes con signo.
Dados dos puntos A, B de una recta, los segmentos AB y BA son iguales, contienen

los mismos puntos, y por lo tanto tienen la misma longitud: ‘E‘ = ‘ﬁ‘

Vamos ahora a suponer que, dados cualquier par de puntos A, B de unarectar,
podemos asociar una longitud con signo AB, que podra ser positiva 0 negativa, de
forma que

a) [AB| =|AB]

b) AB=-BA

¢) AB+BC = AC paracualquier A/B,Cer

Esta Gltima igualdad solo se cumplia con longitudes sin signo en el caso A*B*C,
mientras que ahora se cumple también para B*A*C y A*C*B.



11.1.8 Proposicion.
Dados cuatro puntos A, B,C, D alineados, siempre se cumple:

AB-CD+BC-AD=AC-BD
independientemente del orden de dichos cuatro puntos.

Nota: Trabajando con longitudes sin signo, la igualdad equivalente
el {co]-acl 0] -ac} o)

solo se cumple para algunas determinadas configuraciones de los puntos: A*B*C*D ,
B*C*D*A , C*D*A*B , D*A*B*C , D*C*B*A , C*B*A*D , B*A*D*C , A*D*C*B.

Demostracion.
AC -BD =(AB+BC)-(BC +CD)=AB-BC + AB-CD+BC-BC +BC-CD
AB-CD+BC-AD=AB-CD+BC-(AB+BC+CD)=

AB-CD+BC-AB+BC-BC+BC-CD
Y claramente ambas expresiones son iguales.

11.1.9 Proposicion. Longitudes con signo en rectas orientadas.
Si las rectas estan orientadas, es decir, si dados dos puntos A, B e r, podemos decir si

A<B o0 B<A, definimos AB como

[AB| siA<B

AB=1{-|AB| siB<A

0 siA=B
Esta construccién determina una longitud con signo.
Demostracion.
11.1.10 Definicion. Razén con signo deducida de una longitud con signo.
Toda longitud con signo determinara de forma natural una razén con signo de puntos

alineados:

Dados cuatro puntos A, B,C, D alineados, con C = D, definimos la razén con signo de
AB respecto de CD como el cociente % ahora entendido como division de dos

numeros, las longitudes con signo asociadas a los segmentos respectivos.



11.2 Teoremas de Ceva y de Menelao.

11.2.1 Teorema. Teorema de Ceva.
Dado un tridngulo ABC y tres cevianas AA’, BB’ y CC’, seran concurrentes en un
punto si y sélo si

AB' CA'" BC'

. . =+1
B'C AB C'A

Observacion: En 9.1.7 fue demostrado este teorema afiadiendo, ademas, una
caracterizacion trigonomeétrica.

Demostracion. Primera version, mediante triangulos semejantes:

Supongamos que las tres cevianas son concurrentes en un punto O. Trazamos por A una
paralela a CB. Sea C’’ el punto de interseccion entre esta paralela y CC’. Sea B’ el
punto de interseccion entre esta paralela y BB’.

Nos aparecen cuatro tridngulos semejantes:

OCA~OAC"= A _ AC” OAB~0AB"'— AO _ AB
AO  OA A0 AB"
OBC'~ AC'C"'— B¢ _ CB CBB'~ AB'B"— B _ AB"
AC' AC" BC  BC

Multiplicando todas las igualdades de la derecha, cancelando términos y pasando todos
los elementos restantes a la izquierda llegamos a la igualdad deseada:

CA' AO BC' AB'_AC" AB CB AB"_
AO AO AC' BC OA AB" AC" BC
CA' BC' AB'_AB_ CA BC' AB'_,

AO AC' BC OA  AB AC' BC




Supongamos por el contrario que la igualdad anterior se satisface para el triangulo ABC
y los tres puntos A’, B’ y C’ de los lados BC, AC y AB respectivamente. Sea O el punto
de interseccion de las rectas CC’ y BB’. Sea P el punto de interseccion entre AO y BC.
Vamos a ver que P=A".

Al triangulo anterior podemos aplicar el resultado anterior y por lo tanto
AB' CP BC'_
B'C PB C'A

AB' CA' BC'_,

ero por hipotesis tenemos que también se cumple . . =
Perop P q P B'C AB C'A

AB' CP BC' AB' CA' BC'

Lueg0 —— - —- = . .
B'C PB C'A B'C AB C'A

de donde deducimos que % = % y por tanto P = A’ aplicando 11.1.5.

Fuente de la demostracion: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM cap4.pdf

Segunda version, mediante areas:
Recordemos que las areas de los triangulos con igual altura son proporcionales a las
bases (ver 11.1.6).

CA' [AACA] [AOCA] [AACAT-[AOCA] [AACO]
AB [aAA'B] [AOAB] [AAA'B]-[AOAB] [ABAO]

BC' [ACBO] AB' [AABO]
c'A [aaco]” BC [acBO]
CA' BC' AB' _ [AACO][ACBO][AABO] _

Por lo tanto: =
ABC'AB'C [ABAO][AACO][ACBO]

De la misma manera:

Fuente de la demostracion: Coxeter.


http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf

11.2.2 Teorema. Teorema de Menelao.
Sea ABC un tridngulo y A’, B’ y C’ tres puntos sobre las rectas BC, ACy AB

respectivamente. Los tres puntos A’, B’ y C’ estaran alineados si y sélo si
A
AB' CA" BC _ 1
< B'C AB C'A

Demostracién. Sean P, Q y R los puntos de interseccion entre la recta y las
perpendiculares a ésta que pasan por C, A y B respectivamente. Al ser estas
perpendiculares paralelas entre ellas obtenemos varios triangulos semejantes:

‘A

AB' AQ . .
—— =—= porgue los tridngulos AQB' y CPB' son semejantes.
B'C  PC porq g QB'y ]

CA'_CP porque los tridngulos PCA' y A'BR son semejantes.

A'B RB
BC'_BR porque los triangulos BRC'y AQC' son semejantes.

C'A QA

AB' CA' BC'_ 1y v g

Luego . .
B'C AB C'A



Supongamos reciprocamente que A’, B’ y C’ dos tres puntos en las rectas BC, AC y AB
respectivamente cumpliendo la propiedad

AB' CA'" BC' _
B'C AB C'A

Sea P el punto de interseccion entre la recta B’C’ y BC. Vamos a ver que P = A':

y
p
A

El tridngulo ABC con los tres puntos alineados B’, P y C’ cumple la condicion de la
primera parte de esta demostracion, luego
AB'" CP BC'

B'C PB C'A

Por lo tanto AB° CP BC AB' CA' BC = (-1 (-1 =1 pero simplificando
B'C PB C'A B'C AB C'A

Ilegamos a
CP CA CP AB
— 1 — —

== - —=——,yportanto P=A"
PB A'B PB CA

Fuente de la demostracion: http:/sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf

Nota histdrica. Este teorema se atribuye a Menelao de Alejandria (alrededor del 100
AC). En 1678, un matematico italiano, Giovanni Ceva, publico el Teorema de Menelao
y un segundo teorema relacionado con éste.

Ejercicios propuestos: 1.29, 2.14.


http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf

11.2.3 Proposicion.
El teorema de Ceva y el teorema de Menelao son equivalentes.

Demostracion.
Primera parte: Ceva suponiendo Menelao. Sea ABC un triangulo y supongamos que
tres cevianas AA’, BB’ y CC’ concurren en un mismo punto P.

A

Aplicando el teorema de Menelao al triangulo ACA’ y la recta B’P, tenemos que
AB' CB AP _
B'C BA'" PA
Aplicando el teorema de Menelao al triangulo AA’B y la recta PC’, tenemos que
BC' AP AC _
C'A PA" CB
Multiplicamos estas dos igualdades:
1= (~1)(-1) = AB' CB AP BC' AP AC AB' AC BC
B'C BA' PA C'A PA' CB B'C BA' C'A
Donde hemos utilizado AP AP =1y c8 =1
PA PA' CB
AB' AC BC' 1 AB' CA" BC
B'C BA" C'A B'C AB C'A
El reciproco se demuestra por contradiccion.

Luego 1=

Segunda parte: Menelao suponiendo Ceva. Sea un triangulo ABC y A’, B’ y C’ tres
puntos alineados en sus lados:

X =BB'"CC', Y =AANBB'y Z =AANCC'



1. Aplicando Ceva a CBC’ y las cevianas CA, BX, C’A’ (concurrentes en B’):

CA" BA C'X _
A'B AC'" XC

AC B'Y BC'_
CB' YB C'A

CB AZ AB' _ 1
BA" ZA B'C

C'A BBA CX
A'B' AC XC'




5. Aplicando Ceva a B’BA’ y las cevianas B’Y, BC’, A’Y (concurrentes en A):

AC BY B'C'

CB YB' C'A

AB CB AZ _

B'C' BA ZA

Multiplicamos estas seis igualdades:

CA' BA C'X AC B'Y BC'CB A'Z AB'

A'B AC' XC CB' YB C'ABA' ZA B'C
C'A'B'ACX ACBY B'C'AB'C'BAZ _

"A'B' AC XC' CB YB'C'A'B'C' BA ZA'

_ CA'BC'AB'B'AACC'B_CA' AC BC'C'B AB' B'A
“ABAC'CB'C'ABABC ABBA C'AAC'BC CB'
_ CA' CA' BC' BC' AB' AB'

~ ABABC'AC'ABCB'C

1=(-1)° =

~ CA'BC' AB' CA' BC' AB' ( CA' BC' AB' ? N CA' BC' AB' _ 41
ABC'AB'C ABC'AB'C ABC'AB'C ABC'ABC
Pero CA'BC' AB' # —1, pues en caso contrario, aplicando Ceva, las rectas AA’, BB’ y
ABC'AB'C
CC’ serian concurrentes. Por lo tanto, ﬂiﬁ =
ABC'AB'C

Nota. Esta demostracion se debe a John R.Silvester.



11.3 Alturas y ortocentro. El tridngulo ortico.

11.3.1 Proposicion. Ortocentro.
Las tres alturas de un triangulo se cortan en un Unico punto llamado ortocentro, que

denotaremos con la letra H.

(o3

X

A c B

Demostracién. Trazamos las alturas CC'y AA'. Sea H su punto de corte.

BC' .
cosB—E:BC—BCcosB BC' BCcosB

= =

CA" ACcosC AB' ABcosA

AB  ABcosB ’ BC BCcosC

AB' . CA' . BC' _ ABcosA. ACcosC . BCcosB 1
B'C AB C'A BCcosC ABcosB ACcosA

De la misma manera

Y aplicamos el teorema de Ceva:

Nota. En una demostracion mas rigurosa tendriamos que analizar el signo del coseno
para posibles angulos obtusos, y comprobar que el razonamiento es igualmente valido.
Si el tridngulo es rectangulo las alturas se cortan en el vértice cuyo angulo es recto.

Una demostracion alternativa interesante es la siguiente:
Sea un triangulo AABC . Trazamos las paralelas a cada lado y su vértice opuesto
correspondiente para construir el triangulo ADEF .

Los cuatro triangulos AFAC, ACAB, ACBE y ADAB seran congruentes. Por ejemplo,
aplicando 7.1.2b, AFAC = ABCA por ser FABC un paralelogramo.

Tenemos que, en particular, AFAC = AABD = FA= AD Yy por tanto A es el punto
medio de FD. De la misma forma se demuestra que C es el punto medio de FE y que

B es el punto medio de DE. Luego las alturas del triangulo AABC son las medianas
del triangulo ADEF , que son concurrentes como se verd en 11.5.2.



Nota histérica. En cut-the-knot leemos que, sorprendentemente, la existencia del
ortocentro como interseccion comun de las alturas no se menciona en Los Elementos ni
en los demaés tratados griegos cléasicos. Aunque la datacion de la primera demostracion
de su existencia es un tema abierto, la primera demostracion documentada es la de
William Chapple (1718-1781). En esta misma pagina web podemos encontrar una
interesante coleccion de 22 demostraciones diferentes de la existencia del ortocentro.

11.3.2 Proposicion. Propiedad reflexiva de la altura del triangulo.
Dado un tridngulo AABC , y P cualquier punto de la altura AQ . Sean D y E los puntos

de corte de CP y BP con los lados AB y AC respectivamente. Entonces
ZCQE = ZBQD, o equivalentemente, AQ es la bisectriz de ZEQD.

A

c Q B
Demostracion. Es el problema 5.33.
11.3.3 Definicion. Triangulo ortico.

El triangulo ortico es el tridngulo determinado por los pies de las alturas del triangulo.
Es decir, es el triangulo pedal asociado al ortocentro (ver 3.6.7).

C

;

;

/

J

/

\ ;
|
|
L
L
c


https://www.cut-the-knot.org/triangle/altitudes.shtml

11.3.4 Proposicion. Propiedades del triangulo ortico.

Dado un tridngulo AABC , sean H su ortocentroy A', B' y C' los pies de las alturas de
A, By C respectivamente, es decir, AA'B'C" es el triangulo 6rtico asociado a AABC .
Denotando, como es habitual, por (AB) la circunferencia de didmetro el segmento AB,
tenemos:

a) A'y B' pertenecena (AB), A'y C' pertenecen a (AC), B'y C' pertenecen a (BC).

b) A'y B' pertenecena (AH), A'y C' pertenecena (BH), B'y C' pertenecen a (AH).

¢) AH-HA=BH -HB'=CH -HC'

d) Los lados del triangulo 6rtico AA'B'C' son antiparalelas (ver 15.3.1) de los lados
respectivos de AABC . Por ejemplo, el lado B'C' es antiparalelo de BC.

e) AC-AB =AB-AC, BA-BC =BC-AB, CB-AC =CA'BC

f) Las alturas del tridangulo son las bisectrices del tridngulo ortico, y por tanto el
ortocentro del triangulo es el incentro del triangulo ortico.

Demostracidn. a) b) se demuestran por Tales (10.1.4).
¢) Es una aplicacion directa del Teorema de la Potencia (10.2.1).
d) Basta aplicar la propiedad fundamental de los angulos de los cuadrilateros ciclicos:

ZAC'B'=180—-~/B'C'B=ZACB.
e) Por el criterio AA, AAB'C'~ AABC = % =£ = AC"-AB = AB"AC,

Y de la misma manera BA-BC =BC"AB y CB-AC =CA-BC
f) Es un caso particular de 11.3.2.

Problemas propuestos: 4.17, 5.34, 7.59.

Nota. La circunferencia circunscrita al triangulo ortico se denomina "Circunferencia
de los nueve puntos", y se estudiara en el apartado 11.7.



11.3.5 Teorema. El problema de Fagnano.
El triangulo ortico es el de menor perimetro que es posible inscribir en un triangulo
acutangulo.

Demostracion. Dado un triangulo AABC, y fijado un punto C'e AB, sean D y D' los
puntos simétricos de C' respecto a los lados BC y AC del triangulo respectivamente.
Sean A'y B' los puntos de corte de DD’ con los lados BC y AC respectivamente.

Puesto que B'C'=D'B'y A'C'= A'D, el perimetro de AA'B'C' serd igual a DD':

A o2 B

Y ademas es el triangulo inscrito en AABC con Vvértice C' de perimetro menor, pues para
cualquier otro triangulo inscrito AA"B"C', con A"e BC y B"e AC, tenemos
C'A'=A"D y C'B"=B"D', y por tanto

Cl BII+CIAII+AII BII: BII DI+AII D+ AI'BI'Z DDI

Vamos ahora a determinar el punto C'e AB para el cual el segmento DD' tiene la

minima longitud. Trazamos el segmento CC".

/BCD =«C'CB y LACD'= ZC'CA, luego «D'CD =2/C constante.

D'C =CC'=CD, luego los tridngulos AD'CD son todos isosceles y semejantes entre
ellos, y por tanto la base DD' sera minima cuando lo sea el lado CD =CD'=CC'

(=]

A c

Y el segmento CC' es minimo cuando sea perpendicular a AB, es decir, cuando C' sea
el pie de la altura por C. Este mismo razonamiento lo podemos aplicar a los otros dos
vértices A' y B' para deducir que el triangulo inscrito de perimetro minimo es el
triangulo ortico.

Nota. Esta propiedad del triangulo ortico se atribuye a Giovanni Fagnano, pero esta
demostracion se debe a L. Féjer. (Fuente: Pagina web "Guirnalda matemaética")



http://apolonio.es/guirnalda/el-triangulo-ortico/

11.3.6 Teorema. Distancia entre un vértice y el ortocentro.
Dado un tridngulo AABC Yy sea H su ortocentro. Se cumple

o

AH =acot(Z£A)

O
c r B

En donde estamos suponiendo distancias con signo, es decir, positiva si H esta en el
interior del triangulo (dngulo A agudo), 0 si coincide con A (angulo £A recto) y
negativa si esta en su exterior (dngulo ZA obtuso).

Demostracion.
Si el &ngulo ZA es agudo, el ortocentro H esta en el interior del triangulo.

A
Observamos que #CBA = /AHC',y
por tanto los triangulos AAHC' y
AAHC' son semejantes.

Luego — =——= AH =CB——, por otro lado, ] = —=CotA
CcCB CC cc' CC'=ACsin A CC'

Con lo que, finalmente, llegamos a AH =a cot A

AH AC' AC' AC'=ACcosA} AC'

Si el &ngulo ZA es recto, el ortocentro H coincide con el vértice C, la distancia AH es
cero, y cot90 =0, luego se satisface la formula.

Si el angulo ZA es obstuso, el ortocentro H queda fuera del triangulo.
H

En este caso ZL/CHA'= /B y por tanto
8L |n los triangulos ACHA' y ABCB' son

semejantes. Luego
AH _AB' o pc A
BC CB' CB'

-

c A B
AB'

ol cos(180 — ZA) = AB'=—AC cos(£A) .
Y ahora B'C B —cot(£A)
o sin(180 — ZA) = B'C = ACsin(£A)

Y, finalmente, AH =acot(£LA), teniendo en cuenta que es un numero negativo.

Problema propuesto: 7.18.



11.4 Bisectrices, incirculo, incentro e inradio.

El concepto de bisectriz de un angulo fue introducido y estudiado en el apartado 3.10.
Ahora vamos a estudiar sus implicaciones y propiedades en el tridngulo.

11.4.1 Definicion. Circunferencia inscrita en un triangulo.

Diremos que una circunferencia esta inscrita en un tridngulo cuando esté contenida en
su interior y sus tres lados sean tangentes (4.3.3) a la circunferencia. Llamaremos
incentro a su centro e inradio a su radio, que se suele denotar con la letra r minascula.

En 3.10.4 vimos que, incluso en el contexto de un plano de Hilbert, las tres bisectrices
de un triangulo se cortan en un mismo punto llamado incentro. Este punto esta
caracterizado por equidistar de los tres lados, y por tanto, trazando perpendiculares
desde este punto a cada lado, estas tres perpendiculares seran congruentes. Luego es el
centro de la circunferencia inscrita (Ver 11.4.7). Asi pues, en un plano de Hilbert
siempre podemos inscribir una circunferencia dentro de un triangulo.

11.4.2 Proposicion. Teorema de la bisectriz interior. (Elementos 6.3)
Si CC’ es la bisectriz interior al vértice C de un tridngulo AABC, se cumple
'

A SC B

Es decir, una bisectriz de un tridngulo divide a su lado opuesto en segmentos
proporcionales a los lados adyacentes. Ademas esta propiedad caracteriza la bisectriz
interior del vértice C.

Demostracidn. Esta proposicién se demostr6 en 8.2.9, veamos aqui una demostracién
utilizando trigonometria:
Por 9.2.1 sabemos que [AACC']= AC -CC"sin(a)/2 y [AC'CB]=BC -CC"sin(a)/2
Luego

[AACC'] AC-CC'sin(a)/2 AC

[aC'CB] BC-CC'sin(a)/2 BC

Ahora trazamos la altura CD correspondiente al vértice C del triangulo.



[AACC] ~ AC'CD/2 _ AC' luego A€ _ AC
[AC'CB] C'B-CD/2 CB' C'B BC

Problema propuesto: 6.51.

11.4.3 Proposicion. Teorema de la bisectriz exterior.
La proposicion anterior también es valida para la bisectriz exterior de un vértice:

‘Q
>
2B

O
W

Demostracion. Trazamos la recta paralela a AC por B. Sea D su punto de interseccién
con CC’

A B

AC // BD = £CDB =« por el Reciproco del teorema de los angulos internos alternos
(6.3.5).
Luego ABCD es isosceles en C: o = ZCDB = ~/BCD, y por consiguiente BC =BD.

Por otro lado, AC// BD = /BAC = ZC'BD, ZACC'= ZBDC, de lo que deducimos
que los triangulos AAC'C y ABC'D son semejantes, pues tienen los mismos angulos.

C'A_ AC AC
C'B BD BC

Por lo tanto tendran lados proporcionales:



11.4.4 Proposicion.
Sea un tridngulo AABC y D el punto de corte entre la bisectriz de ZA y el lado opuesto

BC.Si a=BC, b=AC y c = AB, tenemos:

a) BD-2C cp-2P
b+c b+c

b) AD? =bc—BD-DC

2 bc 2 .2)_ _iz
c) AD ~G1o7 (b+c) a)_bc(l (b N

+¢)? +C
d) AD? = #0CSG=3)  yonde s—(atb+c)/2
(b+c)y

Demostracidn. a) Por el Teorema de la bisectriz (11.4.2),
BD c¢_BD c BD+CD b+c a _b+c: ab

— == —+1l="+1> = =CD
CD b CD b CD b CD b b+c
Y de forma similar se demuestra que BD = %.

+

b) Prolongamos la recta AD hasta cortar en E la circunferencia circunscrita al triangulo.
A _——

ZAEC = ZABC por ser angulos que abarcan un
mismo arco y claramente /EAC = ZBAD, luego

A | . AAEC y AABD son triangulos semejantes, y por
\ N\ \ e tanto

NN \ /

NN e ¢ AE AD+DE

\ . \ _——_—-— =

oL S AD b b

E
Por otro lado, por 10.2.1, BD-CD =AD-DE = DE = BD-CD y por tanto
BD-CD
AD +

ACDzAD;DEz bAD :bc:AD(AD+BD'CDJ:AD2+BD-CD

De donde se deduce AD? =bc—BD-CD.

c) Sustituimos en la expresion anterior las igualdades del apartado a:
2
AD? —bc —BD-CD = AD? =be - ¢ & _pe_ &P __
b+c b+c (b+c)

=bc(1— a’ 2]:b({(b+c)2—2a2]: bc 2((b+c)2_a2)
(b+c) (b+c) (b+c)
d) (b+c)?-a*=(a+b+c)(b+c—a)=2s(2s—2a), luego

bc ((b+c)2 —az)— bc2s(2s—2a) 4bcs(s—a) . AD - 2./bcs(s—a)
(b+c)? ~ (b+c)®  (b+c)? ~ b+c

AD? =




Observacion. Otras formulas para las longitudes de las bisectrices.
Denotando por I, I, y I, las bisectrices por los vértices A, B y C respectivamente, se

cumple:

2bc A 2ac B 2ab _ C
a) |, =——cos— |, =——cos— |, =——cos—
b+c 2 a+c 2 a+b 2

b) COSA= s(s—a) COSE: s(s—b) cosE: s(s—¢)
2 bc 2 ac 2 ab

Ejercicio propuesto: 1.33.

11.4.5 Corolario. Teorema de Steiner-Lehmus.
En 1840, C.L.Lehmus (1780-1863), profesor en Berlin, escribi6 a Steiner pidiéndole
una demostracién “puramente geométrica” de la solucion al siguiente problema:

Si un triangulo tiene dos bisectrices iguales, ¢es isdsceles?
Algun tiempo después, Steiner estudio los casos de las bisectrices interiores y exteriores
y demostro el que se conoce como Teorema de Steiner-Lehmus: Si las bisectrices

interiores de un tridngulo son iguales, el tridngulo es isdsceles.

Demostracion. Aplicando 11.4.4c a las bisectrices CE y BD tenemos

o] ool o )

_a(b-c)(a+b+c)(@*+a’b+a’c+3abc +b’c+bc?)

5 5 sb-c=0<b=c
(a+b)*(a+c)

Nota. En el caso de las bisectrices exteriores, la situacion es algo mas compleja. Si el
triangulo es isosceles, las bisectrices exteriores correspondientes a los angulos iguales
son iguales. Sin embargo, Emmerich (1900) dio el siguiente ejemplo de un triangulo
escaleno con bisectrices exteriores iguales: Sean BM y CN las bisectrices exteriores de
B y C del triangulo de angulos B=12°, C=132°, A=36°. Ya que /BCM =48°= /CMB,
y ZCBN=12°= /BNC, resulta que BM=BC=CN. Obsérvese que el exincentro |, esta
en el segmento BM pero no en el CN.

Fuente: Francisco Bellot Rosado. Revista Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matematica
NUmero 17 (Ene-Feb 2005)



11.4.6 Proposicion. Incentro de un tridngulo. Circunferencia inscrita. Inradio.
a) Las bisectrices de un triangulo se encuentran en un unico punto llamado incentro.

A c B
Observacion: Este mismo resultado se demostré en 3.10.4.

b) Si trazamos las rectas perpendiculares a cada lado por el incentro, estos tres
segmentos seran congruentes, y por tanto seran radios de una misma circunferencia
tangente a los tres lados del triangulo. Esta circunferencia se llama circunferencia
inscrita, su centro serd el incentro, y llamaremos inradio a su radio.

Observacion: La circunferencia inscrita no es la Unica circunferencia tangente a los tres

lados que podemos trazar. En el apartado 11.10 veremos que existen otras tres con esta
misma propiedad.

Demostracién. a) Por 11.4.2 sabemos que
AC' _AC BA' _BA CB'_CB
CB CB' AC AC B'A BA

luego

AB' CA' BC' _B'A AC C'B_BA AC CB _,
BC AB C'A CB' BA" AC' CB BA AC

y basta aplicar el teorema de Ceva (11.2.1).

b)

Nota: Para una determinacion del alternativa del incentro, ver 11.12.1 (Teorema del
Tridente).



11.4.7 Proposicion. El incentro determina angulos complementarios.
Dado un tridngulo AABC con incentro I, sean A', B'y C' los puntos de corte entre las
rectas Al, Bl y CI con los respectivos lados BC, AC y AB.

ZCAl + £CIB'=90°

Demostracion. Sean o = ZCAA', = £ZABB', y = ZACC'. Sean x = /B'IC,
y=/ZAB'B.

Observando el triangulo AABC, 2a+24+2y =180= a+ S+ y =180.
Observando el tridngulo AAB'B, 2a + Yy + =180

Observando el tridngulo ACIB', y +x+180-y=180=y+X=Yy

Luego 2a+y+ f=180=2a+y+ X+ =180=a+Xx+90=180 = o + x =90

11.4.8 Proposicion. Relacion entre inradio y semiperimetro.
Dado un tridngulo AABC con inradio r y semiperimetro s, se cumple

C

[AABC]=r"s

Demostracion. Basta dividir el triangulo en tres triangulos AACI , ABCI y AABI . Los
tres tienen como altura el inradio r, luego

[AABC] = [AABI |+ [aACI ]+ [aBCI ] = 22, B<32-f s A<32-r :rAB+BZC+AC

Ejercicios propuestos: 1.34y 2.21.



11.4.9 Proposicion.
Sea un triangulo AABC, AD, BE y CF las respectivas bisectrices por A, By C, y sea |
el incentro. Si a=BC, b=AC y c= AB, y s es el semiperimetro, entonces:

Al _b+c
a) —=—
ID a
Bl _a+c
IF b
Cl_a+b
IE c
b) Al — /bc(s—a)
S
Bl — lac(s—h)
S
Cl = lab(s —c)
S

Demostracion.

a) Considerando el triangulo AABD , con bisectriz Bl , por 11.4.2 tenemos é = %
Considerando el triangulo AADC , con bisectriz CI , por 11.4.2 tenemos % :%

C b CD b CCD b CD+BD b+c a b+c
= = =—=—+1l=—+1= = = =
BD CD BD c BD C BD C BD c

Al c b+c
Lueg0 —=——=—
ID BD a

Luego

Las otras dos igualdades se demuestran con un razonamiento similar.



11.4.10 Proposicion. Los puntos de tangencia de un triangulo y su incirculo.
En un tridngulo AABC, sean A’, B’ y C’ los puntos de contacto entre la circunferencia
inscrita y los lados BC, AC y AB. Entonces:

a) AC'=AB', Al LB'C'ysiPesel
punto de corte entre Al y B'C’, se
cumple C'P =PB'.

b) AB'= AC'=s—a, BC'=BA'=s-b
y CB'=CA'=s—c, donde ses el
semiperimetro del triangulo.

Demostracion. a) Puesto que B'l 1. AC y C'l L AB, los puntos B’ y C’ pertenecen a
la circunferencia de diametro Al.

\‘“\-‘,_ Scj-‘; )
'cl

Luego ZB'C'l = ZIAB'= ZIAC'= ZC'B'l = LA/ 2
Y por tanto Z/AB'C'= ZAB'l —ZC'B'l =90—-/B'C'l = ZAC'l —«/B'C'l = ZAC'B'
Luego AAB'C' esisOsceles en Ay por tanto AC'= AB'. Los triangulos AAC'P y
AAB'P son congruentes por el criterio ASA, y por tanto ZAPB'= ZAPC', angulos
suplementarios congruentes luego angulos rectos.
En todo triangulo isosceles la bisectriz por un angulo coincide con la mediana, luego
C'P=B'P.
b) 2s—a=AB+AC+BC-BC=AB+AC =
=AC'+C'B+ AB'+B'C = AC'+BA+AC'+CA'=2AC'+(BA+CA") =2AC'+a
=2s—-a=2AC+ta=2s-2a=2AC'=s—-a=AC'
Las otras dos identidades se demuestran de la misma manera.

Problemas propuestos: 6.47, 7.41.

Nota. En el problema 3.11 se demuestra que A', B'y C' son las trazas de un punto
Ilamado Punto de Gergonne Ge.




11.4.11 Proposicién. Dualidad entre un tridngulo y el triangulo pedal del incentro.
Dado un tridngulo AABC con incentro I, sean A',B',C' los puntos de contacto entre su

circunferencia inscrita y los lados BC, AC y AB, respectivamente. Entonces:

a) La circunferencia inscrita de AABC es la circunferencia circunscrita de AA'B'C'.
b) AB'=AC', BA'=BC', CA'=CB'".

c) ZIC'A'=ZIA'C'= ZABI = ZCBI , ZIB'C'=ZIC'B'= ZCAl = Z/BAIl ,

ZIB'A'= ZIA'B'= ZBCI = ZACI .

d) Las bisectrices de AABC son las mediatrices de AA'B'C'.

e) El incentro de AABC es el circuncentro de AA'B'C'.

f) ZBIC :900+%4A.

C
f
Y
Y
B'
"7
| S 7 '
| s
o
4 B p
@ p
A c' B

Demostracién. a) Por construccion.

b) Basta aplicar 10.1.13, 0 11.4.10a.

c) Sea A" el punto de corte entre la bisectriz Al y el segmento B'C'. Acabamos de ver
que AB'=AC'y IB'=IC' por ser radios, luego AC'IB' es una cometa y por tanto sus
diagonales se cortan en angulo recto por 3.13.2.

AAIB'~ AIB' A" por ser triangulos rectangulos compartiendo un mismo angulo, luego
ZA"B'l = ZIAB', y de la misma manera ZA"C'l = ZIAC'= ZIAB'. Luego AIB'C' es
isésceles, y por tanto su altura Al es mediatriz del lado B'C'.

d), e) y f) se deducen directamente del apartado anterior.

Problemas propuestos: 5.26 y 5.41.

Observacion: Los puntos de contacto entre un triangulo y su incirculo son la base de la
denominada "Transformacion de Ravi", una técnica muy util para resolver problemas
con desigualdades. Esta transformacién se introduce en el Tema 10 de DE.


http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf

11.5 Medianas y baricentro.

11.5.1. Proposicion.
Sea AABC un triangulo, y M el punto medio de BC.

A a) La mediana AM divide el triangulo
en dos triangulos con areas iguales.

b) AB-sin(«BAM) = AC -sin(£ZMAC).

¢) AM < AB + AC
B M C

Demostracion. a) AABM 'y AAMC son dos triangulos con la misma base y misma

altura, luego tienen el mismo éarea.

b) Puesto que [AABM |=[AAMC], aplicando 9.2.1,

AB - AM -sin(£BAM) AM - AC -sin(£MAC)
2 2

¢) Prolongamos la mediana AM hasta un punto A’ tal que AM = MA'. El cuadrilatero

resultante BACA' sera un paralelogramo por 7.1.2e, luego AC = BA' por 7.1.2c.

Aplicando la desigualdad triangular a AABA', tenemos que

2AM = AA'< AB+BA'=AB+AC = AM <

= AB-sin(£BAM ) = AC -sin(£MAC)

AB + AC

Problema propuesto: 5.16.

) 2(b? + c2) — a2

Nota: En el problema 6.24e se demostrara que AM? = w

11.5.2 Proposicion.

Las medianas de un triangulo se encuentran en un punto Gnico llamado baricentro, que
se denotara G.

Demostracion.

AB' CA'" BC' AB' CA' BC'
= = =1 luego claramente . :

B'C AB C'A B'C AB C'A

de Ceva.

=1, y basta aplicar el teorema

Problema propuesto. 5.6.



11.5.3 Proposicion.
a) Las medianas de un triangulo determinan seis triangulos internos de areas
iguales.
b) Las medianas de un tridngulo se cortan en razén 2:1.

Demostracién. Sea un tridngulo AABC y sus medianas AA’, BB’ y CC’. Sea G su
baricentro. Los triangulos marcados con la misma letra tienen areas iguales, pues tienen
la misma base y comparten una altura comun.

B

Pero por el mismo motivo [ABCC'|=[AACC'], luego 2a+c=2b+c.
De la misma manera, [ABAA'|=[ACAA'], y por tanto 2c+a =2b+a, asi pues

a=Db=c, es decir, los seis tridangulos tienen la misma area.
Ahora tenemos que [AABG ]=2[AGBA, y como ambos triangulos comparten una

altura, por 8.2.6 se ha de cumplir A'G = 2GA..




11.5.4 Proposicion. Caracterizacion del baricentro.

Sea G el baricentro de un triangulo AABC , con medianas AK , BF y CE.
Sea M en AB y N en AC de forma que la recta MN pase por G.

Entonces se cumple

AM -NC + AN - MB = AM - AN
0 equivalentemente

_NC M8
AN AM

Nota. Esta propiedad caracteriza el baricentro de un triangulo.

Demostracién. Prolongamos la recta MN hasta encontrarse con BC en P.

Aplicando el teorema de Menelao al tridngulo AAKC vy la recta MN:

AN CP KG__
NC PK GA
Pero Ke :l por 11.5.3b, luego
GA
AN CP 1 AN —-2PK 2PK NC PC

& = = < =
NC PK 2 NC CP PC AN 2PK

Aplicando el teorema de Menelao al triangulo AAKB y MN: AG KP BM =-1
GK PB MA
Pero E:— por 11.5.3b, luego 2 ke BM =-l< BM __PB _PB
GK 1 PB MA MA 2KP  2PK

Sumando las dos igualdades anteriores:
NC BM PC PB PC+PB 2PK

AN MA ~ 2PK 2PK 2PK  2PK

=1

Teniendo en cuenta que
PC=PB+BC =PB+2BK =

PC +PB =PB+2BK +PB =2PB +2BK = 2(PB + BK) = 2PK



11.5.5 Teorema. Teorema de Apolonio.
Si AD la mediana de un tridngulo AABC, se cumple

A a) 2(AD? + BD?)= AC? + AB?
2 2 .2
b) AD = 2b"+2c”—a
2
B D c

Demostracion.
a) Se puede deducir como corolario al Teorema de Stewart (9.1.6) cuando

BD =DC = % En efecto:

AD?BC +BD-DC-BC = AC?BD + AB’DC =
AD?2BD + BD -BD-2BD = AC?BD + AB*BD = 2AD?+2BD-BD = AC? + AB* =
2(AD? + BD?)= AC? + AB’

b)
a\’ a’ a’
2(AD? +BD?)=b? +¢? = b? + % =2 AD2+(EJ =2 AD® 4" |=2AD% 4=

2 2 2 .2
:>2AD2=b2+c2—%:2b+#

_2b* +2¢? -a’ 2b? +2¢% —a’

AD? = AD = >

Problema propuesto: 6.7.



11.6 Mediatrices, circuncirculo, circuncentro y circunradio.

11.6.1 Definicion. Triangulos circunscribibles.

Diremos que un triangulo es circunscribible cuando exista una circunferencia que pase
por sus tres vértices. Llamaremos a esta circunferencia circunscrita o circuncirculo,
Ilamaremos circuncentro a su centro (que denotaremos con la letra O) y circunradio a
su radio, que se suele denotar con la letra R mayuscula.

Notacion: Escribiremos (ABC) para referirnos a la circunferencia circunscrita al
triangulo AABC .

11.6.2 Proposicion.
En un plano euclideo, las tres mediatrices de un tridngulo (3.9.7) se encuentran en un
unico punto llamado circuncentro. Este punto es el centro de la circunferencia
circunscrita, es decir, en un plano euclideo todo triangulo es circunscribible.

H C

A

Reciprocamente, si un tridngulo es circunscribible, las tres mediatrices se encuentran en
un mismo punto.

Demostracion. Sea un triangulo AABC . Trazamos la mediatriz del lado AB y del lado
AC . Estas dos rectas no pueden ser paralelas por 6.6.2. Sea O su punto de corte.

Para demostrar que O también pertenece a la mediatriz asociada al lado BC,
utilizaremos repetidamente la caracterizacion de 3.9.8:

BO| =|OA por estar O en la mediatriz del lado AB.

CO|=|0A por estar O en la mediatriz del lado AC .
Luego ‘%‘ = ‘@ = ‘@‘ =X ‘%‘ = ‘(5‘ y por tanto O pertenece a la mediatriz asociada

al lado BC . Claramente, la circunferencia de centro O y radio r = OA= OB = OC pasa
por los tres vértices.

Supongamos ahora que el triangulo AABC es circunscribible por una circunferencia de
centro P. Entonces claramente PA = PB = PC y por la caracterizacién 3.9.8 dicho
punto P pertenecerda a las tres mediatrices del tridngulo, es decir, las tres mediatrices se
cortarén en P.

Ejercicio. Ejercicio 1.31.



11.6.3 Proposicion. Bisectriz e incentro vs. circunferencia circunscrita.

Sea AABC un triangulo y O su circuncentro. Sean A', B'y C' los puntos medios de los
lados BC, AC y AB respectivos, y sean A", B" y C" los puntos de corte entre las rectas
OA", OB"y OC" con los arcos BC, AB y AC respectivos de la circunferencia
circunscrita.

a) El triangulo AB"HC" es un tridngulo isdsceles en O cuyos angulos son ZA/2,
ZAI2y /B+/C.

b) Larecta AA" es la bisectriz del &ngulo ZA.

Observacion. En 11.13 se estudiaran otras propiedades interesantes del punto A".

Demostracion.

a) En primer lugar, ZAOB =2./C por ser un angulo central que abarca su mismo arco.
Puesto que AH=HB, AAHB es isosceles y por tanto L/AOC'= Z/AOB/2=/C

De la misma forma se demuestra que ZAOB"= /B. Por ser AB"OC" isosceles,
UB"C'O = 180 — LZB OC" _180- (AZB +/C) _ 47A

b) ZCAA"= Z/COA"/2= /Al2 Por el Teorema del &ngulo central, y de la misma
manera /BAA"'= Z/BOA"/2 = /Al2, es decir, AA”’ es la bisectriz del angulo ZA.



11.6.4 Teorema. El teorema extendido del seno.
Sea AABC un triangulo y O el centro de su circunferencia circunscrita. Sea R el radio

de esta circunferencia.
A

a b c

B = R = - :ZR
sinA sinB sinC

C\a_/B
Demostracion. Trazamos los segmentos CO y OB. Sea D el punto medio del segmento

CB. La perpendicular a CB que pasa por D es una mediatriz del triangulo por lo tanto

pasa por el centro O.
A

c al2 D al2 B

Por 10.1.1, /A= ~/DOB, pero por definicién del seno de un angulo tenemos

sin(«DOB) = %, por lo tanto

sinA:ﬂ<:>sinA:i<:>2RsinA:a<:>sinA:i
R 2R 2R

De la misma forma se demuestran las igualdades con los angulos B y C.
De forma similar se demuestra este teorema cuando el circuncentro cae fuera del
triangulo.



11.6.5 Corolario. Identidades con los radios.
Sea AABC un tridngulo de lados a, b y c. Sea R el radio de la circunferencia
circunscrita. Entonces:

a) [AABC]= i—k;c

b) 4rRs =abc

Demostracion. a) Por 11.6.4 sabemos que 'LA =2R=sinA= %. Por 9.2.1 sabemos
sin
que [AABC]zlbcsin A, luego [AABC]zibcsin A=lpc @ _2dkC
2 2 2 2R 4R

b) Basta aplicar [AABC|=r-s (11.4.8).
Problema propuesto: 6.44.

11.6.6 Teorema. La recta de Simson.
Dado un tridngulo AABC vy P un punto de su circunferencia circunscrita, los puntos de
corte entre cada lado y sus perpendiculares respectivas por P estan alineados. La recta

que los contiene se llama recta de Simson.

—

Demostracion. Sea A’, B’ y C’ los puntos de corte entre cada lado y sus respectivas
perpendiculares por P.
C

Sea a = ZCAB . Veamos que
a=/B'PC',y por tanto el cuadrilatero
APC'B' es ciclico (1).

Sea = ZCBA. Tenemos que
L =2C'PA', y por tanto el cuadrilatero
C'PA'B es también ciclico (2).




Sea x=/B'C'Ay y=2BC'A". Queremos demostrar que x=Y.

x=/APB', y=/BPA' (angulos que abarcan el mismo arco de circunferencia).
LC'PA=p=/C'PB=f-y=LAPB=x+a+L[-Y.

180=/ACB + ZAPB = Z/ACB + x+a + §—y por ser APBC ciclico, pero por otro
lado 180=a + f+ ZACB, yportanto 0=x—-y—=x=Y.

Demostracion de (1): Sea Q el punto de corte entre AB y PB'. Los triangulos
rectangulos AAB'Q y APA'Q son semejantes pues ZAQB'= ZPQA'. Luego

a=2/CAB=B'PA". Y por lo tanto el cuadrilatero APA'B' es ciclico.

Demostracion de (2): Sea 6 = ZACP . 6 = ZABP por ser angulos que abarcan un
mismo arco de circunferencia.

/PBA'=180-6 - 8= £/BPA'=6+ -90.

Pero por otro lado ZC'PB=90-¢, luego

ZC'PA'=/C'PB+ ZBPA'=90-6+0+ —-90= 4.

Nota histdrica. Aungue esta recta se atribuye a Robert Simson (1687-1768), fue
descubierta por William Wallace en 1797.

11.6.7 Teorema. Reciproco del teorema de Simson.

Dado un tridngulo AABC y un punto P cualquiera, si los puntos de corte entre cada lado
y sus perpendiculares respectivas por P estan alineados entonces P pertenece a la
circunferencia circunscrita del tridngulo.

Demostracion. En el Ejercicio 3.18 se demuestra mediante coordenadas baricéntricas.

Ejercicio propuesto: 1.32.

11.6.8 Proposicion. Angulos de la tangente al circuncirculo por un vértice.
Sea AABC un triangulo y @ su circunferencia circunscrita. Sea r la recta tangente a @
por C. Entonces:

Z(r,AC)=/B vy Z(r,BC)=~ZA

Demostracién. Es una consecuencia directa de 10.2.7.



11.6.9 Teorema. Las reflexiones del ortocentro. El triangulo circun-értico.

ARG

a) Las reflexiones del ortocentro respecto de los lados
de un tridangulo pertenecen a su circunferencia
circunscrita.

b) Llamaremos "triangulo circun-ortico™ de AABC al
triangulo AA'B'C' formado por las reflexiones
A',B',C'de H respecto a los lados BC, AC y AB,
respectivamente. Acabamos de ver que dicho tridngulo
pertenece a la circunferencia circunscrita de AABC .
Hemos visto también que ZA'AB = ZBCC', luego los
arcos A'B y C'B son iguales. De la misma forma se
demuestra que los arcos AB'y AC'y los arcos CB'y
CA'son iguales.

Las alturas de AABC son las bisectrices de AA'B'C'

c) Los angulos asociados a los arcos AB'y AC' son
iguales a 90— ZA

d) La circunferencia (BCH) es la reflexion de (ABC)

respecto del lado BC, luego tienen el mismo radio. Lo
mismo sucede con las circunferencias (ACH) y

(ABH), todas son iguales a (ABC). Llegamos asi al
siguiente resultado:

Los circuncirculos formados por dos vértices y el
ortocentro de un triangulo son iguales al circuncirculo
de dicho triangulo.

Ademas, la reflexion A" de A respecto de BC
pertenecerda (BCH).



Demostracion. a) Sea H'' la proyeccién ortogonal del ortocentro H en el lado BC, y sea H' la
reflexion de H respecto a dicho lado. Sea D la proyeccion ortogonal de H en el lado AB.

Puesto que los triangulos rectangulos ABAH" y ABCD comparten el vértice B, son
semejantes, y por tanto /H" AB = Z/DCB.

Luego ACHH"~ AABH", por el criterio AA.

Luego ZCHH"= ZABH "= ZABC

ACH"H = ACH"H" por el criterio SAS. Luego Z/CH'H"= ZCHH"".

Finalmente, /CH'A= /CH'H"= Z/CHH"= ZABC Yy por tanto H'e (ABC).

c) Sea D el punto de corte de la altura por C y el lado AB.
ZAA'C'= Z/ACC'= ZACD =90- ZA

Nota 1. En esta demostracion estamos suponiendo que A y H' se encuentran en lados opuestos
de BC. En https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml#Explanation

Encontramos una demostracion ligeramente diferente, en la que se demuestra que, si H' es el
segundo punto de corte entre la altura por Ay la circunferencia circunscrita, dicho punto es la
reflexion del ortocentro respecto al lado BC.

Nota 2. En htps://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/EqualCirclesOrthocenter.shtml#solution €Ncontramaos,
ademas, interesantes referencias histdricas sobre este teorema.

Problemas propuestos: 7.11, 7.36.

11.6.10 Proposicién.
La reflexion H' del ortocentro H respecto del punto medio M de un lado pertenece a la
circunferencia circunscrita del triangulo.

A

c M B
M

Demostracion. Es el problema 5.31.


https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml#Explanation
https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/EqualCirclesOrthocenter.shtml#solution

11.7 La circunferencia de los nueve puntos. La recta de Euler.

11.7.1 Teorema. La circunferencia de los nueve puntos.

Dado un triangulo AABC, con ortocentro H, sean H,,Hy,H. los pies de las alturas
respectivas por los vértices A, By C, y sean M,,M;, M. los puntos medios de los lados. En
11.6.9a hemos demostrado que los simétricos A',B',C" del ortocentro H respecto de los lados
pertenecen a la circunferencia circunscrita (ABC), y en 11.6.10 hemos demostrado que los
simétricos A" ,B",C" del ortocentro H respecto de los puntos medios de los lados también
pertenecen a (ABC). Luego, si realizamos una homotecia de razén 1/2 y centro H, los puntos
A',B',C" setransformaranen H,,H;,H.,ylos puntos A",B",C" se transformaran en
M,, Mg, M.. Pero, puesto que las homotecias transforman circunferencias en circunferencias,
la circunferencia circunscrita (ABC) se transformara en una nueva circunferencia, llamada
"Circunferencia de los nueve puntos”, que pasara por H,,H; ,H.,M,,M;,M_ vy por los

puntos medios de los segmentos HA, HB, HC.

Ademas, esta claro que el radio de la circunferencia de los nueve puntos es 1/2 del radio de
(ABC), y que su centro Xs (siguiendo la notacion ETC, ver 19.1.13) sera el punto medio del

segmento HO entre el ortocentro y el circuncentro del tridngulo.

En general, todo punto P de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio del
segmento que une el ortocentro del tridngulo con el punto de corte de la recta PH con la
circunferencia circunscrita.

Nota. En el Problema 4.7 se demuestra la existencia de la Circunferencia de los nueve puntos
sin utilizar homotecias. En 19.9.6 se estudia esta circunferencia mediante coordenadas
baricéntricas.

Nota histdrica. Esta circunferencia ya era conocida por Euler (1795), aunque Karl Feuerbach
(1800-1834) la redescubrid en 1822, por eso también es llamada “circunferencia de
Feuerbach”. Feuerbach también demostr6 que esta circunferencia es tangente a la
circunferencia inscrita y a las circunferencias exinscritas (ver 11.7.3).

Problema propuesto. 5.39.



11.7.2 Teorema. La Recta de Euler.
El circuncentro O, el ortocentro H y el baricentro G de un tridngulo estan alineados, y G divide

HO enunarazén 2:1. La recta que pasa por estos tres puntos se denomina "Recta de Euler™
del triangulo.
Esta recta también contiene X, , el centro de la circunferencia de los nueve puntos.

A

B

Demostracién. Se demostrard en 19.3.10 mediante coordenadas baricéntricas.

11.7.3 Teorema. El punto de Feuerbach.

La circunferencia inscrita y la circunferencia de los nueve puntos de todo triangulo no
equilatero son tangentes entre si, y su punto de tangencia F se denomina "Punto de
Feuerbach™ del tridngulo.

Demostracion: El problema 6,70 propone demostrar este resultado aplicando las técnicas de
nameros complejos que seran introducidas en el Tema 20.



11.8 Los puntos de Brocard.

11.8.1 Teorema. Los puntos de Brocard. El &ngulo de Brocard.

Dado un tridngulo AABC , existird un tnico punto P tal que
c
<]

o=/PAB = /PCA= /PBC
A dicho punto le llamaremos Primer punto
de Brocard, en honor su descubridor, el
matematico francés Henri Brocard.

@ N\

El Segundo punto de Brocard es aquel
que satisface la misma propiedad pero
tomando los angulos en sentido contrario:

B=/QAC=,/QCB= /QBA

o B

A B

Ademaés se demuestra que « = ZPAB = ZQAC = £, y dicho &ngulo se llama angulo de
Brocard del triangulo.

Demostracion. El punto P es la interseccién de las circunferencias (APC) , (APB) y (BPC),
pero estas circunferencias las podemos determinar sin tener localizado el punto P. En efecto,
para determinar el centro O de (APC) trazamos la mediatriz del segmento AB y observamos
que la recta AB sera tangente a dicha circunferencia por la caracterizaciéon 10.2.7.

A B

Asi pues, O serd la interseccion de la mediatriz OM y la perpendicular a AB por A. Esto
demuestra que, ademas, los puntos de Brocard son Unicos.



Observacion 1: Se conoce como circunferencias adjuntas las que pasan por dos de los
vertices de un triangulo ABC y son tangentes a uno de los lados adyacentes. Hemos obtenido
los puntos de Brocard como interseccion de estas circunferencias.

Observacion 2: En 19.14 se determinarén las coordenadas baricéntricas de los puntos de
Brocard.

11.8.2 Teorema. El &ngulo de Brocard.

Dado un tridngulo AABC, sea P un punto en su interior tal que « = Z/PAB = /PBC = /PCA.
Entonces:

4[AABC ]
a) tang = ———=
) tana a?+b*+c?

=2 =2 =2
b) tanazsm A+sin“B+sin“C

2sin BsinCsin A

C) csc® o =csc® A+csc® B+csc’C

B

Demostracion. a) Sea x=PA, y=PB y z=PC . Aplicamos el Teorema del Coseno a
sus tres triangulos interiores:
x> =7° +b*—2zbcosa , y* =x*+C*—2xccosa , z2° =y*+a’ —2yacosa

Sumamos y simplificamos las tres igualdades anteriores:

a’+b*+c’
2(zb+xc + ya)
El area del triangulo sera la suma de las areas de los tres triangulos interiores:
[AABC | = [APAB]+[APBC ]+ [APCA] =

0=a®+b?+c?—2cosa(zb+ xc + ya)= cosa =

2[AABC]|
Xc+ay+zb
sine 2[AABC] _ a’+b?+c® _ 4[AABC]
cosa xc+ay+zb 2(zb+xc+ya) al+b?+c?

1 . 1 . 1., . 1. .
=§xcsma+§aysma+§zbsma =5 sin a(xc+ay + zb) = sina =

Finalmente, tana =

b) Aplicando del Teorema del Seno y multiplicando por abc:

SinA_sinB _sinC :%:bcsinA:acsin B =absinC :%ZZ[AABC]

a b C
Luego:
4[AABC]| a’ +h? +c?
tang=————-=>cota=—r——— =
a’+b’+c 4[AABC|
a’ b? c? a’ b? c?
= + + = ——+ ——+ —=(*%)
4AABC] 4[AABC] 4[AABC]| 2bcsin A 2acsinB  2absinC



Por otro lado:
a=ksinA ) _
a b C k?sin? A sin® A

——=——=——=k=>ib=ksinB= : - —— = .
sinA sinB sinC . 2ksinBksinCsin A 2sinBsinCsin A
c=ksinC

(%) = sin® A . sin’B N sin’C _sin? A+sin?B+sin’C
2sinBsinCsin A 2sinCsin AsinB ~ 2sin Asin BsinC 2sinBsinCsin A
¢) Observamos que
/PCA+ /PAC = /PAB + /PAC = /A= /CPA =180°—/A = sin ZCPA=sin A
Aplicamos el Teorema del Seno al triangulo APCA :
X b bsina  bsina

- =— = X=— =—
sina sin ZCPA sinZCPA sinA
_csing  asina

sinB ' y sinC

, y de la misma forma

1 asing bsina .

[APCA]:lzxsinACPA:— : " ZsinA=
2 2 sinC sinA
- 2 - - 2 - 2
_ abs_ln a _ absm_Czsm a =[AABC]S!n2a
2sinC 2sin“C sin“C
=2 =2
Y de la misma forma: [AABP]=[AABC]2 % y [ABCP]=[aABC 2L &
sin® A sin“B
Luego
[AABC]|=[AACP]+[AABP ]+ [ABCP]=
=2 =2 =12
:[AABC]S!nza+[AABC]S!n2a+[AABC]S!n2a:[AABC]sinza( 1,1 j
sin“C sin“B sin“ A sin“C sin“B sin“ A
Y por tanto: ——— = 12 + 12 +——— < csc’a =csc® A+csc’B+cesc’C
sin“ae sSIn“C sin“B  sin“ A

Fuente: 103 Trigonometry Problems From the Training of the USA IMO Team (Titu Andreescu, Zuming Feng), pagina 40.

Problema propuesto: 6.37.

r— . .
Pierre René Jean Baptiste Henri Brocard (12 de mayo de

1845 - 16 de enero de 1922) fue un meteordélogo y matematico
frances, especializado en geometria. Su descubrimiento mejor
conocido es la invencion y hallazgo de las propiedades de los
puntos de Brocard, el Circulo de Brocard y el Triangulo de
Brocard. EI matematico contemporaneo Nathan Court escribid
que él, junto con Emile Lemoine y Joseph Neuberg, fueron los
tres cofundadores de la geometria triangular moderna.




11.9 Triangulos de Napoleon.

11.9.1 Teorema.
Si trazamos externamente en los lados de un tridngulo cualquiera AABC los tridngulos
APAB, AQBC y ARAC, de forma que los angulos “remotos” /P = ZAPB,

ZQ=/BQC y ZR = ZARC sumen 180°, entonces las circunferencias circunscritas de
estos tres triangulos tienen un punto en comdn.

Q

Demostracidn. Las circunferencias circunscritas a ARAC y AQBC se cortaranen Cy

en otro punto al que llamaremos F.
Luego ZBFC =180—2Q y ZAFC =180— ZR por ser ARCF y BFCQ cuadrilateros

ciclicos.

Y por tanto

ZAFB =360— ZAFC — /BFC =360-(180— /R) — (180 - £Q) =
360-180+ /R -180+/Q = /R+/Q =180— /P

Asi pues, F también pertenecera a la circunferencia circunscrita de APAB .

11.9.2 Corolario.
Si los tres vértices de un triangulo AABC estan cada uno de ellos en los lados de otro
triangulo APQR, entonces las circunferencias circunscritas de APAB, AQBC y ARAC

tienen un punto en comun.

Demostracion. Claramente se cumplen las condiciones del teorema anterior.



11.9.3 Corolario.

Sean dos triangulos AABC y ADEF . Trazamos externamente por cada lado del
triangulo AABC tres tridngulos APAB, AQBC y ARAC, los tres semejantes a ADEF ,
de formaque /P= /D, /Qz/E Yy /R=/F.

Entonces los circuncentros de los tres triangulos forman un tridngulo que también es
semejante a ADEF .

Demostracion. En primer lugar, se cumplen las condiciones del teorema anterior, luego
las tres circunferencias circunscritas se cortaran en un punto comun F. Sean A’, B’ y C’
los circuncentros de los tridngulos AQBC, ARAC y APAB respectivamente.

Por 10.2.17 sabemos que AF 1. B'C', FB L A'C'y FC 1. A'B'. Luego ZA' es
suplementario de Z/BFC (basta ver que se forma un cuadrilatero ciclico con A’, F y los
puntos de corte de las cuerdas BF y CF), y por tanto ZA'= ~ZQ (el cuadrilatero FCQB
es ciclico). De la misma manera se deduce que ZB'= /R y £C'= ZP, es decir, el
triangulo resultante es semejante a ADEF .

11.9.4 Corolario. Teorema de Napoleon.

Dado un tridngulo cualquiera AABC, si trazamos externamente por cada uno de sus
lados tres triangulos equilateros, los respectivos circuncentros formaran un triangulo
equilatero.

Demostracién. Claramente estamos ante un caso particular del anterior corolario 11.9.3.

Nota. El problema 4.33 es una demostracion de este teorema utilizando numeros
complejos, que se estudiaran en el Tema 20.

Nota histérica. Este teorema lleva el nombre del general y emperador francés Napoledn Bonaparte
(1769-1821). Aungue es muy dudoso que tuviera los conocimientos matematicos para descubrir y
demostrar dicho teorema, es indudable es que Napoledn tenia una sélida formacion matematica.

Fue el mejor alumno en matematicas en su etapa escolar en Brienne, donde estudio algebra, trigonometria
y cénicas, pero sobre todo geometria. El famoso matematico Pierre Simon Laplace (1749-1827) le
entrevistd para su ingreso en la Escuela Militar de Paris. Durante su campafia en Egipto estuvo
acompafiado de eminentes matematicos como Gaspard Monge (1746-1818) y Joseph Fourier (1768-
1830), y a su regreso, después de realizar el golpe de Estado que le convirtié en Emperador de Francia,
otorg6 a la formacion matematica un papel prioritario en la educacion de los ciudadanos dentro de su
modelo de Estado, el Estado moderno. Suya es la famosa cita «El avance y perfeccion de las matemaéticas
esta intimamente ligado a la prosperidad del Estado». Por poner un ejemplo, fue la influencia napolednica
la que impuso el sistema métrico decimal en Espafia que sustituy6 la amalgama de sistemas métricos
regionales y locales que existia hasta aquel momento.



11.10 Excirculos, excentros y exradios. El punto de Nagel.

11.10.1 Proposicion. Las circunferencias excritas.

Cada vértice de un triangulo determina un angulo interior. Sus dos angulos adyacentes
son opuestos por el vértice, luego iguales y comparten la bisectriz. LIlamaremos &ngulos
exteriores a los angulos adyacentes por cada vértice, y llamaremos bisectrices exteriores
a las bisectrices de los angulos exteriores.

Dado un tridngulo AABC, las bisectrices exteriores por B y por C no pueden ser
paralelas, luego se cortardn en un punto al que llamaremos A-excentro y denotaremos
por 1, . Este punto equidistara de los tres lados del triangulo, luego pasara por la
bisectriz interior por A. La distancia de 1, a los tres lados sera el A-exradio. La
circunferencia determinada por el A-excentro y el A-exradio es tangente al lado BC y a
las prolongaciones de los lados AC y AC, y se denominara circunferencia A-excrita del
triangulo, o simplemente A-excirculo.

A B\

De la misma forma se define la circunferencia B-excrita y la circunferencia C-excrita,
con sus correspondientes B-radio, C-radio, B-centro y C-centro.

11.10.2 Proposicion. Dualidad de ortocentros y excentros.
El triangulo AABC es el triangulo ortico (ver 11.3.3) del triangulo Al 411 de sus

excentros. Las alturas del triangulo Al 41,1, son las bisectrices del triangulo AABC,y
por tanto, el ortocentro del triangulo Al ,I;1. es el incentro del triangulo AABC .

Demostracion. Al , L 1,1, por la propiedad 3.10.6, luego Al , es altura del triangulo
Al 1,1, . De lamisma manera Bl y Cl. son las otras dos alturas, es decir, las alturas
del triangulo Al ,I;1. son las bisectrices del triangulo AABC .

Observacion. En 11.4.11 se estudi6 otra dualidad relacionada con el incentro.



11.10.3 Teorema. Puntos de tangencia de la circunferencia excrita.
Sea un triangulo AABC, sean A',B',C' los puntos de tangencia de la circunferencia A-

excrita y los lados BC, AB y AC, respectivamente. Entonces:
— a) AB'=AC'=s
\ b)BB'=BA'=s-c
) Y | ¢) CC'=CA'=s—b
| donde b y ¢ son las longitudes de los lados

. L e AC y AB, respectivamente, y s es el
— semiperimetro del triangulo AABC .

A

Demostracion. AB'= AC' pues son segmentos tangentes a una misma circunferencia
con extremo comun. Por el mismo motivo BB'=BA' y CC'=CA'

a) AB+AC'=AB+BB+AC+CC'=AB+BA+AC+CA'=25s= AB'=AC'=s

b) Aplicando el apartado anterior, BB'= AB'-AB =s—c.

c) Aplicando el primer apartado, CC'= AC'-AC =s—b.



11.10.4 Teorema. Homotecia entre incirculo y excirculo.
Dado un tridngulo AABC, sea | su incentro, Q su circunferencia inscritay A',B',C' los

puntos de corte entre Q y los lados BC, AB y AC, respectivamente.
Sea J su A-excentro, I su circunferencia A-excritay A",B",C" los puntos de corte

entre I" y las rectas BC, AB y AC, respectivamente. Entonces:

a) Existe una homotecia ¢, de centro A, tal que (I') =Q, p(J) =1, p(A")=A",
p(B")=B', p(C")=C".

b) El segmento DA' es un didmetro de ©, con D=¢p(A") e Q . El segmento A"E es
un diametro de T", con A'=¢(E) .

d) Como corolario tenemos que los angulos que determinan los puntos de contacto del
incirculo son los mismos angulos que determinan los puntos de contacto del excirculo.




Demostracion.

a) Sabemos que los puntos A,C',C,C" estan alineados, y también lo estdn A/1,J y

A B',B,B". Los triangulos AAC'l y AAC'"J son semejantes, pues comparten el
AC" AJ AB" Al

angulo ZCAIl . Luego —— =—, y de la misma forma —=—.
AC' Al AB' Al

b) A"eT’, luego D=¢(A") e p(I') =Q2. Puesto que BC estangente a I" en A", su
imagen ¢(B)@(C) sera tangente a Q en D, luego ¢(B)@(C) L DI . Pero

¢(B)p(C) /I BC, luego BC L DI . La Unica recta perpendicular a BC que pasa por | es
IA", luego IA'=1D, es decir, D, I, A’ estan alineados.

Con un razonamiento similar, aplicado a la homotecia ¢ se demuestra que A"E es un
didmetro de T".

c) Esta claro que 1A'// A"J /l AK , donde AK es la altura de AABC por el vértice A.
Consideremos la homotecia 6 centradaen A" que envia DA a AK .El incentro | es el
punto medio de DA', luego su imagen M =46(1) € 5(D)S(A") = AK sera el punto
medio.

d) Basta aplicar la homotecia ¢ a los angulos obtenidos en 11.4.11.

Problemas propuestos: 5.3y 5.42.
En el problema 5.43 se propone demostrar que BA'=CA".

Observacion: En el problema 3.9 se demuestra que los tres puntos de tangencia del
triangulo con las circunferencias excritas son las trazas de un punto llamado Punto de
Nagel N, del triangulo.




11.11 La circunferencia de Apolonio.

11.11.1 Proposicion. La circunferencia de Apolonio asociada a dos puntos.
Dados dos puntos A y B, el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que

EA:&>O
PB

para un cierto 4 >0 fijo determina una circunferencia, llamada circunferencia de
Apolonio de los dos puntos. Su centro O esté en la recta AB y su radio satisface

r’ =0A-OB

El centro O de dicha circunferencia de Apolonio se puede determinar de dos maneras:

a) Mediante tangente a la circunferencia circunscrita.
O es el punto de corte entre la recta AB Y la recta tangente por P a la circunferencia
circunscrita del triangulo AABP .

\ ° / ____________

b) Mediante bisectrices.
O es el punto medio del segmento NM, donde N y M son los puntos de corte entre la
recta AB y las respectivas bisectrices internas y externas del angulo ZAPB .




Demostracion.
a) Trazamos la circunferencia circunscrita al triangulo AAPB Y la recta tangente a dicha
circunferencia por P. Sea O el punto su punto de corte con la recta AB.

Por 11.6.8 sabemos que ZOPA= /B, luego los triangulos AOAP y AOPB son

. PA OP OA
semejantes, y portanto 1= —=——=—.
PB OB OP
De esta ultima igualdad se deduce que A0 = A0 OP = A2, es decir, el punto O es un
OB OP OB

punto fijo de la recta AB.

Ademas se cumple OB-OA=0P? =r?, es decir, la distancia OP es fija.
De todo esto deducimos que P pertenece a la circunferencia de centro O y radio

vOA-OB.

b) Trazamos las bisectrices interiores y exteriores del &ngulo ZAPB,y sean My N sus
respectivos puntos de corte con la recta AB.

Por el Teorema de la bisectriz interior (11.4.2) sabemos que % = % =A, luego el

punto N es independiente de P.

De la misma manera, aplicando el Teorema de la bisectriz exterior (11.4.3) deducimos
que el punto N es independiente de P.

Ademas, por 3.10.5, ZMPN =90°, y por tanto concluimos que el punto P pertenece a la
circunferencia de diametro MN .

Reciprocamente, se comprueba que todo punto la circunferencia de centro O y radio
JOA-OB satisface % =A.

Observacion 1. La igualdad r* =OA-OB sera estudiada con detalle en el Tema 13,
cuando introduzcamos el concepto de inversion y puntos inversos.

Observacion 2. Si 4 =1 la circunferencia de Apolonio degenera en la recta mediatriz
del segmento AB.

Nota histdrica. Se atribuye al matematico griego Apolonio de Perga (circa 262AC-
190AC), esta caracterizacion alternativa de una circunferencia. Mediante ella, la
circunferencia deja de estar determinada como “los puntos equidistantes a un centro
dado”, y para pasar a estar determinada como el lugar geométrico de aquellos puntos
cuya razén de distancias a dos puntos fijos (llamados “focos”) es constante.



11.11.2 Proposicién. La circunferencia de Apolonio asociada a un triangulo.
Dado un tridngulo AABC, se define la C-circunferencia de Apolonio asociada al
triangulo como el lugar geométrico de los puntos P tales que

PA CA

PB CB

Es un caso particular de circunferencia de Apolonio, la asociada al segmento AB y
razén
2=CA
CB
Claramente, el punto C pertenece a la C-circunferencia de Apolonio.
El centro O de dicha circunferencia se puede determinar de dos formas:

a) O es la interseccion del lado AB y de la recta tangente por C a la circunferencia
circunscrita del triangulo.

b) O es el punto medio de N y M, donde N y M son las intersecciones de AB con las
bisectrices internas y externas respectivamente asociadas al angulo £C .

/N\ o} A M}\ B

Demostracion. Basta aplicar 11.11.1

Problema propuesto: 7.24.



11.11.5 Proposicion. Los puntos isodinamicos de un tridngulo.
Las tres circunferencias de Apolonio asociadas a un tridngulo se cortan en dos puntos
del plano llamados puntos isodindmicos del triangulo.

Demostracion. Sean |, e 1, los dos puntos de corte entre la A-circunferencia y la B-
circunferencia de Apolonio. (Queda por demostrar que efectivamente se cortan en dos
puntos).

Tenemosqueﬁzg,ﬁzg,ﬁzg,ﬁzg,yportamo
I.C b I, b IC a I,C a

LA_LALC cb b LA _LALC cb_b

I 1.C I, ac a I,B I,CI,B ac a

Luego I, e I, también pertenecen a la C-circunferencia de Apolonio, es decir, las tres
circunferencias de Apolonio asociadas a un triangulo pasan por los dos puntos del plano
I, e I,, que se denominan "puntos isodinamicos" del triangulo AABC . O dicho de otra
manera, las tres circunferencias de Apolonio son coaxiales.

Observacion. Los puntos |, e I, estan catalogados como Xi5 Y X6 en la ETC (ver
capitulo 19). Sus coordenadas baricéntricas son:

e
R

Fuente: Ercole Suppa en el documento "Trianguloscabri557_suppa.pdf*”



11.12 Teorema del Tridente y Teorema del Incentro-Excentro.

11.12.1 Teorema. El teorema del Tridente.
Sea un triangulo AABC y sea @ su circunferencia circunscrita.
a) El punto de corte D entre la bisectrizde ZA'y @ (D # A) pasa por la mediatriz del

lado opuesto BC .

/A\ /B
Nota: La interseccion entre la bisectriz por A y la mediatriz del lado opuesto BC

pertenece a la circunferencia circunscrita de AABC, lo que puede ser muy util para
resolver problemas de geometria. Ver, por ejemplo, el Problema 7.28.

b) Sea I el incentro del triAngulo AABC . El punto D equidista de I, C y B:
DI =DC =DB, y reciprocamente, si el punto I' cumple DI'=CD = BD, entonces I' es

el incentro.

Demostracion.

a) Por ser angulos que abarcan un mismo arco, Z/CBD = ZCAD = /A/2,y

/BCD = ZBAD = ZA/ 2, luego ACDB es isosceles en D.

Por ser isosceles en D, la altura de este triangulo por D coincide con la mediatriz de

BC, es decir, que el punto D pertenece a la mediatriz de BC .

b)

«/DIC =180— ZAIC =180 - (180 — ZCAIl — ZACIl) =

ZCAl + ZACI = ZA/ 2+ ZICB = ZBCD + ZICB = ZICD

Luego ACDI también es isdsceles en D y por tanto DI =CD =BD.

Para demostrar el reciproco tenemos que <CDI'= ZCDA= ZCBA = /B por ser
angulos que abarcan el mismo arco.



CD=DI'= ZI'CD=ZCI'D=2Z1'CD+ 4B =180= 2(«£I'CB + £ZA/2) + /B =180 =
= 2(Z1'CB+ £ZAl/2)+ /B =180= 2/1'CB+ LA+ /B =180

= 2/1'CB=180- Z/A- /B=2/1'CB=4ZC = Z1'CB=«C/2
Y por lo tanto I' es el punto de corte de dos bisectrices, es decir, es el incentro del

triangulo.
Problemas propuestos: 7.26, 7.27.
11.12.2 Corolario.

Sea un tridngulo AABC y I su incentro. El punto D de corte entre Al y la circunferencia
circunscrita (D = A) es el circuncentro del tridngulo ABIC .

Demostracion. Puesto que ACDI es isosceles en D, la mediatriz de Cl pasa por D, y por
el mismo motivo la mediatriz de Bl también pasa por D. Luego D es el punto de corte
de las mediatrices de Cl y BI, que es, por definicidn, el circuncentro del triangulo

ABIC .

11.12.3 Corolario.
Aplicando 11.12.1a se deduce facilmente que la bisectriz AD por el vértice A es

también bisectriz del &ngulo ZOAF, donde F es el pie de la altura por Ay O es el
circuncentro del triangulo.

Demostracién. OA=0D, luego AOAD es isésceles, y por tanto ~OAD = ZODA.
Por otro lado, OD// AF , pues ambas son perpendiculares a BC, por el Teorema de
Tales, ZODA= /DAF, y finalmente ZOAD = Z/DAF.



11.12.4 Teorema. El Teorema del Incentro-Excentro.
Dado un tridngulo AABC, sea | su incentro, y P el punto de corte la bisectriz Al y la
circunferencia circunscrita (P = A). En 11.12.2 hemos visto que P es el circuncentro de
la circunferencia circunscrita de ABCI . Ademas, el excentro Q de la circunferencia A-
excrita también pertenece a la bisectriz Al, y cumple IP = PQ, es decir,

PC=PI =PB=PQ

Demostracion. En 11.12.1y 11.12.2 hemos visto la primera parte.

El excentro Q de la circunferencia A-excrita es la interseccion de las dos bisectrices
externas por C y por B. Sabemos que estas dos bisectrices son perpendiculares a las
bisectrices internas del triangulo Cl y BI, respectivamente (3.10.5).

También esta visto (Observacion 1 de 11.10.1) que el punto Q pertenece a la bisectriz
interna Al.

ZICQ=90, ZICB=/C/2, /BCP = /PAB = ZA/2, luego
180 /C— /A /B

/PCQ =ZICQ—-ZICB—-«BCP =90-£C/2—-£ZAl2= 5 5

Pero por otro lado, ZCQP = £CQI = ZIBC = %B

Es decir, el triangulo ACPQ es isosceles en P, y por tanto CP = PQ.
Con un razonamiento similar llegamos a PQ = PB , y puesto que CP = BP , tenemos
que Pl =PC =PB =PQ

Nota. Los problemas 4.6 al 4.15 estan dedicados a aplicar los resultados presentados en
esta seccion.



11.13 Teoremas y desigualdades de Euler y Leibniz.

11.13.1 Teorema. Teorema de Euler.
Dado un tridngulo AABC , sea O el circuncentro, | el incentro, r el inradio y R el
circunradio. Se cumple:

OI2 =R(R-2r)

Demostracion. Sea P el otro punto de corte entre la recta Cl y el circuncirculo.
Extendemos el segmento Ol hasta cortar el circuncirculo en los puntos G y J.
Sea F el pie de la perpendicular a BC por I.

Tenemos que OG=0J=R Yy IF =r.
Por10.2.1, GI-1IJ =1IP-IC.
Por 11.12.1b se cumple IP=PB.

Aplicando el Teorema del Seno en
ACBP :
PB

sin(/Cl2)

2R = PB =2Rsin(£C/2)

Por un lado, sin(£C/2) = % = IF = ICsin(£C/2), por lo tanto

Gl-J=IP-IC=PB-IC=2R-IC-sin(£C/2)=2R-IF =2Rr
Por otro lado, se cumple GI =GO +0Il =R+0l,

luego GI-1J =(R+OI)(R-0l1)=R?*-0I?,

Y finalmente, R —=Ol? = 2Rr = R> = 2Rr =0I?

11.13.2 Corolario. Desigualdad de Euler.
R>2r
Y la igualdad acontece si y solo si el triangulo es equilatero.

Demostracion. Basta aplicar 11.13.1.

Problema propuesto: El Problema 6.59 propone demostrar R > 2r de forma directa.
Problema propuesto: 7.15.

Nota histdrica: La desigualdad R > 2r fue descubierta por Euler en 1765.



11.13.3 Corolario.
En todo tridngulo AABC, con circunradio R, inradio r y semiperimetro s, se cumple

r<l<5

33 2

Demostracion. Veamos la desigualdad de la izquierda:
Por la desigualdad AM-GM vy la identidad 11.6.5.a:

2s=a+b+c>33abc =3Y4Rsr =
(2s) > (344Rsr | =3° - 4Rsr

Por 11.13.2 sabemos que R>2r, luego 3*-4Rsr >3°-8r%s

Con lo que llegamos a s° > Fr2s = 2 > 3Pr2 = s> /Fr=3/3r=r s%
Veamos ahora la desigualdad de la derecha:
a b c 33

R
—£—<:>25<3\/_R<:>a+b+c<3\/_R<:>—+—+— —
33 2R 2R 2R~ 2

Por el Teorema del Seno (11.6.4) esta Ultima desigualdad es equivalente a

33

sinA+sinB +sinC ST

Que se demostrd en el problema DE/6.15 como aplicacion de la desigualdad de Jensen.

11.13.4 Teorema. Teorema de Leibniz.
En un triangulo AABC de lados a,b,c, con circuncentro O, baricentro G y circunradio

R, se cumple:

OG*=R? —é(a2 +b? +c2)

Demostracion. Sea D el punto medio del lado BC.

B* + D t *c

Aplicamos el Teorema de Stewart (9.1.6) al triangulo AADO con la ceviana OG:
AD(OG? + AG -GD)=0D? - AG + AO? - DG



Esta claro que AO =R

Por 11.5.3b sabemos que AG = % AD, GD :%AD

Luego

AD(OGZ +§AD -%AD) - 0D’ -%AD +R? %AD :A—BD(zoD2 +RY) o

AD(OGZ +3AD2j —oD*-2AD+R*-1AD - AD[ZODZ +1R2j =
9 3 3 3 3
062+ 2AD? = 2002+ LR? = 067 = 2002 + LR? - 2 AD? *)
9 3 3 3 3 9

2
Por Pitagoras tenemos que DO® = R® _a?

2(b* +c?) —a’

Por otro lado, en el problema 6.23e se demostré que AD? = , luego
2 2 2 2
0G? ZEOD2+1R2 —EADZ :3 R2 _a +1R2 _E.M:
3 3 9 3 4 ) 3 9 4
_ge @ 2b’+ch)-a® L, (@ 2b’+ch)-a’|_ o, (3a7+2(b°+ch)-a’|_
6 18 6 18 18

=R? —%(a2 +b? +c2)

Tal como queriamos ver.

11.13.5 Corolario. Desigualdad de Leibniz.
Dado un tridngulo AABC de lados a,b,c se cumple
9R*>a*+b*+c?

y la igualdad se cumple si y solo si O =G, es decir, cuando el tridngulo es equilatero.
Demostracion. Se deduce directamente de R? —%(a2 +b% +¢%)=0G? >0

Problema propuesto: DE/12.2


http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf

11.14 Los puntos de Miquel.

11.14.1 Lema. Punto de Miquel de un tridngulo.
Sea un triangulo ABC y tres puntos arbitrarios en cada lado: A'e BC, B'e AC y
C'e AC . Se cumple:

a) Las tres circunferencias circunscritas a los triangulos BC'A', AC'B'y CB'A'se
encuentran en un punto comian M, que se denomina “Punto de Miquel”.

b) Los angulos que determinan este punto M con los lados son iguales, como se indica
en la siguiente figura:

Demostracion. Las circunferencias circunscritas a los triangulos BC’A” y AB’C’ cortan
en C’ y en un segundo punto M. Los cuadrildteros BA’MC’ y AC’MB’ son ciclicos,
luego tienen angulos opuestos suplementarios: Z/C'MA'=180—-By ZC'MB'=180—- A

La suma de los tres angulos alrededor de M es un angulo completo:
Z/C'MA+~/C'MB'+/A'MB'= 360

por lo que

180-B+180- A+ ZA'MB'=360 => ZA'MB'-A-B=0=

/A'MB-(A+B)=0=> Z/A'MB'-(180-C)=0= Z/A'MB'-180+C =0 =

ZA'MB'+C =180

Por lo tanto el cuadrilatero A’CB’M también es ciclico. Puesto que una circunferencia

queda determinada por tres puntos, su circunferencia circunscrita seré la circunferencia

circunscrita al triangulo A’B’C, de lo que se deduce que M pertenece a esta ultima, tal y

Ccomo queriamos ver.

La propiedad de los angulos se deduce facilmente aplicando encadenadamente la

propiedad fundamental de los cuadrilateros ciclicos (el &ngulo exterior por un vértice es

igual al angulo interior por el vértice opuesto). Luego:

/ZMAC = /ZBC'M = ZAB'M

Nota biografica. Auguste Miquel (1816-1851) matematico frances.

Problema propuesto: 5.27.



11.14.2 Teorema. Punto de Miquel de un cuadrilatero.
Dado un cuadriladtero ABCD vy siendo P=ABNCD y Q = ADNBC, las cuatro

circunferencias circunscritas (PAD), (PBC), (QAB) y (QCD) pasan por un mismo
punto M, Ilamado "Punto de Miquel™ del cuadrilatero.

Demostracion. Que las cuatro circunferencias pasan por un punto comdn M es una
consecuencia directa del Teorema de Miquel para tridngulos (11.14.1).

(Acabar)
Problema propuesto: 5.8.

11.14.3 Teorema. Propiedades del Punto de Miquel.

Dado el cuadrilatero ABCD, sea Q = AD N BC, y sea M el otro punto de corte de las
circunferencias circunscritas (QDC) y (QAB), es decir, el Punto de Miquel asociado al
cuadrilatero.

a) M es el centro de la semejanza espiral que envia D >C y A— B.

b) M es el centro de la semejanza espiral que envia D > Ay C —» B.

=



c) Siendo P=AB NCD, entonces M € PQ < ABCD es ciclico.

Demostracion.

a) Tenemos dos cuadrilateros ciclicos ABMQ y DCMQ, luego
/BAM = /BQM = ~ZCQM = ~CDM

Z/ABM =180 — /AQM =180 - ~/DQM = /DCM

Luego AMCD ~ AMBA

b) De la misma manera demostramos que AABM ~ ADCM

¢) ZQMC =180—QDC = ~/CDA'y /PMC =180— /PBC = /CBA, luego
ZADC y ZABC son suplementarios < ZQMC y £ZPMC son suplementarios, y esta
condicion equivale a que Q, My P estan alineados por 3.4.4.

Problema propuesto: 7.61.



11.14.4 Teorema. Punto de Miquel en cuadrilateros ciclicos.
Dado un cuadrilatero ciclico ABCD con centro O, sea Q = AD N BC, y sea M el otro

punto de corte de las circunferencias circunscritas (QDC) y (QAB), es decir, el Punto

de Miquel asociado al cuadrilatero. Entonces:
a) QM LOM
b) Los cuadrilateros AOCM y BODM son ciclicos.

c) Mes el inverso de R = AC nBD respecto al circuncirculo de ABCD. En particular,
las rectas AC, BD y OM con concurrentes en R.




Demostracion.

a) Sean X e Y los puntos medios de AD y BC . La semejanza espiral de centro M que
envia D—->C y A— B envia X - Y, luego sera la misma semejanza espiral que
envia D— X e C —>Y, ypor tanto las circunferencias (QDC) y (QXY) se cortaran
en Q y en M. Luego los puntos X, Y, M, Q pertenecen a una misma circunferencia @ .
Pero ZQXO = ZQYO =90°, luego X e Y pertenecen a la circunferencia de diametro
QO, que tiene que ser forzosamente @ , con lo que, finalmente, llegamos a la

conclusién de que los puntos X, O, Y, M y Q pertenecen a la circunferencia de didmetro
OQ. En particular, #QMO =90°, como queriamos ver.

b) En primer lugar demostraremos que OBMD es ciclico. Sea a = ZDOB

Z/DAB = /2 Por el Teorema del Angulo Central

/DCB =180—- /DAB =180—« /2 por ser ABCD ciclico.

ZQMB =180—- ZQAB =180— ZDAB =180—«/ 2 por ser ABMQ ciclico.

Por otro lado, /DCQ =180—~/DCB =180-(180—«/2) = /2

ZQMD = £ZQCD = &/ 2 por ser DCMQ ciclico.

Luego, finalmente, /.DMB = ZQMB—-/ZQMD =180—-«a/2—a/2 =180-«, es decir,
/DMB y #DOB son suplementarios, y por tanto OBMD es ciclico.

Veamos ahora que AOCM es ciclico. El razonamiento es similar al anterior. Sea
a=/A0C.

ZABC = /2

ZADC =180—- ZABC =180—«a/2.

ZQDC =180- ZADC =180—-(180—-a/2) =/ 2.

ZCMQ=2QDC=a/2

ZQMA=180—-/ABQ =180—- ZABC =180—« /2

ZAMC = Z/AMQ—-2ZCMQ =180-a/2—a/2=180—-«

Luego ZAMC y ZAOC son suplementarios.



¢) La circunferencia AOCM es la imagen de la recta AC, y la circunferencia BODM es
al imagen de la recta BD, luego su punto de corte M diferente de O sera la imagen de la
interseccion R=AC NBD.

d) Acabamos de ver que los puntos AOCM son puntos de una misma circunferencia a la
que llamaremos @ . Los arcos AO y OC de dicha circunferencia tienen la misma

longitud, pues AO =OC y Ay C pertenecen a la circunferencia de centro O. Luego
ZAMO = ZOMC pues son angulos que abarcan arcos iguales.
Con un razonamiento similar se demuestra que ~/DMO = ZOMB.

Problema propuesto: 5.24.



12 Razon doble. Resultados proyectivos.

La geometria aln posee todas esas virtudes que los educadores les atribuian
hace una generacion. Todavia hay geometria en la naturaleza esperando ser
reconocida y apreciada. La geometria (sobre todo la geometria proyectiva)
sigue siendo una excelente manera para introducir a los estudiantes en la
axiomatica. Aun posee el atractivo estético que siempre ha tenido, y la belleza
de sus resultados no ha disminuido. Por otra parte, es ain mas Gtil y necesaria
para el cientifico y el matematico de lo que ha sido nunca. Consideremos, por
ejemplo, las formas de las 6rbitas de los satélites artificiales y la geometria de
cuatro dimensiones del continuo espacio-tiempo.

Geometry Revisited, (H.S.M. Coxeter y S.L. Greitzer, 1967)

12.1 La razon doble de cuatro puntos.

12.1.1 Definicién. Razon doble de cuatro puntos.
Dados cuatro puntos A, B,C,D (no necesariamente alineados ni cociclicos), con

B=Cy A=D, definimos su razén doble por:
AC BC AC-BD

(AB,C,D)=—=+ —= =———
AD BD BC-AD

Donde estamos consideramos razones con signo (ver 11.1), por lo que la razén doble
puede ser un numero negativo.

La definicién % +% expresa la razon doble como cociente entre dos razones

simples (del tipo definido en 11.1.7), y por tanto justifica el nombre de "razén doble"
(“Doppelverhaltnis” en aleman, es decir, “razon de razones”).

A diferencia de las razones simples, las razones dobles se mantienen cuando se aplica
una nueva funcion entre rectas que estudiaremos en este tema llamada proyectividad:

AC =1.67#131= AC
AB A

(A,B;C,D)=141=(AB";C',D')

4#\ \B C\ D

La razon doble no depende de la orientacion de la recta, y sera positiva si la pareja de
puntos A,C no esta separada de la pareja de puntos B, D , y sera negativa en caso
contrario:

A B Cc D A C B D
(4,B;C,D)>0 (4,B;C,D)<0

Si (A/B;C,D)=1entonces C=D (0o A=B).



Sobre la interpretacion geométrica de la razén doble.
La razon doble es un concepto realmente duro. Es este sentido es balsamico leer las
palabras de Robin Hartshorne en su libro “Geometry Euclid and Beyond” (pagina 341,

la traduccion es mia)

“...Llegado a este punto alguien me podria preguntar cudl es la interpretacion geométrica de la razén
doble. Aunque yo trabajé por primera vez con la razén doble con algunos alumnos aventajados en el
bachillerato y he trabajado con este concepto muchas veces desde entonces, debo decir con franqueza que
no soy capaz de visualizar geométricamente la razén doble. Podriamos decir que es algo magico, que es
un resultado algebraico cuyo significado es imposible de entender pero que resulta muy util. Es algo que
funciona. Se podria decir que fue un triunfo del algebra el inventar este valor numérico que result6 tan
valioso y que no hubiera sido posible imaginarlo geométricamente. O si tienes vocacion de gedmetra,
puedes decir, si quieres, que es un invento del diablo y odiarlo a muerte.

Dejadme decir algunas palabras en defensa de la pobre razén doble. En el presente contexto de las
transformaciones en el plano euclideo, tenemos los movimientos rigidos, que conservan la distancia.
Después vienen las homotecias, que no conservan la distancia pero si conservan las razones. Finalmente
estan las inversiones, que no conservan las distancias ni las razones. Puesto que estas Gltimas si conservan
la razon doble, esta particular razén de razones resulta ser lo mejor que podemos obtener. Es algo estable
cuando las distancias y las razones varian a nuestro alrededor.

En la seccidn 39C [21.2.1 en este libro] usaremos la razén doble para definir el concepto de distancia en
el modelo Poincaré de una geometria no euclidea. En ese contexto, la razén doble tendra un papel
principal. En geometria proyectiva la razén doble también es importante. Una proyectividad entre dos
rectas se define [12.2.4] como una composicion de un ndmero finito de proyecciones entre dos rectas.
Una proyectividad no preserva distancias ni razones de distancias, pero si preserva las razones dobles
[12.2.3]. De hecho, un teorema fundamental de la geometria proyectiva afirma que una transformacion
entre dos rectas en el plano proyectivo es una proyectividad si y s6lo si preserva la razén doble para todo
conjunto de cuatro puntos diferentes de la recta...”

Nota historica. [Boyer] atribuye al matematico francés Michael Chasles (1793-1880)
ser el precursor de la razon doble, llamada en aquella época “razéon anarmoénica”. En su
Traité de géométrie supérieure (1852) se establece, ademas, el uso de segmentos
orientados en la geometria pura. Chasles fue uno de los ultimos grandes gedmetras
proyectivos franceses, y fue principalmente en Alemania donde su obra se vio
continuada por matematicos tales como Steiner y VVon Staudt.

12.1.2 Proposicion. Las permutaciones de la razon doble.
Dados cuatro puntos A, B, Cy D,
a) (AB;C,D)=(B,A,D,C)=(C,D;A,B)=(D,C;B,A) =4
b) (A,B;D,C)=1/4
c) (AC;B,D)=1-2
d) El resto de permutaciones son consecuencia de las tres anteriores.

Por lo tanto, las 24 posibles permutaciones de los cuatro puntos involucrados en una
razon doble se reducen a seis posibles valores diferentes:

2” l| 1_21 1 ) ﬂ ) 1_/1
A 1-4 1-2 A

12.1.3 Proposicion.
Si A/B,C,D,D' estan alineados y (A,B;C,D)=(A, B;C,D'") entonces D=D'.

Demostracion. Aplicaremos 11.1.5b.
(A.B:C,D)=(AB:C,D) AC-BD _ AC-BD - BD _BD - BD _AD
BC-AD BC:.AD' AD AD' BD' AD'

< D=D'



12.1.4 Proposicion. Razon doble de cuatro puntos cociclicos.
Si A,B,C, D, P son cinco puntos cociclicos y diferentes, entonces

A . .
. (A,B;C,D):S!HAAPC -s!nABPD
sin ZBPC -sin Z/APD

Y por tanto la razon doble no depende
del punto P que tomemaos.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema del seno (9.1.5). Si r es el radio de la
circunferencia circunscrita a los cinco puntos, se tiene

sin ZAPC = A—C sin ZBPD = Q, sin ZBPC = E sin ZAPD = ﬁ
2r 2r 2r 2r
Luego
AC BD

sinZAPC -sinZBPD oy oy _AC-BD
sin/BPC -sin/APD BC AD ~ BC-AD
2r 2r

=(A,B:;C,D)

12.1.5 Proposicion.
Sean A, B,C,D,P cinco puntos diferentes pertenecientes a una misma circunferencia

@,y sear una recta secante con @ . Sean A',B',C',D' los respectivos puntos de corte
entre PA,PB,PC,PD vy larecta r. Entonces:

(A/B;C,D)=(A,B";C',D")

Aplicando el Teorema del Seno:
PC' AC' .~ PC'sin ZA'PC’
— = — = AC'= -

sina sin ZA'PC' sina




PD A'D — AD- PD'sin ZA'PD

sina sin ZAPD’ sina

PD’ B'D' .~ PD'sinZB'PD’

— = — =B'D'= -

sinf sin«ZB'PD' sin B

PC' B'C' .~ PC'sin £B'PC’

— = — = B'C'= -

sing  sin £ZB'PC' sin B
Y por tanto:

PC'sin ZA'PC" PD'sin ZB'PD'
Dy ACYB'D sina sin B B
(A,BLCLD) = A'D.B'C' PD'sin ZA'PD' PC'sin ZB'PC' B
sina sin g

_sinZA'PC"sin ZB'PD" _ sin ZAPC -sin ZBPD
sin ZA'PD"sin «/B'PC' sin ZAPD -sin ZBPC

= (A B:C,D)

En donde hemos aplicado la proposicion anterior.

12.1.6 Teorema. Expresion trigonometrica de la razén doble de puntos alineados.
Dados cuatro puntos alineados A,B,C,D, y un punto P externo a la recta que
determinan, tenemos:

sin ZAPC -sin ZBPD
sin «BPC -sin ZAPD

(A/B;C,D)=

Y por lo tanto la expresién de la derecha
no depende del punto P que tomemos.

Demostracion. Aplicamos el Teorema del Seno cuatro veces:

AC B PA — AC = PA sin Z/APC
sin Z/APC sin ZLACP sin ZACP

BC PB PB sin ZBPC

. = = BC = . =
sin Z/BPC sin ZBCP sin Z/BCP

AD PA PA sin Z/APD

- =— =>AD=—""——
sin ZAPD sin ZADP sin ZADP

BD PB PB sin «BPD

- = — =>BD=——"—"—
sin Z/BPD sin ZBDP sin ZBDP

PA sin Z/APC . PB sin ZBPD

. _AC-BD  sinZACP sin/BDP  _
(A BC,D)= BC - AD " PB sin Z/BPC . PAsin Z/APD

sin Z/BCP sin ZADP

_sin ZAPC -sin Z/BPD
sin ZBPC -sin ZAPD




12.2 Perspectividades y proyectividades.

12.2.1 Definicidn. Perspectividad.
Sean r y s dos rectas del plano y O un punto exterior a ambas.

Para todo punto P er definimos el punto f(P)es como OPAs. De esta manera

definimos una funcién
fir—os

P f(P)=0OPns

Ilamada perspectividad de centro O.

Esta funcion es inyectiva, pues si f(P)= f(P'), entonces Of (P) =Of (P') y por tanto
P=0Of(P)nr=0f(P')nr=P".
Es suprayectiva, pues para cualquier Aes, el punto P = OANT cumplira f(P)=A.

Luego tenemos una biyeccién entrery's.
Esta funcion deja fijo el punto de corte Q entre ry s.

o) =
Una perspectividad entre las rectas r y s con centro O se denota con r=s, 0 r”s.

Normalmente una perspectividad viene fijada por cuatro puntos A, B,C,D y sus
respectivas imagenes A',B',C',D', y se denotara por

(A/B,C, D);(A‘, B',C',D")

La funcion inversa de una perspectividad es también una perspectividad con su mismo
centro y la funcion identidad es una perspectividad, pero en general la composicion de
perspectividades no es una perspectividad.



12.2.2 Lema.
Sean A*B*C tres puntos diferentes de una recta r, sea s una recta paralelaary O un

punto exterior a ambas. Sean A', B' y C' los puntos de corte de &, OB y OC conla
recta s. Entonces

AB_AB
AC AC'

Demostracion. Los triangulos AOAB y AOA'B' son semejantes pues estan en posicion
de Tales, luego
AB AB _AB OA

—= =
OA OA A'B' OA

Los triangulos AOAC y AOA'C' son semejantes pues estan en posicion de Tales, luego

AC AC' __AC OA

= =
OA OA AC" OA

De las dos igualdades anteriores se deduce la igualdad buscada:
AB AC AB A'B'

= =
AB" AC' AC AC

12.2.3 Proposicion.
Las perspectividades dejan invariante la razén doble.

Demostracién. En primer lugar vamos a verlo para el caso r//s. Sean A, B,C, Dcuatro
puntos de r y sean A',B',C',D' sus respectivas imagenes en la recta s por la proyeccién
desde el punto O.

AC-BD AC BD AC' B'D

(A,B;C,D)= == =
BC-AD BC AD B'C' AD'

=(A',B";C',D"), puesto que

aplicando el lema anterior a los tridngulos AOAC y AOA'C' tenemos % :%




y aplicando el lema anterior a los triangulos AOAD y AOA'D' tenemos % :%

Supongamos ahora que r y s no son paralelas.

Trazamos la recta r' paralelaar por A'. Sean B",C",D" los respectivos puntos de

corte de r' con Cﬁ, oC y OD. Acabamos de ver que
(A,B;C,D)=(A,B";C",D")
Luego solo nos falta ver que (A',B";C",D")=(A B";C',D").

Para ello aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) dos veces. La primera sobre el
triangulo AA'B'B" con la transversal c'c":
AC" B"O B'C'
C'B" OB C'A
La segunda nuevamente sobre el tridngulo AA'B'B" con la transversal D'D":
A'D" B"O B'D'_ 1

D"B" OB' D'A

De donde se deduce que
A'C" B"O' B'C' AD" . B"O . B'D’ A'C" ' B'C' AD" . B'D'

. = =
c"B" OB C'A" D'"B" OB D'A'” C"B" C'A' D"B" D'A
Reordenando sus elementos llegamos a la igualdad deseada:

AC" D"B"_ C'A’ B'D' N AC" B"D"_ AC' B'D N

c"B" AD" B'C' D'A' B"C" AD" B'C' A'D
(A,B";C",D")=(A",B",C",D")

Problemas propuestos:

El problema 1.38 tiene una solucion muy elegante mediante esta proposicion, es la
version 3 de dicha solucién.

El problema 1.39 es una aplicacion practica de este resultado.



12.2.4 Definicidn. Proyectividad entre rectas.
Diremos que una funcion f :r —s es una proyectividad cuando sea una composicion

de un ndmero finito de perspectividades, y se denotara por r”s.

Se comprueba facilmente que toda proyectividad, por ser una composicion de
biyecciones, serd siempre biyectiva.

La composicion de proyectividades es siempre una proyectividad, la funcion inversa de
una proyectividad es otra proyectividad (basta con tomar al revés la cadena de
perspectividades) y la funcién identidad es una proyectividad.

Claramente las proyectividades conservan la razon doble, pues la conservan todas y
cada una de las perspectividades que la conforman.

12.2.5 Proposicion. Razon doble de un haz de cuatro rectas.
Con los resultados obtenidos anteriormente estamos en condiciones de definir la razon
doble de un haz de cuatro rectas concurrentes en un mismo punto P, que denotaremos

por P(A,B,C,D) = (PA, PB,PC,PD)

Su razon doble sera la razon doble de los cuatro puntos de corte con cualquier
transversal r:
(PA,PB;PC,PD) = (A,B';C'",D")

Esta definicion esta bien construida pues acabamos de ver que la razén doble de dichos
puntos no depende de la recta r que tomemaos.

Y aplicando 12.1.6 llegamos a
(PA,PB: PC, PD) = (A", B':C',D") = s!n ZA'PC -5|_n /B'PD _ s!n ZAPC -s!n Z/BPD
sin ZB'PC"sin ZA'PD" sin ZBPC -sin ZAPD

12.2.6 Proposicion. EI Teorema de la Mariposa.
El Teorema de la Mariposa (10.2.16) se puede demostrar mediante la invariancia de la
razon doble bajo proyectividades y 12.1.5. Siguiendo con las definiciones de 10.2.16:

(P.Qi X, M)2(P,Q: A C)=(P,Q;M:Y) = (P,Q: X, M) = (P.Q;M;Y)

Por otro lado, la reflexion con centro M preserva la razon de segmentos, y por tanto la
razén doble, luego (P,Q; X, M) =(Q,P,X',M)
Y por tanto (P,Q,M,Y)=(Q,P; X',M)=(P,Q;M, X") = X'=Y



12.3 El Postulado de Pappus. Planos papianos.

12.3.1 Definicién. Postulado de Pappus proyectivo. Planos papianos.
Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O.
Sean A, A,, A, tres puntos diferentes de r, B, B,, B, tres puntos diferentes de s, y

todos diferentes de O.
Entonces los tres puntos Q,, = AB, "AB,, Q,,=AB,"NAB, y Q,=AB,nAB,
estan alineados. A dicha recta la llamaremos Recta de Pappus.

La Recta de Pappus no pasa necesariamente por el punto O.
Diremos que un plano es papiano si en él se cumple el Postulado de Pappus proyectivo.

Nota: Este postulado es hermano del Teorema de Pascal (ver 12.7.1)

12.3.2 Definicién. Postulado de Pappus.

Sean tres puntos A, By C en una recta y sean A', B'y C' otros tres puntos en otra recta
diferente. Supongamos que ambas rectas se cortan en un punto que no es ninguno de los
seis anteriores. Si A'B//B'C y AA'//CC' entonces AB'// BC'

12.3.3 Proposicion.
Si se cumple el Postulado de Pappus proyectivo también se cumple el Postulado de
Pappus.

Demostracion. Tomamos A =A, A, =B y A, =C, y para la otra recta reordenamos
los puntos: B, =C', B,=B'y B, =A".

A'B/IB'C < B,A, I/ B,A, < Q,,=B,A, "B,A e,

AA//ICC'< AB, Il AB, <Q,=AB,n"AB €er,

Ahora aplicamos el Postulado de Pappus proyectivo para deducir que entonces

Q.,=AB,NAB er,
Pero interpretando este resultado en términos de paralelismo:
AB,"AB er, < AB,// AB, < AB'//BC'



12.3.4 Proposicion. Teorema de Pappus simplificado en un plano euclideo.

Sean dos rectas que se cortan en un punto O. Sean A, B, C tres puntos en la primera
rectay A’, B’, C’ tres puntos de la segunda recta todos diferentes de O. Si los triangulos
AOAA' y AOCC' son iséscelesen Oy AB//B'C, entonces AB'// BC'.

Demostracion. Desde B trazamos una paralela a AA’ que cortara OC’ en un punto D.
El cuadrilatero ABA’D es ciclico, pues ZABD = ZOA'A y por tanto Z/AA'D y ZABD
son suplementarios.

Por lo tanto ZADA'= ZABA' y puesto que A'B//B'C, tenemos £ABA'= ZACB'. Asi
pues, los dngulos Z/ADC'y ~ACB'son suplementarios, y por tanto el cuadrilatero
ACB’D es ciclico. Por lo tanto ZAB'D = ZACD.

Pero ZACD = /0OCD = Z0C'B puesto que los triangulos AOBD y AODC son
congruentes (criterio SAS).

Asi pues ZOB'A=/AB'D=/0C'B y por tanto AB'//BC' como queriamos ver.
[Rothe]

12.3.5 Teorema. Teorema menor de Pappus.
Dados tres puntos diferentes A, B, C sobre una recta r y tres puntos diferentes P, Q, R

sobre una recta paralela s, si AQ//BR y AP//CR entonces BP //CQ

Demostracion.
Es un caso particular de 12.3.2 cuando O=rnser,.

Entonces los puntos X = AB'NA'B, Y = AC'NA'C, Z =CB'"C'B estan alineados.



12.3.6 Teorema. Menelao = Pappus.
Si se cumple el Teorema de Menelao se cumple el Postulado de Pappus. En particular,
en un plano euclideo se cumple el Postulado de Pappus.

Demostracion. Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O.

Sean A, By C tres puntosenry D, E y F tres puntos en s, todos diferentes entre ellos y
diferentes a O. Queremos ver que entonces los tres puntos P =BD n AE ,

Q=AF NCD y R=BF nCE estan alineados.

Las rectas AE, BF y DC determinan un triangulo cuyos vértices son: U = AE " DC,
V=AENBF yW=DCnBF.

Sobre este triangulo aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) cinco veces:
UD WB VP _ UuQ WF VA _1

Recta DPB: =-1, Recta AQF: =
DW BV PU QW FV AU
Recta ERC: uc WR VE =-1
CwW RV EU

Multiplicando las tres igualdades anteriores:
ub WB VP UQ WF VA UC WR VE _(_1)3__1
DW BV PU QW FV AU CW RV EU

Recta ABC: uc ~WB . VA =-1, Recta DEF: ub -WF . VE =-1
Cw BV AU DW FV EU
Multiplicando las dos igualdades anteriores:
UC WB VA UD WF VE _(1f =1 @

CW BV AU DW FV EU
Dividiendo (1) entre (2), y simplificando términos llegamos facilmente a:

VP UQ WR_ .,
PU QW RV

De donde, nuevamente por Menelao, deducimos que los puntos P, Q y R estan
alineados.

Observacion: En el apartado 17.5 veremos que un plano cartesiano K?® cumple el
Postulado de Pappus proyectivo si y solo si K es conmutativo.



12.4 El Postulado de Desargues. Planos arguesianos.

12.4.1 Definicion. Triangulos en perspectiva. Centro de perspectiva.

Diremos que dos triangulos AABC y AA'B'C' estan en perspectiva cuando las rectas
AA’, BB’ y CC’ son concurrentes en un punto O, al que llamaremos centro de
perspectiva.

12.4.2 Definicién. Postulado de Desargues. Planos arguesianos.

Dos triangulos ABC y A’B’C’ tienen un centro de perspectiva O, es decir, las tres rectas
AA’, BB’ y CC’ pasan por un mismo punto O, siy solo si tienen un eje de perspectiva,
es decir, los puntos P=ABNA'B', Q=ACNAC'y R=BC nB'C' estdn alineados.

Un plano arguesiano es un plano en el que se cumple el Postulado de Desargues.

Nota biografica. Girard Desargues (1591-1661), matematico, arquitecto y ingeniero
militar frances.

Esquema jerarquico.

Planos afines Plano de Moulton

Planos arguesianos
Planos papianos

Planos euclideos




12.4.3 Teorema.
Todo plano euclideo es arguesiano.

Demostracion. Aplicaremos varias veces el teorema de Menelao. Supongamos que los
tridangulos ABC y A’B’C’ estan en perspectiva desde el punto O.

Aplicando el Teorema de Menelao al triangulo OBC y la recta B’C’R, tenemos que
CR BB' OC' _

RB B'O C'C

Aplicando el Teorema de Menelao al tridngulo OAB y la recta A’B’P, tenemos que
BP AA' OB' _

PA AO BB

Aplicando el Teorema de Menelao al triangulo OAC y la recta A’C’Q tenemos que
AQ CC' OA

QC CO AA

Multiplicamos las tres igualdades anteriores:

CR BB' OC' BP AN OB AQ CC' OA _ \ ) \v
RB B'O C'C PA AO B'B QC CO A'A

CR BP AQ _

RB PA QC

Esta tercera igualdad, en el triangulo ABC y nuevamente aplicando el teorema de
Menelao, garantiza que los puntos P, Q y R estan alineados, tal y como queriamos ver:

1 d

]
=]
A

Supongamos por el contrario que los puntos P, Q y R estan alineados. Consideramos los
triangulos BB’P y CC’Q.



Estos tridngulos estan en perspectiva respecto del punto R, por lo que podemos aplicar
la primera parte de este teorema para afirmar que los tres puntos BB'~CC’,

PBNQC =AYy PB'mQC'= A’ estan alineados.

Definiendo O = BB'"CC', de lo anterior se deduce que la recta AA’ pasa por O, es
decir, que los triangulos ABC y A’B’C’ estan en perspectiva respecto de este punto O.

Fuente de la demostracion: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM _cap4.pdf

12.4.4 Teorema. Teorema de Hessenberg.
El Teorema de Desargues se puede demostrar utilizando Unica y exclusivamente el
Teorema de Pappus y los axiomas incidentales.

“Pappusian planes are Desarguesian” (G. Hessenberg, Mathematische Annalen, 61 (1905) pp.161-172)

Demostracién. Sean dos tridngulos ABC y A’B’C’ cuyos vértices estan en perspectiva
por un punto O: O = AAnBB'~CC'

Queremos ver que los puntos X =ABNAB', Y =ACNAC'y Z=BCB'C' estan
alineados.

Primer Paso: Sean S=B'C'"AC, T=B'ANCC'y U =BANOS:



http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf

Los puntos O, B y B’ estan alineados. Los puntos A, S y C también estan alineados, y
todos son diferentes de la interseccion de sus respectivas rectas, luego, aplicando el
Postulado de Pappus, los puntos

BCNB'S=2Z

O B B 3 ]

A S =<{0S " AB =U estan alineados.
OCNAB'=T

donde utilizamos que B’S=B’C’ y OC=CC".

Segundo paso: Sea P =B'AN0OS

Los puntos O, A y A’ estan alineados. Los puntos B’, C’ y S también estan alineados, y
todos son diferentes de la interseccion de sus respectivas rectas, luego aplicando el
Postulado de Pappus, los puntos

~ [AS~AC'=Y
O A A . . o
.. . =>.0CnAB'=T estan alineados.
B C S o
OSNAB'=P

donde utilizamos que AS=AC y OC’=CC".

Tercer paso:




Hemos definido U =BANOS y P =B'AN0S, luego ambos puntos pertenecen a OS,
y por tanto los puntos U, Sy P estan alineados.

Por otro lado T =B'ANCC' pertenece a la recta B’A, luego los puntos B’, T y A estan
alineados.

Ademas, todos son diferentes de la interseccidn de sus respectivas rectas, luego
aplicando el Postulado de Pappus, los puntos

U s AS NPT =Y
BT =<{UT N B'S =Z estan alineados
UANPB'=X

es decir, se cumple el Postulado de Desargues.

Aqui hemos utilizado los siguientes hechos:
Y=ACNAC=ASNAC'=AS NPT (segundo paso)
Z=BCNB'C'=BS"B'C'=AS n"UT (primer paso)
X=ABNAB'=UANAB'=UANPB'

(Fuente de la demostracién: Timothy Vis "The Theorem of Desargues")

12.4.5 Teorema.
Todo espacio proyectivo tridimensional es arguesiano.

Demostracion.

Primer caso: Tridngulos en planos diferentes, Veértices = Lados:

Sean dos triangulos AABC — 7 y AA'B'C'c ', y supongamos que = # r'.
R

A'c OA y B'e Cﬁ, luego los puntos A, B, A’, B’ estan contenidos en el plano OAB, y
por tanto las rectas AB y A'B' estan en el plano OAB, y en consecuencia se cortaran en
un punto Q. Con un razonamiento similar deducimos que las rectas AC y A'C'

cortaran en un punto P, y las rectas BC y B'C' cortaran en un punto R. Los puntos P, Q
y R pertenecen simultaneamente a los planos 7 y z', por lo que su interseccion sera
forzosamente una recta que contendra los dichos puntos, tal y como queriamos ver.



Segundo caso: Triangulos en planos diferentes, Lados = Vértices:

Sean dos triangulos AABC — 7z y AA'B'C'c 7', y supongamos que = = 7.
Supongamos que tienen un eje de simetriar.

Sean los tres planos 7z, =< AB,A'B'>, Ty, =< AC,AC'>, Ty =< BC,B'C'> (5.1.5b)
Entonces =, N7, = AA, TNy -BB",y 7, M7y —CC' (5.1.4 b)

La recta AA' no puede estar contenida en x,, pues entonces cortaria 7 en un punto de
BC, y por hipdtesis los puntos A, B y C no pueden ser colineales. Luego KA‘m;Q es
un unico punto O. Por lo tanto {O}ZM'rw3 =T, N\, N\, = AA'~BB'NCC', es
decir, hemos encontrado el centro de perspectiva.

Tercer caso: Triangulos en el mismo plano, Vértices = Lados:

Sean AABC y AA'B'C' dos triangulos contenidos en un mismo plano 7z . Puesto que
estamos en el espacio, podemos tomar un punto Z fuera de este plano y D otro punto de

larecta AZ . Sea D'= AZ ~NOD.

Los tridngulos ABCD y AB'C'D'tienen el punto O como centro de perspectiva y no
pertenecen a un mismo plano.

Luego podemos aplicar el teorema de Desargues para tridngulos no coplanarios, y
deducir gue los tres puntos R'=BC N"B'C', Q'=BDnB'D'y P'= CDAC'D' estan
alineados.




Ahora proyectamos estos tres puntos en el plano 7 a través del punto Z obtendremos
tres puntos igualmente alineados:

P=PZnz,Q=QZnr, R=RZNnr=R"

Q es la interseccion AB ~A'B'. En efecto, los triangulos AABD y AA'B'D'tienen el
punto O como centro de perspectiva, y no pertenecen a un mismo plano, luego los

puntos Z = ADNAD, Q'= BD ~B'D' y AB ~ A'B' estan alineados. Luego el punto

AB N A'B' serd la interseccion ZQ'm -, tal y como queriamos ver.
Con un razonamiento similar se demuestra que el punto P es la interseccion de

ACAC'.
Cuarto caso: Tridngulos en el mismo plano, Lados = Vértices:

Sean AABC y AA'B'C' dos tridngulos contenidos en un mismo plano 7, y supongamos
que tienen un eje de perspectiva s. Puesto que estamos en un espacio tridimensional,
podemos tomar un plano 7' que corte 7 ens.

Sea O un punto fuerade 7 y de 7' (una recta que pase por un punto de = y de 7' tiene
un tercer punto fuera de ambos planos).

Sean A”’, B”’ y C”’ los puntos de corte de AO, BO y CO con «'. Los tridngulos
AABC y AA"B"C" tienen O como centro de perspectiva, y no estan en un mismo
plano por construccion, luego podemos aplicar el primer caso de esta misma

demostracion para deducir que tienen un eje de simetria, que serd la misma recta s.

Por lo tanto A"C" ~ AC sera un punto de la recta s que es el punto P = ACAAC
(Demostrar ????).

Asi pues, A'C"nA'C'=P, y de lamisma manera B'"C"nB'C'=R y
A'B"nAB'=Q, es decir, los triangulos AA'B'C' y AA"B"C" tienen s como eje de
simetria, luego podemos aplicar el tercer caso de esta misma demostracion para deducir

que tienen un centro de simetria O’.
Los puntos O y O’ deben ser diferentes, pues en caso contrario A=A’, B=B’ y C=C".



Sea O’ el punto de interseccion de OO' con 7. Veamos que O’ es un centro de
simetria para los triangulos AABC y AA'B'C'.

Los puntos O’, A’ y A’ estan alineados. Sea 7" el plano que contiene esta recta y el
punto O. Los puntos A y O’ también pertenecen a 7", y por lo tanto O"'e zn7z".
Luego la interseccion de estos dos planos serd una recta. A esta recta pertenecen
también los puntos A y A’’, com0 queriamos ver.

De forma similar demostramos la alineacion de los otros vértices.

12.4.6 Corolario.
Todo plano proyectivo contenido en un espacio proyectivo tridimensional es
arguesiano.

Demostracion. Trivial.

12.4.7 Un plano afin no arguesiano: El Plano de Moulton.



12.5 Cuaternas armonicas.

12.5.1 Definicion. Cuaterna armonica.
Diremos que cuatro (A,C,B, D) alineados en este orden forman una cuaterna

armonica (en inglés “harmonic bundle”) cuando

*

° -
& @

A c B D
(A,B;C,D)z—laﬁz—kzﬁ-ﬁj:—E-ﬁ
BC - AD

Puesto que estamos suponiendo ya un orden entre los puntos, podemos prescindir del
signo de las longitudes, y definir una cuaterna armoénica como cuatro puntos A,C,B,D

alineados en este orden tales que AC-BD =BC - AD, en donde las longitudes no llevan
signo.

12.5.2 Teorema. Cuaternas armonicas y puntos medios.
Dados cuatro puntos (A,C, B, D) alineados en este orden, y sea M el punto medio del

segmento AB (A,C, B, D) forman una cuaterna armonica si y solo si AM?* =MC - MD

A M C B D

Demostracion. Sea r = AM = MB.

AC -BD =BC - AD < (r + MC)(MD —r) = (r - MC)(r + MD) <
r-MD-r?+MC-MD-MC-r=r>+r-MD-MC-r-MC-MD <
2MC-MD=2r?< MC-MD=r?>= AM?

12.5.3 Corolario. Determinacion de una cuaterna armonica mediante tangencia.
Dados tres puntos alineados A, B, D, trazamos la circunferencia de diametro AB .

Trazamos una tangente a dicha circunferencia por D y sea T su punto de contacto con la
circunferencia. Trazamos la perpendicular a AB por T y sea C su punto de corte con
AB. Entonces (A,C,B, D) es una cuaterna arménica.

T

o4

Demostracion. Sabemos que /MTD es recto, luego los triangulos AMTD y AMCT
son triangulos rectangulos semejantes pues comparten el angulo Z/TMC.

Luego MD _MT _ AM2=MT?=MD-MC, y (A,C,B, D) es una cuaterna armonica

MT MC
por la caracterizacion anterior.



12.5.4 Teorema. Caracterizacion de cuaternas armonicas y cevianas concurrentes.
Sea un tridngulo AABC y sean AA', BB' y CC' tres cevianas concurrentes en un punto
P (tal vez en las extensiones de los lados). Sea D =B'C'~BC . Entonces (B, A',C,D) es

una cuaterna armonica.

Nota. El reciproco también es cierto: Si (B, A';C, D) = —1 entonces las tres cevianas
son concurrentes.

Demostracién. Por el Teorema de Ceva (11.2.1) tenemos que AC" BA' CB'_ +1

C'B AC B'A
Por el Teorema de Menelao (11.2.2) tenemos que AC’ BD CB =—
C'B DC B'A
Luego
AC' BA" CB' (AC' BD CB'\_+1_ ,
C'B AC B'A (C'B DC B'A) -1

_AC' BA' CB' C'B DC B'A_BA' DC _BA' CD
C'B AC B'A AC' BD CB' AC BD CA BD

= (B,C; A, D)

12.5.5 Corolario. Cuaternas armonicas y cuadrilateros completos.
Dado un cuadrilatero ABCD, lo completamos con los puntos P = AB NCD,

Q=BCNAD y R=AC ~BD. Supongamos que QR corta AB en Xy CD en'Y.
Entonces obtenemos las siguientes cuaternas armonicas:

Q

a) (P,D,Y,C), (P,Y;D,C)=-1
b) (P,A X,B), (P,X;AB)=-1

c) Q. X,RY), QR X,Y)=-1

Demostracion. Aplicando el teorema anterior al triangulo ADQC con las cevianas QY,

DB y AB, se deduce directamente el apartado a). El apartado b) se deduce de a
proyectando con centro Q los puntos P,D,Y,C en P,A, X,B.

El apartado c) se deduce mediante una proyeccion de centro C que envia P,A,X,B a
Y,R,X,Q, luego —-1=(P, X;A,B) =(Y, X;R,Q)



12.5.6 Teorema. El cuarto armonico de tres puntos alineados.

Dados tres puntos P, Q y R de una recta r, definimos su cuarto armonico S de la
siguiente manera:

1. Trazamos una recta s arbitraria diferente de r que pase por R.

2. Marcamos dos puntos arbitrarios Ay B ens.

3. Completamos el cuadrilatero de vértices A, B, P y Q trazando las rectas PA : PB :
QAy QB.
4. Marcamos el punto C interseccién de PB y QA y el punto D interseccion de PA y

QB.

5. El cuarto armonico S sera el punto de interseccion de ry CD.

c

B
W,
S
r
P s Q R

Cuatro puntos P, Q, R y S de una misma recta r forman una cuaterna arménica si y sélo
si S es el cuarto armonicode P, Qy R.

Demostracion. El cuarto armonico esté bien definido, es decir, no depende de la recta s
ni de los puntos A y B tomados para su construccion, sélo depende de P, Q y R. Para
demostrarlo, utilizaremos el Teorema de Desargues (12.4.2) tres veces, en ambos
sentidos.

Supongamos que trazamos otra recta s' y otros dos puntos A',B' en s'.

Trazamos de la misma manera los puntos B',C' ysea S'=C'D'r.
Queremos ver que S=S".




Los triangulos AABC y AA'B'C' tienen como eje de perspectiva la recta %:

P=-BCBC , Q= AC AAC , R= ABNAB' , Y estos tres puntos estan alineados.
Luego, por el Teorema de Desargues, tendran un centro O de perspectiva.

De la misma forma, los triAngulos ABDA y AB'D'A' tienen como eje de perspectiva la
mismarecta PQ: P=DAND'A, Q=BDNB'D', R=ABn A'B’, tres puntos
alineados, luego nuevamente por el Teorema de Desargues, tendran un centro O' de
perspectiva.

Los puntos O y O' coinciden, pues O=ABNAB'=0"

Luego los tridngulos ABCD y AB'C'D' tienen un centro de perspectiva O, y por tanto,
nuevamente por el Teorema de Desargues ahora en sentido opuesto, deducimos que
tienen ambos un eje de perspectiva comdn. Este eje de perspectiva debe ser

forzosamente la recta % , pues P = BC~B'C' y Q= BD N B' D', y por tanto el tercer
punto de corte debe ser el mismo: S —CDNr=C'D'nr=5"

Veamos ahora la equivalencia entre cuarto armonico y cuaterna armonica.

= Montamos el esquema constructivo del cuarto armanico:

[od
B ‘
\i

P S Q R

r

Por el Teorema de Ceva aplicado al tridngulo ACPQ vy las cevianas PA, QB y CS:

CB PS QA
E.@.E_
Por el Teorema de Menelao aplicado al mismo triangulo y la recta AB, se cumple
CB PR QA
E.%.E__
Luego
e1e(a :§.E.%+(§.E.%J:%E.QA.%. RQ AC _
BP SQ AC (BP RQ AC/ BP SQ AC CB PR QA
_PSRQ_PSQR__ ;1 _PRQS_pops)
SQ PR PR-QS -1 PS-RQ

< Supongamos ahora que (P,Q;R,S)=-1. Montamos el cuarto armonico S' mediante

la construccidn del cuadrilatero completo anterior, y para este punto S', en la primera
parte de esta demostracion hemos demostrado que (P,Q;R,S")=-1. Luego S=S" por

12.1.3.



12.5.7 Proposicion. Cuaternas armonicas y bisectrices.

C En todo triangulo, dos vértices y los
pies de las bisectrices interior y exterior
que parten del tercero constituyen una
cuaterna armonica.

A c B Cn

Demostracion. Aplicamos los teoremas de la bisectriz interior y exterior (11.4.2 y
11.4.3):

AC' C'A AC

CB C'B CB
_AC"BC' AC" BC' -C"A -C'B_ C"'ACB _
" BC'-AC' BC" AC' -C'B AC' C"B AC'

Luego (A,B;C",C')

12.5.8 Teorema. Cuaterna armdnica y puntos impropios.
Sean dos puntos A'y B y sea M su punto medio. Sea P, el punto impropio de la recta

AB . Entonces (A,B; M, P,) es una cuaterna armonica.

Nota: En este teorema suponemos que nos encontramos en un plano proyectivo, es

decir, en el que cada recta tiene ademas un punto del infinito o punto impropio, y dos

rectas son paralelas si y solo si se cortan en el punto impropio.

Este teorema es muy Util pues relaciona puntos medios y rectas paralelas.

Demostracion. (A,B;M,P,) = M =(-1) %
BM - AP, AP,

=(-1)-1=-1
Fuente: Chen pag 173

Problema propuesto: 5.3, donde se aplica este teorema para identificar un punto medio
mediante una cuaterna armonica y dos rectas paralelas.



12.6 Cuadrilateros armonicos.

Introducimos aqui el concepto de cuadrilatero armonico, que sera estudiado en
profundidad en el apartado 15.6 mediante el uso de rectas simedianas.

12.6.1 Definicién. Cuadrilatero armonico.
Diremos que un cuadrilatero ciclico AXBY es un cuadrilatero armonico cuando

(A/B; X,Y)=-1
Equivalentemente: —1=(A,B; X,Y) =M<:> AX -BY =—AY -BX
AY -BX

Ejemplo:

AY B 4.89-3.73

(ABX,T)="22 =
AV -BY  6.38-(-2.86)

=-0.9996= -1

Nota. Si prescindimos de segmentos orientados, la caracterizacion de los cuadrilateros
armonicos es AX -BY = AY - BX, es decir, los productos de lados opuestos coindicen.

Nota histdrica. Se atribuye al matematico inglés Robert Tucker (1832-1905) el primer
estudio sobre los cuadrilateros armdnicos, en su articulo "Some Properties of a
Quadrilateral in a Circle the Rectangles under whose opposite Sides are equal™,
presentado en la London Mathematical Society el 12 de febrero de 1885.

12.6.2 Proposicion.

Sea P un punto externo a una circunferencia @ . Sean PX y PY lastangentesa @ .
Dada cualquier recta que pase por P, y siendo A y B sus puntos de corte con @ , se
cumple

a) AXBY es un cuadrilatero arménico.

b) Si Q=AB XY, entonces (A,Q,B, P) es una cuaterna armonica.




Demostracion.

a) Sabemos que %:% (distancias sin signo), y que (A, B; X,Y) debe ser negativo
. AX -BY
or la posicion de los puntos, luego (A,B;X,Y)=——+==-1
por la p p go ( )= o Ay
X
b) Podemos proyectar por el punto X: —1=(A,B, X,Y)=(A,B,Q,P), entendiendo la

recta XX como la tangente a la circunferencia por X.

Problema propuesto: 5.4.



12.7 Teoremas de Pascal y de Brianchon.

12.7.1 Teorema. El Teorema de Pascal.

Sea A A,A,B,B,B, un hexagono inscrito

en una circunferencia, con los vértices
en este orden.
Entonces los puntos

Q=BANBA
Qz = Bz'A& M Bz%
Qs = B3Ai M BaAz

estan alineados.

Demostracion. Para evitar trabajar con subindices, tomamos la siguiente notacion:
A=A,B=B,,C=A,, D=B, E=A y F =B,. Queremos ver que los puntos

P=ABNDE, Q=BCNEF y R=CDn FA estan alineados.

Primera version. Sean G=BC"AF, H=AF"DEy | =BCNDE y
consideramos el tridngulo AGHI .

En este triangulo aplicaremos tres veces el Teorema de Menelao (11.2.2):
En primer lugar con la transversal CRD: GR HD 1€ =-1
RH DI CG
En segundo lugar, con la transversal APB: CGA HP 1B =-1
AH PI BG

En tercer lugar, con la transversal GQE: GF HE 1Q __



Multiplicamos las tres igualdades anteriores:
GR HD IC GA HP IB GF HE IQ (1)
RH DI CG AH PI BG FH EI QG

GR HP IQ HD-HE GA-GF IB-IC

RH PI QG AH-.FH BG-.CG DI -El

HD-HE GA-GF _IB-IC

AH-FH BG-CG DI-El

Agrupamos términos:

Se cumple (por 10.2.1y 10.2.2)

Luego ﬂﬂﬁz_l

Y aplicando el reciproco del Teorema de Menelao concluimos que los puntos R, Py Q
estan alineados, tal y como queriamos ver.

Segunda version. En AoPS (link) se encuentra una demostracion alternativa muy
interesante basada en triangulos homotéticos y en el siguiente lema:

Lema. Dadas dos circunferencias @, y @, que se cortan en los puntos M y N, sea AB
una cuerda de @, y sean Cy D los respectivos puntos de corte de AM y BN con @, .
Entonces AB//CD.

B

\ . “\\\\ // /,:" /

-

Demostracién. MCDN es un cuadrilatero ciclico, luego

ZACD = Z/MCD =180—- ZMND.. Pero, por otro lado, AMBN es ciclico, luego

ZMND = Z/MNB = Z/MAB . Luego ZACD y ZCAB son angulos suplementarios,
luego la recta AC corta AB y CD con angulos internos alternos congruentes, y por tanto
CD// AB .



https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Pascal%27s_Theorem

Procedemos ahora a la demostracion del teorema de Pascal. Sea ABCDEF un hexagono
ciclicoysean P=ABNDE, Q=BCnEF y R=CDNFA.

Sea @, la circunferencia circunscrita a ABCDEF y @, la circunferencia circunscrita a
ABEQ .

Sea X el segundo punto de corte entre @, y AB ysea Y el segundo punto de corte
entre @, y DE.

Aplicando el lema anterior a la cuerda AD, tenemos AD// XY .
Aplicando el lema anterior a la cuerda AF, tenemos AF // XQ = AR // XQ.

Aplicando el lema anterior a la cuerda CD, tenemos CD// QY = DR// QY .

Por lo tanto, los tridngulos AQXY y ARAD son semejantes, y por tanto la recta QR
pasara por la interseccion de AX 'y YD, es decir, por la interseccion de AB y DE, que es
P.

Problemas propuestos: 5.17, 5.18.



Nota 1. Este teorema no impone ningin orden en los vértices del hexagono, por lo que
se puede presentar bajo un gran numero de configuraciones diferentes:

Nota 2. Este teorema y el Teorema de Pappus (12.3.1) son casos particulares de un
teorema de Pascal generalizado para hexagonos inscritos en cualquier cénica (las
parejas de rectas que se cruzan y las circunferencias son casos particulares de conicas).

Nota histdrica. Blaise Pascal (1623-1662), matematico frances, discipulo de
Desargues. Demostrd este teorema a la edad de dieciseéis afios, en un articulo que tituld
mysterium hexagrammicum.



12.7.2 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilatero ciclico (1).

Dado un cuadrilétero ciclico ABCD, inscrito en una circunferencia @ , sea S el punto de
corte de las tangentes a @ por By C, sea Q el punto de corte de las tangentes a @ por
AyD,ysean P=ABNCD y R=ACNBD . Los puntos P, Q, Ry S estan alineados.

Demostracion. Podemos considerar este resultado como corolario al Teorema de Pascal
(12.7.1) si interpretamos el cuadrildtero ABCD como un “hexédgono” con algunos
vértices coincidentes.

Ademas, si X es cualquier punto de la circunferencia, interpretamos que el “segmento*
XX es la recta tangente a la circunferencia por el punto X. Esto se puede comprender
intuitivamente tomando un segmento XY, fijando el punto X y aproximando el punto Y
a X. La cuerda resultante se va aproximando méas y mas a la tangente por X.

Con estas precisiones, en primer lugar el hexdgono AABDDC, que da lugar a los puntos
alineados:
Q=AANDD, P=ABNCDy R=BDNAC
En segundo lugar, el hexagono BBACCD, que da lugar a los puntos alineados
S=BBNCC,P=ABNCDy R=ACNBD
12.7.3 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilatero ciclico (2).

En un cuadrilatero ciclico ABCD, los puntos de corte de las rectas tangentes por
veértices opuestos y los puntos de corte de los lados opuestos estan alineados.

Denotando por AA la recta tangente por A a la circunferencia circunscrita al
cuadrilatero, y siendo T, = AANCC, T, =BBNDD, P=ABNCD y

Q=ADNBC, los puntos Ty, Ty, P, Q estan alineados.



Demostracién. Aplicando el Teorema de Pascal (12.7.1) al hexagono ciclico BBADDC,
deducimos que los puntos BB NnDD=T,,, BANDC=P y ADNCB =Q estan
alineados.

Aplicando el mismo teorema al hexagono ciclico AABCCD, deducimos que los puntos
AANCC=T,., ABNCD =P y BCDA=Q estan alineados. Esto significa que el

punto T,. pertenece a la recta PQ, en definitiva, que los puntos T,; , Ty, , P, Q estan
alineados.

12.7.4 Corolario. Lados paralelos en un hexagono inscrito en una circunferencia.
Dado un hexdgono ABCDEF inscrito en una circunferencia, si AB// DE y BC// EF ,
entonces AF//CD.

Demostracion. Es una aplicacion directa del Teorema de Pascal en el contexto de un
plano proyectivo en el que el paralelismo de rectas se interpreta como la concurrencia
en la “recta del infinito” r,

AB//DE= ABNDEer,

= BCNEF er, = BC//EF
BC//EF = BC nEF er,

El plano proyectivo ampliado con la recta del infinito se estudiara en el Tema 19 de este
libro, en un contexto analitico.

12.7.5 Teorema. Teorema de Brianchon.
Como todo teorema de geometria proyectiva, el Teorema de Pascal tiene su dual,
[lamado Teorema de Brianchon: Dado un hexdgono ABCDEF circunscrito a una
circunferencia, las rectas que unen veértices opuestos (también llamadas “diagonales
mayores”’) AD, BE y CF son concurrentes.

Problema propuesto: 7.69 (AIME Il 2018 #14), un interesante problema en el que se
aplica, ademas, la razon doble y el Teorema de La Hire.



13 Inversion. Polos y polares.

13.1 Inversiones. Determinacion del punto inverso.

13.1.1 Definicién. Inversion.
Dado un nimero real r >0 y un punto O, la inversién i de razén r >0 y centro O es
la funcion del plano en si mismo definida de la manera siguiente:

a) i(O) no esta definido.

b)Si P=0, i(P) es el Ginico punto de la semirrecta OP tal que OP-OP'=r? .

Observaciones:
1) Si r =1 se trata de la identidad.
2) Los puntos de la circunferencia de centro O y radio r son puntos fijos.
3) Toda inversion es idempotente: i(i(P))= P, es decir, i* =1d .
4) En 20.5.11 se expone la inversion en el plano complejo.
5) En 13.7.6 se demostrara que las inversiones conservan la razon doble.

13.1.2 Proposicién. Construccion del punto inverso mediante tangentes.
Trazamos la circunferencia @ de centro O y radio r. Dado cualquier punto P = O del

interior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a OP por Py sean Ay B sus
dos puntos de corte con @ . Las dos rectas tangentes a la circunferencia por Ay B

concurren en un mismo punto P' de la semirrecta OP, que es el punto inverso de P.

Si el punto P esta en el exterior de la circunferencia, el método para obtener su inverso
es similar, trazando en primer lugar las rectas tangentes a @ por P', que tocaran la
circunferencia en los dos puntos A y B, para después determinar el punto de

interseccion entre OP' y AB .

Demostracidn. El triangulo AOBP' es rectangulo en B y es semejante al triangulo
AOPB por el criterio AA pues Z/POB=~/P'OB y ZOPB = ZOBP'. Luego
@:%:OP-OP':OB-OBz r
OB OF
tal como queriamos ver.

Observacion: En esta demostracion aparece, implicitamente, el "Primer Teorema del
cateto" visto en 8.4.1a.



13.1.3 Proposicion. Construccion del punto inverso mediante el didmetro.
Sea @ una circunferencia de centro O y radio r. Dado cualquier punto P = O del

exterior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a OP por el centro O y sean A
y B sus dos puntos de corte con @ . Sea C el punto de corte entre APy @ y P’ el punto

de corte entre BC y OP.El punto P’ es el inverso de P respecto a @ .

B

o P' P

A

Demostracion. Sabemos que ZACB es recto pues C pertenece a @ . Luego los
triangulos AACB y AAOP son semejantes. También son semejantes AACB y AP'OB,

pues ~ABC = ZOBP'. Luego O—P:%:OP-OP':OA-OB: re.
OB OP

13.1.4 Proposicion. Construccion del punto inverso mediante paralelismo.

Sea B el punto de corte entre la semirrecta oP y @ . Trazamos otra semirrecta diferente
OA con Aea . Trazamos la paralela a PA por B que cortara OA en un punto C.

Sea P' en OP tal que OP'=0C. El punto P’ es el inverso de P respecto a @ .

Demostracion. Claramente OP'=0C, OA=0B=r? y AOPA y AOBC son triangulos

semejantes, luego oc = OA = 0C-OP=0A-OB=O0P-OP =r?
OB OFP



13.1.5 Proposicion. Construccion del punto inverso mediante circunferencias.
Trazamos una circunferencia con centro P y radio OP. Sea Q uno de sus puntos de corte
con @ . Trazamos una circunferencia con centro Q y radio OQ. Esta circunferencia
cortard la recta OP en O y P', el inverso de P respecto a @ .

Demostracion. El triangulo AOPQ es isosceles puesto que CTD;CYQ. Luego
Z0QP = ZQOP. El triangulo AOQP'es isosceles puesto que O_Q ;W}. Luego
ZQOP'= Z0P'Q. De lo que se deduce que ZOP'Q = ZOQP y por tanto AOP'Q y

PO _ QO

AQOP son tridngulos semejantes. Por lo tanto — —=PO-P'0O=0Q*=r?,

13.1.6 Proposicion.
Sea una circunferencia @ con centro O, y sea AAOB un tridngulo con un vértice en O
ysean A'y B' los respectivos inversos de A y B. Entonces:

r2 r.2
a) OA=—— , OB'=——
OA OB
b) AAOB ~ AB'OA
r.2
c) AB'= AB
OA-OB

Demostracion. Puesto que A'e OA y B'e OB, Z/AOB=/AOB'.
2 2
Por construccion, OA.OA'=r?= OA'=——  OB-OB'=r?= OB'=-—
OA OB

2

Tomando k = 5 se cumple
2 2 2 2
- __ ' oB-koOByOB=-1——=-—"__0A=k-0A
OA OA-OB OB OB-OA

luego AAOB ~ AB'OA' por el criterio SAS de triangulos, y por lo tanto
r2
OA-OB

A'B'=k-AB = AB

Problemas propuestos: 4.39, 4.40, 4.47, 4.48.



Observaciones.

1. Puesto que en la semirrecta OP siempre existira un unico punto P' tal que
2

— T : L -

OP'= o’ el punto inverso esta bien definido.

2. El centro O de la circunferencia no tiene asociado ningun inverso, y no es inverso de
ningun punto del plano. La inversion es una biyeccion del plano en si mismo
excluyendo el centro de la circunferencia.

3. La inversion es idempotente: 1_> =1d, o dicho de otra manera, toda inversion es su
propia inversa.

. - 2
4.Si P e @, entonces ‘OP‘ =ry ‘OP" L y por tanto P =P', es decir, la funcion
r

deja invariantes los puntos de la circunferencia.

2
5. Si P esta en el interior de la circunferencia ‘OP‘ <r yentonces ‘OP ‘: 5 >—=r
r
por tanto P' esta fuera de la misma, y viceversa. Es decir, las inversiones intercambian
el interior y el exterior de las circunferencias.

6. Las inversiones son transformaciones conformales, es decir, mantienen invariables
los angulos entre curvas.

13.1.7 Corolario. Cuaterna armdnica inducida por una inversion.
Dado un punto P de una recta AB, sea P' su inversion respeto a la circunferencia de

diametro AB . Entonces A, P',B,P esuna cuaterna armonica.

Demostracion. Basta aplicar 12.5.3.




13.1.7 Proposicion.

Sea AABC un triangulo rectangulo en ZA y sea D el simétrico de A respecto a la recta
BC . Sean B', C'y D' los puntos inversos respectivos de B, C y D respecto de una
circunferencia @ de radio r cualquiera y centrada en A. Entonces D' es el punto medio
de A'B'.

c

Demostracion. Sea E el punto medio de AD. Sean « = ZCAE y =90—a = ZEAB

AD | BC, luego AAEC = ADEC, por el criterio SAS,y ZCDE =«,
AAEB = ADEB, por el criterio SAS,y ZEDB=/.

Por lo tanto ZCDB = ~/CAB =90 y los puntos A, B,C,D pertenecen a la circunferencia
de diametro BC . Asi pues, las inversiones B',C',D' son puntos alineados.

Por 13.1.6b, ZAA'D'= ZADC =« luego el tridngulo AAA'D' es is6sceles en D',y por
tanto AD'=D'A.

De la misma manera, ZAB'D'= ZADB = 3, y por tanto el triangulo AAD'B' es
isdsceles en D', luego AD'=D'B', y de esto se deduce que A'D'=D'B', tal y como
gueriamos ver.

13.1.8 Proposicion.

Dados dos puntos A y B diferentes del plano, y un radio r cualquiera, siempre podremos
determinar una unica circunferencia de radio r para la cual los puntos A y B sean
inversos el uno del otro, es la Circunferencia de Apolonio asociada a dichos puntos,
que se introdujo en 11.11.



13.2 Transformacion de rectas y circunferencias bajo inversion.

13.2.1 Proposicion.
Las inversiones transforman rectas que pasan por el centro O en si mismas (excluyendo
el propio punto O).

Demostracion. Pe(ﬁ,P¢Q:>(%=@:>i(P)= P'e@c@z(ﬁ: P'eb_(j
Por definicién de punto inverso, P'e OP.

13.2.2 Proposicion.
Las inversiones transforman rectas que no pasan por O en circunferencias que pasan por
O, cuyo diametro por O es perpendicular a dicha recta.

Demostracion. Sea @ una circunferencia con centro O y sea r una recta que no pasa por
O. Sea P el punto de interseccidn entre la recta r la recta perpendicular a r que pasa por
0. Sea P'=i(P), sea Q cualquier otro punto de larecta, y Q'=i(Q) .

Por 13.1.6b, AQOP =~ AP'OQ', luego ZOQ'P'= ZOPQ =90,y por el teorema de Tales,
el punto Q’ pertenecera a la circunferencia de centro P y diametro OP’.

13.2.3 Corolario.
Las inversiones transforman circunferencias que pasan por O en rectas que no pasan por
0.

Demostracion. Puesto que toda inversion es idempotente, es decir, i* = Id , transformara
circunferencias que pasan por el centro O en rectas que no pasan por O.



13.2.4 Teorema.
Las inversiones transforman circunferencias que no pasan por O en circunferencias que
no pasan por O.

Demostracion. Sea @, una circunferencia de centro O, y supongamos que el centro O

de la inversion no pertenece a @, . La semirrecta OO, cortara @, en dos puntos Ay B
que determinan un diametro de @, .

Sea P e, . Por ser AB diametro tenemos ~ZAPB =90° (10.1.4). Sea P' su inverso.
Aplicando 13.1.6b tenemos AOPB ~ AOB'P' y AOPA ~ AA'P', luego
Z0P'B'=Z0BP y ZOP'A'= ZOAP.

/B'P'A'= Z0P'A—Z0OP'B'= ZOAP — ZOBP =180—- ZPAB — ZOBP =

=180 - (£PAB + ZOBP)=180— ZAPB =180 —90 = 90

Y por tanto, nuevamente por 10.1.4, el punto P' pertenecera a la circunferencia de
didmetro A'B'.

13.2.5 Definicion. Circunferencias simétricas.
Diremos que dos circunferencias @, y w, son simétricas respecto de la circunferencia
@ cuando una sea la imagen de la otra mediante la inversion por w:

@, =i, (w,)

Es importante tener en cuenta que las inversiones no envian centros a centros:
Si @, es una circunferencia con centro O, que no pasa por O, su imagen i(w,) serauna

circunferencia que no pasa por O, pero su centro O, no es la imagen del centro de w;:
0, #i(0,)




13.2.6 Teorema. Relacion de radios entre una circunferencia y su inversion.
Sea @, una circunferencia de centro O, y radio r,. Su imagen mediante una inversion

de centro O con O ¢ @, y radio k sera una circunferencia @,'=i(w,) con centro O, y
radio r,. Se cumple:

-

2
L k
2 2

, 00, -r,

Demostracion. Como en el Teorema anterior, trazamos la semirrecta O—Ol que pasara
por O, y cortara @, en los puntos Ay B.

El segmento AB es un didmetro de @, porque pasa por su centro O, .

Acabamos de ver que su imagen @,'=i(e,) sera una circunferencia de diametro AB'.
Trazamos una recta tangente a @, por O, y sea R su punto de tangencia. Puesto que
Rew, = R'ea,’, y por ser OR tangente, también serd OR' tangente a @,".

Luego ZOR'O, es recto.

Aplicando 13.1.6a:
k? k? k’O'A—k’O'B' _ K2 O'A-0O'B'

OB-OA=—~__ % __
Oo'B' O'A O'AO'B' O'AO'B'
Luego
, O'A-0O'B'
2r, =0B-0A L _OB-OA_" o'AQB _ k?
2r, = OB'-OA' r, OA-OB' OA-OB' O'AO'B'

Aplicando 10.2.7 y el Teorema de Pitagoras:
O'AO'B'=OR" =00, —~R'O, =00, —r?
Con lo que se llega a la igualdad deseada.

Problema propuesto: 5.22.



13.2.7 Teorema. La desigualdad de Ptolomeo.
Dados cuatro puntos A,B,C,D se cumple

AB-CD+BC:-DA>AC-BD

y la igualdad solo sucede si A, B,C, D estan alineados o son cociclicos en este orden.

Demostracion. Aplicamos una inversion de centro A y radio r cualquiera, y utilizaremos
13.1.6b:

2 2
AB.CD+BC-DA= ' ACAD oy, " AB-AC g
AB' r AD' T
=£-AD-C'D'+A—C-AB-C'B':£-AD-C'D'+£-AB-C'B'=
AB' AD' AC' AC’
:ﬁ-AD-(C'DALC'B')
AC'

AC AB _ AC _AD

A8 AC ) AD' AC
2
Por otro lado, AC~BD=r—AB ZAD B'D'= AB-AD
AC' r AC'

Donde hemos utilizado que

B'D’

Luego la igualdad del enunciado se convierte, bajo la inmersion en la conocida
desigualdad triangular:
C'D'+C'B'>B'D'

Esta desigualdad solo es una igualdad cuando los puntos B,C,D estan alineados, es
decir, cuando los puntos originales A,B,C,D son cociclicos o estan alineados.

Nota: La igualdad del enunciado se llama "Teorema de Ptolomeo" y se demostro en
10.5.7.

Problema propuesto: En el problema 4.42 se propone demostrar el Teorema de
Ptolomeo mediante inversion.



13.2.8 Definicion. El plano inversivo. El punto infinito.
Una inversion i de centro O transforma rectas y circunferencias en rectas y
circunferencias, pero no esta definido i(O). Es "casi" una biyeccion en el plano.

Podemos superar todas estas incomodidades técnicas afiadiendo a nuestro plano
euclideo convencional un nuevo punto, al que llamaremos "punto infinito™ y
denotaremos por "o ". Este nuevo plano se denomina "plano inversivo".

En el plano inversivo se cumplen las siguientes propiedades:
- Todas las rectas pasan por .
- Dos rectas son paralelas si y solo si tienen a «o como Unico punto en coman.
- Ninguna circunferencia pasa por .
- En toda inversion i, se cumple i(O) = .

En inglés, las palabras "line" (recta) y "circle™ (circunferencia) se pueden solapar para
formar "circline”, que define simpaticamente tanto una circunferencia como una recta.
Usando este nuevo concepto se cumplen las siguientes propiedades.

- Las rectas son las "circlines” que pasan por .

- Las inversiones transforman “circlines” en “circlines".

- Dados tres puntos diferentes, existe una tnica "circline" que pasa por los tres.
- Las inversiones son biyecciones que transforman “circlines"” en "circlines".

En castellano las palabras recta y circunferencia no se prestan a una union tan graciosa.
Algunos autores proponen "cirunrectas”. Otros autores proponen “circunferencias
ampliadas" para referirse al conjunto union de las circunferencias y las rectas, puesto
que se puede considerar una recta como una circunferencia de radio infinito.

Si la circunferencia de la inversion tiene centro O y radio r, la igualdad
2
OP-OP'=r? = OP'=~—
OP

que no estaba definida para P = O, ahora se puede ampliar:
r2 I,2
o0 =—, 0 = —

0 o0

siempre que tengamos muy presente el sentido y contexto de estos nuevos simbolos.



13.3 Angulo entre circunferencias. Circunferencias ortogonales.

13.3.1 Definicion. Angulo entre dos circunferencias. Circunferencias ortogonales.
Definimos el angulo entre dos circunferencias que se cortan en dos puntos como el
angulo que determinan las rectas tangentes a dichas circunferencias en los puntos de
corte.

Los dos angulos determinados son iguales. Efectivamente, llamando P y Q a los centros
de las dos circunferencias, y llamando A y B a los dos puntos de corte de las mismas,
APQA ~ APQB por el criterio SSS, y por tanto Z/PAQ = /PBQ .

Por otro lado, tenemos 90+90+ a + Z/PAQ =360 y 90+90+ B+ /PBQ =360, de lo

que se deduce a =S

Si las dos circunferencias son tangentes, es decir, se cortan en un tnico punto, diremos
que el angulo que determinan es O:

Diremos que dos circunferencias secantes @, y @, son ortogonales cuando determinen
angulos rectos, y escribiremos @, L @,.



13.3.2 Proposicion.
Si @, tiene centro O, yradio r,,y @, tiene centro O, y radio r,,

2 2, .2
o, lo, =00, =r"+r,

Demostracién. Basta aplicar el Teorema de Pitagoras.

13.3.4 Proposicion.
a) Si una circunferencia @, es ortogonal a la circunferencia de la inversion @ , entonces

queda invariante:
i(w,) =,

b) Toda circunferencia que contenga un punto y su inverso es ortogonal a la
circunferencia de inversion.

Demostracion.
a) Supongamos que @, es ortogonal a la circunferencia de inversion @ . Sean O y r el

centro y el radio de @ . Sea A< @, y sea B el otro punto de corte entre @, y la recta

OA. Aplicamos 10.2.7, OA-OB = OP? =1
Luego B es el inverso de A, y por tanto i(A) € @, .

b) Supongamos que existen Ac @, y A'=i(A) e, . Sean O, y r, el centro y el radio
de @, . Por definicion de puntos inversos y aplicando 10.2.8 y 13.3.2:

r?=0A-OA=00, -12=r’+r2=00, »a, L@

13.3.5 Corolario.
Sea una circunferencia c y una recta r, tangentes en un punto P. Toda inversion con

centro O en un punto de dicha circunferencia transformara del conjunto
circunferencia c + recta tangente r en un conjunto circunferencia i(r) +recta tangente

i(c), tangentes en i(P).

Problema propuesto: 5.21.



13.3.6 Proposicion.
Los puntos de corte Py Q y los centros O, O, de dos circunferencias ortogonales

determinan un cuadrilatero ciclico, y por tanto sus angulos por los centros son
suplementarios: £PO,Q + £ZPO,Q =180°

P
£
‘ . ’
¢
Q
Demostracion. Puesto que los angulos £O,PO, y Z0,Q0, son angulos opuestos
suplementarios: £O,PO, + £0,Q0, =90+90 =180, el cuadrilatero O,PO,Q sera

ciclico (10.5.2), y por lo tanto los otros dos angulos opuestos también seran
suplementarios.



13.4 Inversion y razén doble.

13.4.1 Proposicion. La razén doble se conserva bajo inversion.
Si A',B',C',D' son las imagenes de A,B,C,D bajo una inversion, entonces

(A,B;C',D)=(AB;C,D)

r.2

Demostracién. Aplicaremos la identidad A'B'= 5 AB de 13.1.6c:

2 2

r r
1 1 1 1 AC M BD
(A,B:C,D)—£ 2 3 ~OROCT_ OBOD' =55 _ (s B;c,D)
' " Bc.— " AD '
OB'OC' ~ OA-OD'

13.4.2 Proposicion. Cuaternas armanicas e inversion.
Si (A,M,B, N) es una cuaterna armonica, entonces A y B son inversos respecto de la

circunferencia de diametro MN.

AM-BN AM BN _AM _MB

Demostracion. —1=(A,B;M,N) = = . =
AN-BM AN BM AN BN

Prescindiendo de los signos de los segmentos,
AM =a—-R,AN=a+R,MB=R-b,BN =R+b

Luego

AM:MB:a—R:R—b
AN BN ~a+R R+b
aR+ab—-R*-~Rb=aR-ab+R*-Rb=ab-R*=-ab+R*=

2ab =2R? = ab = R?

= ((@-R)(R+b)=(a+R)(R-b)=




13.5 Polos y polares.

13.5.1 Definicién. Recta polar asociada a un punto.

Dada una circunferencia @ de centro O y radio r, y un punto P cualquiera, definimos
la recta polar de P como:

a) La recta perpendicular a OP que pasa por P'=i(P).

b) La recta perpendicular a OP que pasa por P', tal que OP-OP'=r?

c) La recta que pasa por los puntos de corte entre @ Yy sus dos tangentes por P.

En particular, si P pertenece a la circunferencia, entonces P'=P y su polar es la
tangente a @ por P.

Demostracion. Son las construcciones de 13.1.1y 13.1.2
Nota 1: En 13.5.5 veremos una segunda caracterizacion mediante cuaternas armonicas.

Nota 2: No existe la polar del centro O, pero en el contexto de un plano proyectivo (ver
Tema 19), definimos la polar del centro O como la recta del infinito .

13.5.2 Definicion. Polo asociado a una recta.
Dada una recta r que no pasa por O, sea P'er tal que OP' L r,ysea P el inverso de
P'. Esta claro que r es la polar de P', y diremos que P es el polo de r. Esta claro que

P = polar (r) < r = polo (P)

13.5.3 Teorema.
Dada una circunferencia @ Yy unarecta |, para todo punto M €1, todas las polares de
M pasan por el polo de I.

Demostracion. Sean MA y MB las tangentes a @ por M.
Sea P el polo de |. Sea D el punto de corte entre r y OP.
Trazamos la recta MO y su perpendicular por P, es decir, Z/MEP es un angulo recto.



Por construccion, MEPD es un cuadrilétero ciclico, pues E y D pertenecen a la
circunferencia de diametro MP. Luego OE-OM =OP-OD =r?, donde r es el radio de
la circunferencia @ .

Luego E es la polar de M, y por tanto la recta PE es igual a AB, es decir, AB pasa por P.

13.5.4 Corolario. Teorema de La Hire. Puntos conjugados.
Q € polar(P) < P € polar(Q), y en este caso diremos que P y Q son conjugados.

polar(Q)

Demostracién. Sea un punto P y supongamos que Q 1. Acabamos de ver que
P € polar(Q).

13.5.5 Corolario.
La polar de la interseccion de dos rectas es la recta que une sus dos polos.

polar (I ns) = polo(l) polo(s)

polar(i ~s)

= X\




13.5.6 Corolario.
Los polos de las rectas concurrentes en un mismo punto pertenecen a la polar de dicho
punto.

P=1I,nl,N..nl, = polo(l,), polo(l,),..., polo(l, )  polar(P)

polar( P)

Corolario.
Las polares de puntos alineados son concurrentes en el polo de la recta que los contiene.

R,P,,....P, el = polo(l) = polar (P,) » polar(F,) n...n polar(P,)



13.5.7 Proposicion. Caracterizacion de la polar de un punto.
La polar de un punto P es el lugar geométrico de las intersecciones de las tangentes a los
extremos de las cuerdas que pasan por P.

Demostracion: Sea @ una circunferencia de centro O y radio r, y sea un punto P
cualquiera.

Trazamos la semirrecta OP y su perpendicular por P. Sean F y G sus puntos de corte
con @ . Trazamos las tangentes a @ por Fy G que se cortaran en un punto D. La polar
de P es la recta perpendicular a OP por D.

Sabemos que OP-OD =r?.

Sea ahora AB cualquier otra cuerda de la circunferencia que pase por P. Trazamos las
tangentes AM y BM que se cortaran en un punto M. Queremos demostrar que M
pertenece a la polar de P.

Sea E el punto de corte de OM y AB.

Sabemos que OE-OM =r?

M
A

F

E

P

O D
B
G

Luego OP-OD =0E-OM Yy por tanto DPEM es un cuadrilatero ciclico por el
Reciproco del Teorema de la Potencia (10.2.2).

Pero ZPEM es recto, luego ZPDM sera también recto, y por tanto M pertenece a la
perpendicular a OD que pasa por D, es decir, a la polar de P.

Reciprocamente, si M es un punto de la polar de P, el esquema anterior nos indica
claramente la forma de determinar una cuerda cuyos extremos tengan tangentes
concurriendo en M.

Observacion: Esta proposicion también se puede enunciar de la siguiente forma: El
lugar geometrico de los polos asociados a las secantes que pasan por un mismo punto es
la polar de dicho punto.



13.5.8 Proposicion. Polares y cuadrilateros ciclicos.
a) Dado un cuadrilatero ciclico ABCD, la polar de P=AD nBC es la recta que pasa
por Q=ABNCD y R=ACNBD.

Nota: De esto se deduce directamente que QR L OP.

b) Como corolario directo tenemos que la polar del vértice C de un tridngulo respecto a
la circunferencia de diametro AB pasa por el ortocentro:
C

-~ Q A c' B

Demostracidon. a) Sean T y S las polares respectivas de las recta BC y AD.
Puesto que P =BC n AD, se deduce que la polar de P es larecta ST .

Aplicando el Corolario al Teorema de Pascal (12.7.2), los puntos Q, S, Ry T estan
alineados , es decir, ST =QR, tal y como queriamos ver.



b) Dado el tridngulo AABC, sean A'y B' los pies de las alturas por los vértices Ay B,
respectivamente. Claramente tenemos un cuadrilatero ciclico ABA'B', con

C = AB'"BA', en el que podemos aplicar la parte a, para deducir que la polar de C pasa
por el ortocentro H = AANBB'.
C

H

- Je

Problemas propuestos: 5.15, 5.20, 6.21, 6.22.



13.5.9 Proposicion. Polares y cuaternas armanicas.
Si la recta determinada por dos puntos conjugados A y B corta la circunferencia de
inversion @ en los puntos C y D, entonces (A, B;C,D)=-1. Reciprocamente, si

(A/B;C,D)=-1 con C,D ew, entonces A y B son conjugados.

O, dicho de otro modo, la polar de un punto A es el lugar geométrico de aquellos puntos
B tales que (A,B;C,D) con C,D=ABnw.

O también podemos decir que toda recta que pasa por un punto y corta una
circunferencia dada queda dividida arménicamente por el punto, la circunferencia y la
polar de dicho punto.

=

Demostraciéon. =) Supongamos que (C,D;B,A)=-1. Sea A'el inverso de A y sean C'
y D' los puntos de corte entre AA' y la circunferencia.

Sabemos que AA' pasa por su centro, luego C'D'es un didmetro de @ .

Por 13.1.7 sabemos que (C',D'"; A", A) =-1.

Sea P=CC'nDD'y Q=DC'"CD'. Aplicando 13.5.8 al cuadrilatero ciclico CDD'C'
tenemos polar(A)=PQ=A'P.

c' A D A

De (C,D;B,A)=-1y (C',D'; A, A)=—1, proyectando por P y teniendo en cuenta la
unidad del cuarto armonico, deducimos que B=CD n A'P < polar (A) .

<) Supongamos que B € polar(A) . Entonces (C,D; B, A) =—1 aplicando 12.6.2b.



13.5.10 Proposicion. Puntos inversos y cuerdas.
Sean A, B y C tres puntos en una circunferencia @ . Sea r la mediatriz del segmento

AB,ysean D=BC nr y E=ACr.Entonces D y E son puntos inversos el uno del
otro.

&

(7

Demostracion. Sea C’ el simétrico de C respecto de r. Tenemos un cuadrilatero ciclico
BCC’A en el que podemos aplicar 13.5.8 para deducir que la polar de D es la recta que
pasa por E y por el punto impropio CC'nAB, es decir, la recta que pasa por E y es
perpendicular a r. En particular, E es el inverso de D respecto de @ .

v



13.5.11 Teorema. Teorema de Brocard.
Dado cualquier cuadrilatero ciclico ABCD, inscrito en una circunferencia @ de centro
O, que completaremos con los puntos P=ABNCD, Q=BCnCD y R=ACNBD,

el triangulo APQR es autopolar, es decir, P es el polo de ﬁ , Q es el polo de PR yR

es el polo de @ siempre respecto de @ . Ademas, el punto O sera el ortocentro de
APQR.

Demostracion. Sean X =QRNAB y Y =QRNCD. Por 12.5.4 tenemos
(A/B;X,P)=-1y (D,C;Y,P)=-1, luego por 13.5.5 los puntos X e Y pertenecen a la
polar de P, y por tanto polar(P) = XY =QR.

De la misma forma se demuestra que polar(Q) = PR,y por tanto, por 13.5.3a,

R =QRN PR = polar(P) m polar (Q) = polo(PQ) = polar(R) = PQ

La recta OR sera perpendicular a su polar PQ, luego sera altura del triangulo APQR . De
la misma forma se verifica que son alturas OQ y OP, y por tanto O es el ortocentro de
APQR.



13.6 Inversiones notables.

13.6.1 Teorema. Inversion con el incirculo.

Si realizamos una inversion respecto del incirculo de un triangulo, sus lados se
transforman en tres circunferencias tangentes a los lados (y tangentes al incirculo), las
tres concurriendo en el incentro, y sus didmetros son todos iguales al inradio.
Ademas, la circunferencia que pasa por los segundos puntos de corte de estas tres
circunferencias es la imagen por esta inversion del circuncirculo del triangulo, y las
cuatro circunferencias tienen el mismo radio.

Demostracion. Sea un triangulo AABC , con incentro I y sean A’, B’, C’ los puntos de
contacto de su incirculo con los lados.
La recta AB es perpendicular a IC', luego su imagen sera la circunferencia de diametro

IC', es decir, el inradio de AABC . Lo mismo sucede con los otros dos lados.
Los segundos puntos de corte de dichas circunferencias A’’, B*’, C’’ seran pues las
imagenes de los vértices A, B, C, y por tanto la circunferencia (ABC) se transforma en

la circunferencia (A"B"C").

Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/ThreeEqualCircles.shtmI#RH



https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/ThreeEqualCircles.shtml#RH

Pero ademas, las rectas AB' y AC' son tangentes al incirculo, por lo que A”’ sera el
punto medio del segmento B'C'. Luego (A" B''C'"') seré la circunferencia de los nueve
puntos asociada al triangulo de contacto AA'B'C".

En resumen, bajo una inversion respecto del incirculo, la circunferencia circunscrita se
transforma en la Circunferencia de los nueve puntos, cuyo diametro es el inradio del
triangulo AABC.




Nota histdrica. Segun dice Howard Eves (Eves, H. W. A Survey of Geometry. Boston,
MA: Allyn and Bacon, 1972) la historia de la inversion es compleja. Francois Vieta ya
hablaba de puntos inversamente relacionados en el siglo XVI. Robert Simson, en su
restauracion de la obra perdida Lugares planos de Apolonio incluyo, basandose en un
comentario hecho por Pappus, uno de los teoremas basicos de la teoria de inversion, el
de que el inverso de una recta o una circunferencia es tambien una recta o una
circunferencia.

Simon A. J. L'Huilier (1750-1840) en sus Eléments d'analyse géométrique et d'anlyse
algebrique appliquées a la recherche des lieux géometriques (Paris y Génova, 1808) dio
casos especiales de este teorema. Pero la inversién como una transformacion para
simplificar el estudio de figuras data de tiempos mas recientes, y fue utilizada
independientemente por varios autores. Biitzberger remonta el uso de la inversion a
1824 por parte de Jakob Steiner (1796-1863), un matematico aleméan de origen suizo.
Steiner esta considerado como el mas grande de los gedmetras de la época moderna, tal
como Apolonio lo fue en la antigliedad. Sentia una gran aversion por los métodos
analiticos, y en sus manos la geometria sintética hizo progresos comparables a los que
habia hecho anteriormente el analisis.

Patterson (Patterson, Boyd C.: "The Origins of the Geometric Principle of Inversion™.
Isis, Vol. 19, No. 1. (Apr., 1933), pags. 154-180) apunta la siguiente cronologia:

’ e ———— |
_ Dmdelm
 ———
i _ Stemel i
i D ——— L |
| _ Bellavi 1r15

1775 1800 I825 18ﬁ0 18?5 1900

1822 Dandelin publica su Tableau Comparatif para la hipérbola y la focal.

1823 Quetelet compara causticas secundarias y cénicas a la manera de Dandelin
1824 Steiner habla de inversidn en un manuscrito no publicado hasta 1913.

1825 Dandelin deduce la relacion rr'= R? correspondiente a radio vectores de
lemniscatas y cénicas, dando lugar a una nueva construccion de aquellas.

1825 Quetelet define la inversa de una curva.

1831 Pliicker explica sus neues Ubertragungs-Princip, que fue publicado en 1834
1836 Bellavitis dio una exposicion completa de la teoria de las figuras inversas.
1845 Lord Kelvin la aplica a sus estudios sobre elasticidad.

Fuente: “Inversion en Olimpiadas. Aplicacion de la Inversion a la Resolucioén de Problemas”,
por Francisco J. Garcia Capitan, 2005

Problemas propuestos para este tema: 5.2.



13.7 Inversiones y homotecias.

13.7.1 Definicién. Homotecia.
Dado un nimero real k >0 y un punto O, la homotecia ¢ de razon k y centro O es la

funcidn del plano en si mismo definida de la manera siguiente:
a) $(0)=0
b) Si P=0O, ¢(P) es el Unico punto de la semirrecta OP tal que OP'=kOP.

Claramente, si k =1 se trata de la identidad.

Esta definicion se puede ampliar para razones k con signo:
Dado un nimero real k =0 y un punto O, la homotecia ¢ de razon k y centro O es la

funcién del plano en si mismo definida de la manera siguiente:
a) $(0)=0
b) Si P=0O, ¢(P) es el Unico punto de la recta OP tal que OP'=kOP.

Es interesante comparar la definicion de homotecia con la definicion de inversion dada
en 13.1.1.

13.7.2 Proposicion.

a) Si ¢ es una homotecia de razén k , entonces A'B'=k AB.

b) Una homotecia envia segmentos congruentes a segmentos congruentes:
AB=CD= AB'=C'D'

¢) Un tridngulo y su imagen por una homotencia son semejantes.

d) Un angulo y su imagen son angulos congruentes.

Demostracion.

Si los puntos A, B y O no estan alineados, por el criterio SAS, los tridngulos AOB y
A'OB' son semejantes, luego el tercer lado también sera proporcional, es decir:
A'B'=k AB.

Si los puntos A, B y O estan alineados, supongamos, por ejemplo, que A*O*B,
entonces A*O*B',y

A'_B:E+O_B:kﬁ+ko_szk(ﬁ+@):kﬁ
Los otros casos se demuestran de forma similar.
b) AB=CD=AB'=kAB=kCD=C'D'.

c) Basta aplicar el criterio SSS de semejanza de triangulos.
d) Basta completar el angulo con un tridngulo y aplicar el apartado anterior.



13.7.3 Centros de semejanza de dos circunferencias.
Dadas dos circunferencias de centros O, y O, Yy radios respectivos r, y r,,sean S'y S

los puntos que dividen el segmento O,0, interna y externamente proporcionalmente a
los respectivos radios.

Llamaremos a S' y S los centros interno y externo de semejanza de las circunferencias.

La recta que une los extremos de dos radios paralelos pasa por el centro externo de
semejanza



13.7.4 Proposicion. Inversion y potencia.
Sea @, una circunferencia que no pasa por el centro O de una inversion de radior y sea

@, su imagen bajo dicha inversion. Trazamos cualquier semirrecta r que cortara @, en
Ay B. Sabemos que sus imagenes A’y B' pertenecen a @, .

Ademas,

OA-OA'=r? )
=r°=0A-0A=0B-OB'=>

OB-OB'=r?

4

= OA-OB-OA-OB'=0A-OA'OB-OB'=r’r’ =r* = p(0,@,) = ———
p(o’wl)

En particular, si A=B, es decir, si OA es tangente a @, en A, entonces OA' es
tangente a @, en A', y por lo tanto, la tangente comin AA' a ambas circunferencias
pasa por O.

13.7.5 Corolario. Inversiones y homotecias.
Laimagen @, de @, por una inversion de centro O y radio r es laimagen de @, de
2
. , r
una homotecia de centro O y razén k = (—)
@y

Sin embargo, punto a punto, esta homotecia no se comporta como la inversion. Por
ejemplo, la homotecia envia el centro O, de @, al centro O, de @,, pero la inversion

no.

Si la inversion envia A— A'y B — B', lahomoteciaenvia A—>B'y B—> A

-
-~

mmmmmm——




13.7.6 Proposicion. Las inversiones conservan la razén doble.
Las inversiones conservan la razon doble de cuatro puntos A, B,C,D.

Demostracion. Nos basaremos en el siguiente lema:

Dado un triangulo AABC cualquiera, sea @, su circunferencia circunscrita asociada,

sea AA'B'C'el triangulo formado por sus imagenes invertidas y sea su w, su

circunferencia circunscrita asociada.

Acabamos de ver que existe una homotecia de centro O que transforma «, en @, . Sean

A, ,B,,C, las imagenes respectivas de A,B,C. Entonces se cumple ﬂ: AB OC,
C'B' CB OA

La demostracion de este lema se basa en que AOA,B, y AOB'A' son triangulos
semejantes. En efecto, ambos comparten el &ngulo en el vértice O,

y ZOAB'= ZOBA= Z0B,A,

en donde hemos aplicado 13.1.6b y que las homotecias conservan el paralelismo.

Asi pues, por el criterio AA, son triangulos semejantes. Luego AB_AB,
OB' OA
. 1D C BI CZBZ
De la misma manera se demuestra AOC'B'~ AOB,C, tanto ——=—=-*=
OoB' OC,
Multiplicando ambas igualdades obtenemos AB _AB G,
C'B' C,B, OA2
AZB
Pero las homotecias conservan las razones de las Iongltudes C B,

Luego llegamos finalmente a la igualdad deseada:
AB'_ AB OC, B'A"_ BA OC,

C'B' CB OA B'C' BC OA

Este lema lo podemos aplicar a los triangulos AABC y AABD :
(AB:C,D) = AC'B'D' _ AC' B'D' AC OD, BD OC, AC BD _(A.B:C,D)
B'C-AD' AD' B'C' AD OC, BC OD, AD BC

tal y como queriamos ver.



14 Ejes y centros radicales.

14.1 El eje radical.

14.1.1 Proposicion. Eje radical de dos circunferencias.

Dadas dos circunferencias, definimos su eje radical como el lugar geométrico de los
puntos que tienen igual potencia respecto a ambas. El eje radical de dos circunferencias
no concéntricas es una recta perpendicular a la recta que une los dos centros.

w
J_P

Demostracion. Sean O y O’ los centros de dos circunferencias @ y @' no concéntricas,
y seanr y r’ sus respectivos radios. En primer lugar, supongamos que un punto P
pertenece a la recta OO' y que tiene igual potencia respecto a ambas circunferencias.

p(P,@) = p(P,@") & PO* —r? = PO?—r"? < (O0'-PQO")* —r* = PO —r? <
00?-200"P0'+PO2—r2 = PO?-r"2 < 00?-200-PO'~r2 = —? &
00?41 —r?

200'

00%?+r?—r’> =2P0'< PO'=

Esto demuestra que hay un dnico punto P en la recta OO’ con igual potencia respecto a
ambas circunferencias. Sea r la recta perpendicular a OO’ por P.

Si A es cualquier punto de r, aplicando Pitagoras tenemos
AO’ - PO* = AP? 2 2 2 2 2 2 2 2
= AO“ - PO“ = AO“-PO"” = AO” — A0 = PO“ — PO'
AO”?-P0O" = AP?
Pero por ser la potencia de P la misma con respecto a ambas circunferencias tenemos
que PO* —r* = PO”—r*= PO? —PO?=r? —r", y por lo tanto
AOQ? — AO?=P0O* - PO”?=r?—r?= AO® —r? = AO"?*—r"

Lo cual significa que la potencia del punto A con respecto a ambas circunferencias es la
misma.

Supongamos ahora que el punto A no esta en la recta r, y supongamos que su potencia
con respecto a ambas circunferencias es la misma.

Si por ejemplo A esta del mismo lado de r que O, por ser ZOPA agudoy ZO'PA
obtuso se cumplen las siguientes desigualdades:

PO? + PA? > OA’> y AO” > AP*+P0O"”



Luego PO? + PA” + AO” > OA” + AP? + PO” = PO’ + AO” > OA’ + PO =
PO? - PO > OA* — AO”

Pero como suponemos que P y A tienen la misma potencia respecto a ambas
circunferencias,
p(A @) =p(Aa') = AO* -1’ = AO?-r? < AO* — A0 =r? —r*
=
p(P,@) = p(P,@') & PO?*—r? =P0”-r? < PO* - PO =r*—r"
AO? - AO” = PO? - PO
Llegando a contradiccion. Luego los puntos que no pertenecen a r no pueden tener la
misma potencia respecto a ambas circunferencias.

Problemas propuestos: 7.30, 7.32.
14.1.2 Proposicion. Eje radical de dos circunferencias secantes.

Si dos circunferencias se cortan en dos puntos, los puntos de corte pertenecen a su eje
radical, y por tanto el eje radical es la recta que pasa por dichos puntos de corte.

Demostracion.
Aca = p(Aw)=0
Aca'= p(Aa')=0

}3 p(A@)=p(Aa’)

Y de la misma manera se demuestra que B pertenece al eje radical de las
circunferencias.

Observacion. En 14.2.4 se vera una forma efectiva de determinar el eje radical de dos
circunferencias no secantes.

Problemas propuestos: 7.33, 7.37.
Problema propuesto: 7.35, una interesante aplicacion del eje radical de la
circunferencia circunscrita y la circuferencia de los Nueve Puntos.



14.1.3 Proposicion. Caracterizacion del eje radical mediante tangentes.
El eje radical de dos circunferencias es el lugar comun de los puntos cuyas tangentes a
dichas circunferencias tienen igual longitud.

Un punto P pertenece al eje radical de @, y @, siy solosi AP =BP =CP =DP donde
Ay B son los puntos de tangencia de las tangentes a @, por P, y C y D son los puntos
de tangencia de las tangentes a @, por P.

Demostracion. Basta tener en cuenta 14.1.2b.
Problema propuesto: 7.34.

14.1.4 Proposicion. Eje radical y tangente comun.
Dadas dos circunferencias @, y @,, y sea CD una recta tangente comun, con C e @, y

D e @,, el eje radical de las dos circunferencias pasa por el punto medio del segmento
CD.

Demostracion. Sea r el eje radical asociado a dichas circunferencias. Sea G=r nCD.
Puesto que G pertenece al eje radical, y aplicando 14.1.2b

p(G,@,) = p(G,,) = GC? =GD’ = GC =GD

Y por tanto G es el punto medio del segmento CD.



Otra demostracién alternativa, suponiendo que las circunferencias se cortan en los
puntos E y F es tener en cuenta 11.6.8:

JFCG = /GEC = AGCF ~ AGEC — 2¢ _GF

C = GC?=GF-GE
Y de la misma forma GD? = GF -GE, luego GC* =GD* = GC =GD.

Problemas propuestos: 5.28, 5.29, 5.30.



14.2 El centro radical.

14.2.1 Proposicion. Centro radical de tres circunferencias.

Dadas tres circunferencias con centros no alineados, sus ejes radicales son concurrentes.
El punto comun se llama centro radical de las tres circunferencias y tiene igual
potencia respecto a cada una de ellas.

Demostracién. Sea P el punto de corte entre el eje radical de @ y @', y el eje radical de
@'y @'. Entonces p(P,@)=p(P,@') y p(P,@')=p(P,@"),y por tanto

p(P,@) = p(P,@"), de lo que se deduce que P pertenece también al eje radical de @ y
@', es decir, los tres ejes son concurrentes.

Problema propuesto: En el problema 5.32 se propone demostrar la existencia del
ortocentro de un tridngulo mediante centro y ejes radicales.

14.2.2 Corolario.
Las tres rectas secantes dos a dos a tres circunferencias dadas son concurrentes.

Demostracion. Basta aplicar 11.14.4 y 11.14.6 pues son los tres ejes radicales de las
circunferencias dadas.



14.2.3 Corolario.
Dadas dos circunferencias secantes @, y @, con centros respectivos O, y O,, sean

A Beam, y C,Dew,. Son equivalentes:

a) Los puntos A, B,C, D pertenecen a
una misma circunferencia cuyo centro
O, no pertenece a la recta 00, .

b) P=AB nCD pertenece al eje
radical de @, y @,.

Demostracion. a) = b) se deduce directamente de 14.2.2.

b) = a) |PA-PB|= p(P,®,) = p(P,®,) =|PC - PD|= PA-PB = PC - PD, entendiendo
esta Ultima igualdad como magnitudes sin signo.

Ademas, P pertenece al interior de AB si y solo si p(P,@,) <0,y P pertenece al

interior de CD si ysolosi p(P,@,) <0, luego la condicion p(P,a,) = p(P,@,)
garantiza que, o bien P pertenece a los interiores de ambos segmentos, o bien no
pertenece a ninguno de los dos.

Con todo lo anterior hemos comprobado que estamos en condiciones de aplicar el
reciproco del Teorema de la Potencia de un punto interior (10.2.1), de donde se deduce
que los puntos A, B, C y D son cociclicos.

Los puntos O,, O, y O, no son colineales puesto que AB y CD no son paralelas.

Problemas propuestos: 5.34, 5.35y 5.37.
Los ejercicios 4.19 a 4.22 estan todos dedicados a practicar los conceptos de esta
seccion.

Problemas propuestos: 5.24 y 7.25 como aplicaciones de la potencia y los ejes
radicales a la resolucién de problemas IMO.



14.2.4 Proposicion. Determinacion del eje radical.
La proposicion 14.2.1 nos proporciona un método efectivo para determinar el eje radical

de dos circunferencias @, y @, de centros respectivos O, y O, .
Trazamos una circunferencia @, que cortara @, en AyBy @, enCyD.
Sea P=ABNCD. El eje radical de @, y @, sera la recta perpendicular a O,0, por P.

Demostracion. El centro radical de las tres circunferencias debe ser forzosamente P,
pues es la interseccion de dos de ellas. Luego el eje radical de @, y @, debe pasar por

P. Puesto que, ademas, sabemos que es perpendicular a O,0,, debe ser la perpendicular
a 0,0, por P.

14.2.5 Proposicion.
Determinacion de una circunferencia @, que pasa por dos puntos A, B dados y es

tangente a una circunferencia @, dada.

Trazamos cualquier circunferencia @, que pase por Ay By corte @, en los puntos C y

D.
Trazamos las rectas AB y CD y sea E su punto de corte. Entonces E sera el centro

radical de las circunferencias @,, @, Yy la circunferencia @, buscada.
Trazamos la recta tangente por E a @, y sea F su punto de tangencia. La circunferencia
buscada es la que pasa por los puntos A, By E.




En efecto, debemos comprobar que @, es tangente a @, en el punto F.
EA-EB=EC-ED Por el Teorema de la Potencia de un punto exterior (10.2.1).
EC-ED =EF* Por el Teorema Tangente-Secante (10.2.8).

EA.EB = EF? implica que EF es tangente a @, de nuevo por la caracterizacion 10.2.8.
Asi pues, EF es tangente comin a @, y @, .

Observacion. Tomando el otro punto de tangencia F' hubiéramos determinado otra
circunferencia @', igualmente valida.




14.3 Circunferencias coaxiales.

14.3.1 Definicion. Circuferencias coaxiales.
Diremos que las circunferencias @, @, , ..., @, son coaxiales cuando compartan un

mismo eje radical.

14.3.2 Proposicion. Construccion de circunferencias coaxiales a dos dadas.
Dadas dos circunferencias @, @, , de centros respectivos O,,0,, queremos construir

una tercera circunferencia @, coaxial con las dos primeras.

Si @,, @, son secantes en los puntos A, B, su eje radical sera la recta AB y sera coaxial
con ambas cualquier circunferencia que pase por dichos puntos A,B.

Si @, @, son tangentes en un punto A, su eje radical sera la recta que pasa por Ay
perpendicular a la recta que pasa por los centros O,0,. Tomaremos cualquier
circunferencia que pase por Ay cuyo centro esté en la recta O,0, .

Estudiemos el caso en que @, @, Nno tienen ningun punto en comun.

Trazamos el eje radical de @, @, mediante el método estudiado en 14.2.4.

Sea M su punto de corte con la recta O,0,. Trazamos la tangente MA a @, .

Trazamos la circunferencia @ de centro M y radio AM . Tomamos cualquier punto P
de dicha circunferencia @ . Trazamos la tangente a @ por P, que cortara 0,0, en K.
Sea @, la circunferencia de centro K yradio KP.

Las circunferencias @, @,, @, son coaxiales.

Demostracion. Basta comprobar que la recta perpendicular a O,0, por M es el eje
radical de @, @,.

Claramente AM =PM , luego M pertenece al eje radical de @, @, por 14.1.3.
Puesto que, ademas, M pertenece a la recta que une sus centros O,K =0,0,, el eje
radical de @,, @, sera la recta perpendicular por M a O,0,, es decir, el eje radical de

@,,@,.






15 Rectas isogonales. Rectas y punto simediano.

15.1 Rectas isogonales.

15.1.1 Definicién. Rectas isogonales o conjugadas.
Diremos que las rectas AP y AP’ son isogonales o conjugadas respecto a las rectas AB y
AC cuando los angulos ZPAP'y ~BAC tienen la misma bisectriz.

0, equivalentemente, cuando /BAP = Z/CAP'.



15.1.2 Proposicion. Caracterizacion métrica de las rectas isogonales.

a) Supongamos que AP y AP’ son isogonales respecto a las rectas AB y AC.
Trazamos las perpendiculares PN y PM a AB y AC por P, y trazamos las
perpendiculares P'N'y P'M" a ABy AC por P'. Se cumple PN -P'N'=PM - P'M"

b) Reciprocamente, si se cumple PN - P'N'=PM - P'M", entonces AP y AP' son
isogonales respecto a las rectas AB y AC.

Demostracion.

a) /NAP = /M'AP'=> APAN ~ AP'AM'= - _ AP" _ AP _ PN

= - =
PN P'M" AP P'M'
AP PM

/PAM = /P'AN'= APAM = AP'AN'= —— = ——

AP'  P'N'
PN _AP _PM _ oN.P'N'=PM -P'M
P'M' AP'" P'N'
b) Supongamos que se cumple PN -P'N'=PM - P'M" pero que AP y AP' no son
isogonales respecto a las rectas AB y AC. Trazamos la recta por P' paralela a AC, que
cortara la isogonal de AP en el punto P". Trazamos las perpendiculares P'"N" y P"M"
a AB y AC, respectivamente.

y por tanto

Por el apartado (a) tenemos PN - P"N"=PM -P"M"=PM - P'M", en donde hemos
utilizado que P"M"=P'M". Por hipotesis, PN - P'N'=PM - P'M", luego
PN-P"N"=PN-P'N'=P"N"=P'N'= P'P"//AB= P"=FP"

y la recta AP’ es la isogonal de AP.



15.1.3 Proposicion. Puntos isogonales o conjugados respecto de un triangulo.
Dado un tridngulo AABC y un punto P, la isogonal de AP respecto de ABy AC, la
conjugada de BP respecto de BA y BC y la isogonal de CP respecto de CA y CB son
concurrentes en un punto P'.

En este caso diremos que P y P' son puntos isogonales respecto del triangulo AABC
Los productos de las distancias de P y P' a los lados del tridngulo son iguales.

A

B (o

Demostracion. Sea P' el punto de interseccion de la isogonal de AP respecto ABy ACy
la isogonal de BP respecto a BA 'y BC.

Vamos a ver que P' pertenece a la isogonal de CP respecto de CA y CB, utilizando la
caracterizacion anterior.

Trazamos las perpendiculares PL, PM y PN de P a los lados BC, AC y AB,
respectivamente, y las perpendiculares P'L', P'M'y P'N' de P' a los lados BC, AC y AB,
respectivamente.

Por hipdtesis, PN -P'N'=PM -P'M'y PL-P'L'=PN-P'N", luego
PL-P'L'=PN-P'N’
= PL-P'L'=PM -P'M"
PN-P'N'=PM -P'M'

Y por tanto CP' es la isogonal de CP, tal y como queriamos ver, y el punto P' cumple
PN-P'N'=PM -P'M'=PL-P'L'

Se puede realizar una demostracion alternativa directa: Sean q,,q,,q. las isogonales de
p, = AP, p, =BP, p, =CP. Puesto que p,,p,, P, concurren en el punto P, luego por

la version trigonométrica del Teorema de Ceva (9.1.7)
sin(BC, p, )-sin(CA, p, )-sin(AB, p,) 1
sin(CB, p, )-sin(AC, p,)-sin(BA, p,)

Pero entonces
sin(BC,q,)-sin(CA,q,)-sin(AB,q,) _ sin(AC, p,)-sin(BA, p,)-sin(CB, p,)
sin(CB,q, )-sin(AC,q,)-sin(BA,q,) sin(AB, p,)-sin(BC, p,)-sin(CA, p, )

Y por el reciproco de ese mismo teorema las rectas q,,q,,g. SOn concurrentes.



15.1.4 Teorema. Teorema de Steiner.
Dado un tridngulo AABC, si las dos cevianas AD y AE son rectas isogonales, entonces
A

o o

BD BE _(ABY
DC EC AC

B D E

Demostracion. Aplicamos el Teorema del Seno en los triangulos interiores de la figura.

BD __ AB o _ ABsing BE __AB _ oo _ ABsin/BAE

sina sin ZBDA sin Z/BDA ' sin /BAE sin Z/BEA sin Z/BEA
CD AC ACsin ZDAC

- =— CD=—"——"—

sinZDAC sin ZADC sin ZADC

EC AC EC ACsina

= j =
sina sin ZAEC sin ZAEC
BD BE _ ABsina/sin /BDA- ABsin /BAE /sin /BEA _ AB?

DC EC ACsin ZDAC/sin ZADC - ACsina/sin ZAEC ~ AC?
Puesto que los angulos suplementarios tienen el mismo senoy /BAE = ZDAC .

Luego

Problema propuesto: 7.38.

15.1.5 Ejemplo.
En todo tridngulo AABC, las alturas y las rectas que unen los vértices con el
circuncentro son isogonales. El circuncentro y el ortocentro son puntos isogonales.

Demostracion. Sea M el punto medio del lado BC.

Z0BC =90- Z0BM =90 —ééBOC =90 —%LBAC =/ABC

Son también isogonales los puntos de Brocard estudiados en 11.8.

15.1.6 Observacion. Puntos isogonales consigo mismos.
Esta claro que el incentro es un punto isogonal consigo mismo. Solo los tres excentros

del tridngulo cumplen también esta propiedad.



15.2 Las simedianas de un triangulo. El punto simediano.

15.2.1 Definicion. Rectas simedianas. Punto simediano.
Las simedianas de un tridngulo son las rectas isogonales de las medianas AA', BB' y
CC'. Es decir, son las cevianas AA", BB" y CC" tales que

ZBAA"= ZCAA', Z/ABB"=~/CBB'y ZACC"=~/BCC'

En el apartado anterior hemos comprobado que dichas cevianas existen y son
concurrentes en un punto al que llamaremos "punto simediano del triangulo”, y
denotaremos por K. Es decir, el simediano de un triangulo es el punto isogonal del
baricentro.

A

Z - - - - - -
Emile Michel Hyacinthe Lemoine naci6 el 22 de noviembre de

1840 y muri6 el 21 de febrero de 1912. Fue un ingeniero civil y un ;

matematico francés, dedicado especialmente a la geometria. Las P~
simedianas fueron descubiertas por Emile Lemoine en 1873. “

15.2.2 Ejemplo.
En un tridngulo AABC , rectangulo en el vértice A, la A-simediana coincide con la A-

altura.
B

A . c

Demostracidn. Es el problema 5.5.



15.2.3 Proposicion.
Las perpendiculares por el simediano K de un triangulo son proporcionales a los lados.

Demostracion. Sean a,b,c las longitudes de los lados BC, AC y AB, respectivamente.
Sean a',b’,c' las longitudes de las perpendiculares al baricentro B a los lados , y sean
a",b",c" las longitudes de las perpendiculares al simediano K a los lados.

Cc

Sabemos que los tridngulos [ABGC]=[ACGA]=[AAGB], luego aa'=bb'=cc'.

Por la caracterizacion 15.1.2 sabemos también que a'a''=b'b"'=c'c", luego
aa'=bb'=a=bb'/a’ a' b'b'/a" b"
a'a'=bb"=a"= b'b"/a'} b

i i all bll C|I
Y los mismos razonamientos llegamosa — = Pl
a

a bb/a b

15.2.4 Proposicion. Caracterizacion minimal del punto simediano.
El punto simediano K de un tridngulo AABC minimiza la suma de cuadrados de las
distancias a los lados. Es decir, para todo punto P, y siendo p,q,r sus respectivas

distancias a los lados BC, AB 'y AC, p*+q”+r” es minimasiy solosiP esel
simediano del triangulo y en ese caso p® +q® +r? = 4[AABC | /(a2 +b? +cz)

B C

Demostracion. Esta claro que ap +br +cq = 2[ABPC ]+ 2[ACPA]+ 2[AAPB ] = 2[AABC |
Por otro lado,

(p2 +0° + rz)(a2 +b? +cz): (ap +bg +rc) +(pb—ga) + (gqc - rby + (ra— pc)’ =
= 4[AABCT + (pb—ga)’ +(qc —rb)* + (ra— pcy

Asi pues, p*+qg°+r? sera minimo cuando



pb=ga=

pb—ga=qc-rb=ra-pc=0<-:qc=rb=

ra=pc <

ool o|a

olmTlew|o

Es decir, cuando las distancias de P a los lados son proporcionales a los lados del
triangulo, y por tanto P es el simediano por la caracterizacion 15.2.3.

15.2.5 Proposicion. Caracterizacion métrica de la simediana.
La ceviana AS es A-simediana del triangulo AABC si y solo si

A
BS _(ABY
SC AC

B S c

Demostracion. = Es una consecuencia directa de 15.1.4 teniendo en cuenta que si M es

el punto medio del lado BC, BM = MC = % =1

[EJZ_B_S.m_B_S
AC SC MC SC
<=

15.2.6 Proposicion. Caracterizacion de la simediana por distancias a los lados.

Sea un triangulo AABC y sea AS su A-simediana. Sea M € AS ysean E y F las
proyecciones perpendiculares de M en los lados AB y AC, respectivamente. Entonces

EM _AB
FM AC

y, reciprocamente, si un punto M del interior del
triangulo cumple la condicidn anterior, pertenecera
a la A-simediana.

c

Demostracion. Sean G y H las proyecciones perpendiculares del punto S en los lados
AB y AC, respectivamente.



Por 8.2.6 se cumple BS_ [AABS | _ AB-GS
SC [AACS] AC-HS

BS (AB AB-GS_(ABT:GS_AB

2
Pero, por 15.4.6, — =| — | , Luego = = _
SC AC AC -HS AC HS AC

Para cualquier punto M de la recta AS, aplicando Tales tendremos EM = GS _ AB

FM HS AC’



15.3 Rectas antiparalelas.

15.3.1 Definicion. Rectas antiparalelas.
Sea un triangulo AABC y sea una recta que corta AB en Dy AC en E. Diremos que
DE es antiparalela de BC cuando ZAED = Z/ABC y ZADE = ZACB.

Obviamente, una de las condiciones implica la otra: Si ZAED = ZABC entonces
AADE ~ AACB por el criterio AA 'y por lo tanto Z/ADE = ZACB.

Por ejemplo, en 11.3.4c se demostrd que los lados de un tridngulo y los lados asociados
de su triangulo ortico son antiparalelos.

15.3.2 Proposicion. Caracterizacion de las antiparalelas mediante tangente.
Las antiparalelas a BC son las rectas paralelas a la tangente por Aa (ABC). O
equivalentemente, son las rectas perpendiculares al radio OA, donde O es el
circuncentro del triangulo.

Demostracidn. Por el Teorema de la Tangente, ZACB = /(t, AB), y por paralelismo,
Z(t,AB) = ZAB'C". De la misma forma llegamos a ZCBA = /(t, AC) = LZAC'B'



15.3.3 Proposicion. Simedianas y antiparalelas.
La simediana por el vértice A pasa por el punto medio de las antiparalelas al lado

opuesto BC .

B C

Por lo tanto podemos caracterizar la A-simediana como el lugar geométrico de los
puntos medios de las antiparalelas al lado opuesto BC.

Demostracién. Sabemos que AABC y AAED son triangulos semejantes. Sea T la
imagen de M por esta semejanza. Una semejanza pasa puntos medios a puntos medios,
luego T sera el punto medio de DE,y ZMAC = ZTAD, luego AT es la A-simediana
del triangulo, tal y como queriamos ver.

Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SymAntiparallel.shtml#locus

Nota histérica. La mediana se caracteriza por pasar por el punto medio del lado
opuesto, y de todos los segmentos paralelos al lado opuesto. Ahora acabamos de ver que
la simediana se caracteriza por pasar por el punto medio de los segmentos antiparalelos
al lado opuesto. Esta fue la caracterizacion que Lemoine propuso en 1873 como
definicién de simediana, de hecho, él las denomind les médianes antiparalléles.


https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SymAntiparallel.shtml#locus

15.4 Simedianas y rectas polares.

15.4.1 Teorema. Construccion de la simediana mediante tangentes al circuncirculo.
Sea un tridngulo AABC y sea X el punto de corte de las rectas tangentes a su
circunferencia circunscrita por By C. La recta AX es la A-simediana del triangulo.

c

Demostracion. Primera version (Mediante antiparalelas).

Trazamos una antiparalela a BC por X. Aplicando 10.2.7, sabemos que
a=2/XCE = ZCBA=«XEC, luego XC = XE , y de la misma forma

P =2XBD = /BCA=2/XDB, luego XB= XD, pero XB = XC por 10.2.9, luego

DX = XE, y por tanto la recta AX es la A-simediana por la proposicién anterior.

Fuente: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Symmedian.shtml#explanation

Segunda version (Mediante Teorema del Seno).

Sea X el punto de corte de las dos tangentes y sea M" el punto de corte con el lado BC
de la recta AX. Vamos a demostrar que M' es el punto medio del lado BC.

Aplicando el Teorema del Seno:

BM' AM' ., AM'sin ZBAM'
- =— = BM'= -
sinZ/BAM"' sinZB sin /B
CM' AM' ., AM'sin Z/CAM'
- = — =CM'= :
sinZCAM"' sinZC sinZC

Luego
BM' AM'sin Z/BAM'/sin /B _ sin /BAM 'sin ZC
CM' AM'sin ZCAM'/sinZC sin ZCAM'sin ZB

Pero ZC y ZABX son angulos suplementarios, luego sin ZC =sin ZABX , y de la
misma forma, ZB y ZACX son suplementarios, luego sin Z/B =sin ZACX , y por
tanto

BM' sin ZBAM 'sin ZABX

CM' sin ZCAM 'sin ZACX



https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Symmedian.shtml#explanation

Pero #BAX = ZCAM'" por construccion, luego #BAM'= ZCAX ,y de la misma forma
ZCAM '= /BAX , de donde deducimos que:
BM" sin ZCAX sin ZABX
CM' sin ZBAX sin ZACX
Aplicando el Teorema del Seno al triangulo AACX ,
sin ZCAX sinZ/ACX _ sin ZCAX CX

= =
CX AX sinZACX AX

Y aplicando el Teorema del Seno al triangulo AABX ,
sin ZABX _ sin ZBAX - sin ZABX  AX

AX BX sin /BAX  BX

BM'_CX AKX _CX 1 buesto que CX = BX por 10.2.9.
CM'~ AX BX BX

Con lo que llegamos a

Tercera version. Sea I" la circunferencia de centro X y radio XB = XC . Las rectas AB y
AC cortaran T" (de nuevo) en los puntos P y Q.
Q

B
/PBQ =180- ZABQ = ZCAB + /AQB = %(ACOB + /BXC)=

= %(LOCB +ZCBO + £XCB + ZCBX )= %(ZOCB + ZXCB + £CBO + ZCBX )=

=%(90+90)=9o

Luego B pertenece a la circunferencia de didmetro PQ, la Gnica circunferencia que
contiene B, Py Q es I', luego PQ es didmetro de I", y X pertenece a PQ.

Por ser Q, B, C y P cociclicos tenemos que ZAQP =180— ZCBP = ZABC y

ZAPQ =180- /BCQ = ZACB, es decir, CB y QP son antiparalelas, y puesto que X es
el punto medio de PQ, por 15.3.1 se deduce que AX es la A-simediana del tridngulo
AABC .

Fuente: "Lemmas in Euclidean Geometry", Yufei Zhao



15.4.2 Teorema. Simediana mediante polaridad.
La A-simediana de un triangulo AABC es la recta que pasa por Ay el polo del lado BC
respecto a la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Demostracion. Sea P el polo asociado a la recta BC respecto a (ABC).
Sea L=AP nBC. Seat la recta tangente a (ABC) por A, y sea Q su punto de corte con

BC . Puesto que t es la polar de A 'y BC es la polar de P, AP sera la polar de Q por
13.5.3a. Luego (Q, B, L,C) es una cuaterna armonica por 13.5.3.

Sea A' el punto diametralmente opuesto a A respecto a (ABC) y sea t' su recta tangente
asociada. Proyectamos por A larectaten larectat'y sean B', C'y M las proyecciones
respectivas de B, C y L.

Esta proyeccion envia Q al punto del infinito de t', luego M es el punto medio de B'C'
por 12.5.7.

Por 15.3.2, B'C' es antiparalela de BC, luego, por 15.4.4, AP es la A-simediana del
triangulo.

Fuente: "Characterizing a Symmedian”, Michel Bataille



15.4.3 Teorema. Simediana y circunferencia circunscrita.

Sea un tridngulo AABC y sea X el punto de corte de las rectas tangentes a su
circunferencia circunscrita por B y C. Sea K el punto de corte entre AX 'y (ABC).
En 15.4.1 vimos que la recta AX es la A-simediana del tridngulo, pero ademas se
cumplen las siguientes propiedades:

a) KA es la K-simediana del triangulo ABKC .
b) AABK y AAMC son directamente semejantes.
AB AC
C) —=—
BK CK
d) (BCX) pasa por el punto medio de AK.
e) BC es la B-simediana de ABAK y la C-simediana de ACAK .

f) BC es la bisectriz interior del &ngulo ZAMK ,y MX es su bisectriz exterior.

Demostracidn. a) Por construccion.
b) «KAB = ZCAM por construccion de simediana, y Z/ACM = ZAKB pues son
angulos que abarcan el mismo arco. Luego basta aplicar el criterio AA de semejanza.

>

c) Los tridngulo AAMB y AACK son semejantes por el criterio AA, pues
ZAMB =180—- Z/AMC =180—- ZABK = Z/ACK
Y claramente Z/ABM = ZAKC por ser angulos que abarcan un mismo arco.

AB AM AM AC

Luego, aplicando el apartado b y la semejanza anterior: = = =
BK MC MB CK

Problemas propuestos: 5.13 y 5.14.



15.4 Semejanzas espirales. Simedianas y semejanzas espirales.

15.5.1 Definicidn. Semejanza espiral.
Una semejanza espiral de centro O es una composicion de una rotacion y una homotecia

con un centro comun O.

15.5.2 Proposicion. Existencia y unicidad de la semejanza espiral entre segmentos.
Dados dos segmentos AB y CD no paralelos, existira una tnica semejanza espiral que
pasa AB a CD.

Demostracion. En 20.5.7 se presenta una demostracion en el contexto del plano
complejo.

15.5.3 Proposicion. Determinacién del centro de una semejanza espiral.

Dados dos segmentos AB y CD no paralelos, sea P=AC nBD y sea Q el otro punto
de corte entre las circunferencias circunscritas (ABP) y (CDP).

a) Q es el centro de la semejanza espiral que envia A—>C y B—>D (AB —>CD).
b) Q es el centro de la semejanza espiral que envia A—-By C— D (AC —BD).

Demostracion. a) Tenemos dos cuadrilateros ciclicos, y por tanto

ZAQB = ZAPB = /DPC = Z/DQC,y ZBAQ =180- 2ZQPB = ZDPQ = ZDCQ.
Luego los triangulos AABQ y AQCD son semejantes.

b) Observamos que también tenemos AAQC ~ ABQD .



15.5.4 Proposicion. Semejanzas espirales y alineacion de puntos.

Sean dos circunferencias @ y @', y sean P y Q sus dos puntos de corte. Supongamos
que la semejanza espiral con centro P que envia @ a @', envia un punto A @ aun
punto B e @w'. Entonces A, Q y B estan alineados.

— A

NS

Demostracion. Es el problema 5.11.

Problemas propuestos: 5.9, 5.10, 5.11, 5.25, 5.26.

15.5.5 Proposicion. Simedianas y semejanzas espirales.

Dado un tridngulo AABC , sea X el centro de la semejanza espiral que envia A—>C y
B — A. Entonces AX es la A-simediana del tridngulo.

A

B TC

Demostracion. En primer lugar, determinamos la A-simediana del triangulo por el
método de las tangentes (ver 15.4.5). Esto es, sean BD y CD las rectas tangentes a
(ABC) por By por C respectivamente. La A-simediana del tridngulo es la semirrecta
AD.

Sea X =(ABC)~(BCD) . Vamos a demostrar que X es el centro de la semejanza que
envihk A>C y B—>A.

ZABX = /BXD — ZXAB Por el Teorema del Angulo Exterior.

/BXD = #BCD por ser angulos que abarcan el mismo arco de circunferencia.

/BCD = ZBAC por ser CD recta tangente a (ABC)

Luego LABX = ZBAC — ZXAB = ZXAC .



De la misma forma se demuestra que £XAB = ZXCA, y por tanto AXBA y AXAC son
triangulos directamente semejantes, tal y como queriamos ver.



15.5.6 Corolario. Punto medio de la simediana.
Dado un tridngulo AABC , sea K el punto de corte entre su A-simediana y su

circunferencia circunscrita. Sea N el punto medio de AK . Se cumple:
a) N es el centro de la semejanza espiral que pasa BA a AC .
b) N es el centro de una semejanza espiral que pasa BK a KC.

5/

Demostracion. a) Aplicando 15.4.6f sabemos que BC es la C-simediana de AACK ,
luego ZACN = ZBCK = ZBAK , y también es la B-simediana de ABAK , luego
Z/NBA = ZKBC = ZKAC.

Luego AABN ~ ACBK =~ ACAN con la misma orientacion, tal y como queriamos ver.

b) BC es la C-simediana de AACK , luego /NCK = ZACB = ZAKB, y de la misma
forma, puesto que BC es la B -simediana de AAKB, Z/NBK = ZABC = ZCKA.

s

15.5.7 Corolario. Simediana y semejanza espiral.
Sean A, By C tres puntos no alineados. Sea N el centro de la semejanza espiral que

pasa A—>C y B— Ay, (BA— AC). Entonces AN es la A-simediana de AABC (y
por tanto la K-simediana de ABCK ).

Ademas, si K el punto simétrico de N respecto a A, se cumple:
a) El cuadrilatero ABKC es ciclico.

b) El punto N es el centro de la semejanza espiral que envia BK a KC.
c) El punto B es el centro de la semejanza espiral que envia AN a CK,
d) El punto C es el centro de la semejanza espiral que envia AN a BK .

Fuente: "On a special center of spiral similarity", Jafet Baca



15.6 Simedianas y cuadrilateros armonicos.

Los cuadrilateros arménicos ABCD se definieron en 12.6.1 como aquellos cuadrilateros
ciclicos que cumplen la condicion AB-CD =BC-AD.

15.6.1 Teorema. Caracterizacion de cuadrilateros armonicos mediante simedianas.

Sea ABCD un cuadrilatero ciclico y sea R el punto de corte de sus diagonales. Son

equivalentes:

a) ABCD es armonico, es decir,
AB-CD =BC-AD

b) AR esla A-simediana de ADAB.
¢) BR esla B-simediana de AABC.
d) CR es la C-simediana de ABCD.
e) DR es la D-simediana de ACDA.

D

Demostracion. Demostraremos a) < d)
Utilizaremos la proposicion 10.5.14: En todo cuadrilatero ciclico se cumple:

AR _AB AD
CR CD BC
= Por ser ABCD armonico, AB-CD=BC - AD = AB = AD
BC CD
AR AB AD AD AD (ADY
De lo que se deduce — = . = . =
CR CD BC CD CD CD

Y por lo tanto se cumple la caracterizacion 15.4.6 de simediana.

< Supongamos que DR es la D-simediana del tridngulo AADC . Entonces, por 15.4.6,
y nuevamente por 10.5.14,

2 2
AR —(ADJ , luego AB AD—(ADj :>AB—AD:>AB-CD=AD-BC

RC \CD CD BC \CD BC CD



15.6.2 Teorema. Caracterizacion de cuadrilateros armonicos mediante tangentes.
Sea ABCD un cuadrilatero ciclico. Como es habitual, denotamos por AA la recta
tangente a la circunferencia circunscrita del cuadrilatero por el punto A. Sean

T, =AANCC y T,, =BBADD.

a) ABCD es armonico, es decir,
AB-CD =BC-AD

b) T, BD.
c) Typ € AC.

Demostracion. Sea R = BD m AC . Vamos a demostrar a) < b).

a) = b) Si ABCD es armonico, aplicando el Teorema anterior tendremos que

DR = DB es la D-simediana de ACDA. Pero por 15.4.4, la D-simediana de ACDA es
DT,., luego DR=DB=DT,., o dicho con otras palabras, T,. € BD .

b) = a) Por 15.4.4 sabemos que DT,. es la D-simediana de ACDA. Si T,. € BD
entonces DR=DB = DT,. y DR es la D-simediana de ACDA. Luego aplicamos el

Teorema anterior.
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16 Fundamentos de los conjuntos numeéricos.

16.1 Teoria de conjuntos.

16.1.1 Definicion. Elementos, conjuntos, inclusion.

La definicion de conjunto es complicada, por no decir imposible. La propuesta
tradicional de definir un conjunto como “una coleccion de elementos” es una pura
falacia pues "coleccion™ es un sindénimo de "conjunto”. Asi pues, dejaremos sin definir
qué es un conjunto y supondremos que todo el mundo entiende qué es un conjunto de
elementos.

Tenemos por un lado los “elementos”, que escribiremos con letras minusculas x, Y, Z...
Y por otro lado los “conjuntos”, que escribiremos con letras mayusculas A, B, C... y
una relacion entre ambos llamada inclusion: x e A |y su negacion: x¢ A

Subconjuntos.

Diremos que Ac B cuando xe A= xeB.

Diremos que A= B cuando tienen los mismos elementos, es decir xe A<>xeB
Claramente A=B< AcBABcCA

El conjunto vacio.
Definimos por & el conjunto que no tiene elementos. Se cumple & — A para cualquier
conjunto A.

El conjunto universal. Conjunto complementario.

En ciertos contextos puede tener sentido hablar del conjunto universal Q, formado por
todos los elementos. En este contexto, dado un conjunto A, tiene sentido definir su
conjunto complementario A, formado por todos los elementos del conjunto universal
gue no estan en A:

A={xeQ|xeA}

Interseccion e union de conjuntos.
Definimos la interseccion de dos conjuntos por AnB ={x|xe AAx e B}

y la unién de dos conjuntos por AUB ={x|xe Av x € B}

Conjunto complementario.
Dados dos conjuntos A y B, definimos A—B={x|xe ArxgB}

Producto de dos conjuntos.
Dados dos conjuntos A y B definimos AxB={(x,y)|xe Ary B}



16.2 Funciones.

16.2.1 Definicién. Funcién. Dominio y Codominio.
Dados dos conjuntos A 'y B, una funcion f : A— B es un subconjunto de Ax B que

cumple la condicion siguiente:

Paratodo a e A existe un tnico b e B tal que (a,b) e f
Notacion: Si (x,y) e f se suele escribir x>y, 0 y= f(x)
Al conjunto A le diremos dominio de la funcidn, y al conjunto B codominio.

16.2.2 Definicidn. Imagen. Rango. Funcién suprayectiva.
Dada una funcién f : A— B y un subconjunto de su dominio S < A, llamaremos

imagende Sa
f(S)={yeB|3xeS,(a,y)e f}cB

Definimos el rango de la funcién como f(A).
Diremos que una funcion f es suprayectivasi f(A) = B, es decir, cuando todo
elemento de B es imagen de al menos un elemento de A.

16.2.3 Definicion. Subconjunto preimagen.
Dada una funcion f : A— B y un subconjunto S — B, llamaremos preimagen de S a

f(S)={xeAlTyeS,(ay)eflcA

16.2.4 Definicion. Composicion de funciones.
Dadas dos funciones f : A—B y g:C — D cumpliendo f(A)cC, tiene sentido

definir la composicion f og: A— D de la siguiente forma:
(x,y)efoge=dzeg(A|(X,2)egna(z,y)ef

16.2.5 Definicién. La funcién identidad.
Dado cualquier conjunto A, definimos la funcion Identidad de la siguiente forma:

ld:A> A
X X

16.2.6 Definicion. Funcidn inyectiva.
Diremos que una funcion f : A— B es inyectiva si

(a,,b),(a,,b,)e f y b, =b, entonces a, =a,

Es decir, cuando ningun elemento del codominio es imagen de mas de un elemento del
dominio.



16.2.7 Definicion. Funcién inversa.
Siuna funcién f : A— B es inyectiva, entonces tiene sentido definir su funcion inversa
fHf(A->A
De la siguiente forma:
(v, ) efre(xyef

16.2.8 Proposicion.
Para cualquier funcion inyectiva f : A—B,secumple f o f =fof'=1d

16.2.9 Definicidn. Biyeccion. Transformacion.
Una biyeccion es una funcion f : A— B inyectiva y suprayectiva.

Una transformacion es una biyeccion de un conjunto en si mismo.



16.3 Relaciones de orden.

16.3.1 Definicion. Relacion.
Una relacion R en un conjunto A es un subconjunto R de Ax A. Dados dos elementos
X,y € A, diremos que se cumple xRy cuando (x,y)eR.

16.3.2 Definicién. Relaciones de orden y relaciones de orden estricto.

Diremos que un conjunto © es un conjunto ordenado cuando esté dotado de una
relacion < que cumpla las siguientes condiciones:

a) Reflexiva: x<x.

b) Antisimétrica: X<y y y <x entonces x=y.

c) Transitiva: x<y y y<zentonces x<z.

Diremos que la relacion < es un orden estricto si es una relacion asimétrica y transitiva:
a) Asimétrica: Nunca ocurre X<y y y<x alavez.

b) Transitiva: x<y y y<zentonces x<z.

Diremos que (Q,s) estad totalmente ordenado cuando, para todo X,y (2, se cumple
X<y obien y<x.

16.3.3 Teorema.

Sea X un conjunto. Entonces:

a) Dada una relacion < de orden en X, entonces la relacién
X<ysiysolosi x<yy x#y

es un orden estricto en X.

b) Dada una relacién < de orden estricto en X, entonces la relacion
x<ysiysélosi x<y o x=y
es un orden parcial en X.

Demostracion.

16.3.4 Definicion. Minimal, cota inferior, minimo, infimo.
Sea X un subconjunto de un conjunto ordenado Q.
Se llama cota inferior de X a un elemento x e tal que x<y paratodo ye X .
Se llama minimo de X a una cota inferior que esté en X.
Se llama infimo de X a la cota inferior x € Q2 tal que si x' es otra cota inferior, x <x'.
Es decir:
X<y paratodo ye X

Si X'<y paratodo ye X, entonces X<X'.
Y de la misma manera:
Se Ilama cota superior de X a un elemento x e Q tal que y<x paratodo ye X .
Se Ilama maximo de X a una cota superior que esté en X.
Se Illama supremo de X a la cota superior x € Q tal que si x' es otra cota superior,
X'< X. Es decir:

y <X paratodo ye X

Si y<x' paratodo ye X, entonces X'<X.
Se dice que X no tiene extremos si no tiene ni Maximo ni minimo.



16.3.5 Proposicion. Unicidad del minimo, maximo, infimo y supremo.
Sea X un subconjunto de un conjunto ordenado Q.

Si existe el minimo de X, es necesariamente Unico. Se denotard por Min(X).
Si existe el infimo de X, es necesariamente Unico. Se denotara por Inf (X).

Y, si existen, también seran Unicos el maximo Max(X) y el supremo Sup(X).

Demostracion. Supongamos que X e y son minimos de X.

Se tiene que ambos son cotas inferiores de X, luego x<y y y<x,yportanto x=y.
Supongamos ahora que x e y son infimos de X. Aplicando la definicion nuevamente se
cumple x<yy y<x,yportanto x=y.

16.3.6 Definicién. Conjunto denso.

Sea Q un conjunto totalmente ordenado. Se dice que un subconjunto X es denso en Q
si, para cada dos elementos x <y de Q existe z de X tal que x<z<y. Diremos que
un conjunto es denso cuando lo sea entendido como subconjunto de si mismo, es decir,
cuando paratodo x,y e Q con x<y,existiraun zeQ tal que x<z<y.



16.4 Completacion mediante cortes de Dedekind.

16.4.1 Definicion. Conjunto completo.
Diremos que un conjunto totalmente ordenado Q2 es completo si es denso y si para
cada subconjunto no vacio y acotado superiormente existe supremo.

16.4.2 Definicion. Completacion.

Dado un conjunto totalmente ordenado Q, denso y sin extremos, diremos que Q' es
una completacién de Q si

a) Q' es un conjunto totalmente ordenado, completo y sin extremos.

b) Q= Q' yel orden de Q' restringido a Q es el orden de Q.

c) Q esdensoen Q'.

16.4.3 Definicién. EI Axioma del Conjunto Potencia.
Dado cualquier conjunto X, no necesariamente ordenado, suponemos que existe el
conjunto de todos los subconjuntos de X, es decir, x € P(X) si y s6lo si x es un

subconjunto de X. La existencia de P(X) es un axioma que afiadimos a la teoria de

conjuntos.
Es muy féacil comprobar que en P(X) las inclusiones Ac B y Ac B forman

relaciones de orden:

A<B< AcB (relacion de orden)
A<B< AcB (relacion de orden estricto)

Notacion: En esta seccion usaremos el simbolo A< B para denotar la inclusion y el
simbolo A c B para denotar la inclusion estricta, es decir,

A c B no implica necesariamente A= B

Ac B implica necesariamente A= B

16.4.4 Definicion. Segmento inicial.
Se Ilama segmento inicial de un conjunto totalmente ordenado € a un subconjunto
propio (X zQ y X #J) de Q tal que

vXxe X, VyeQ, y<x=yeX

16.4.5 Proposicion. Los conjuntos A, .
Sea Q un conjunto totalmente ordenado y x € Q. Definimos

A ={yeQ|y<x}

A, no esté vacio si y s6lo si x no es el minimo de Q, y en ese caso, A, es un segmento
inicial.

Demostracion.
=Si A, no esta vacio entonces existe y € QQ con y < X, luego x no puede ser cota

inferior y por tanto no puede ser el minimo de Q.
< Si x no es el minimo de Q entonces existe algin y € Q tal que y < x, por tanto

yeAy A =J.



Supongamos que x no es el minimo de Q. Claramente es propio pues x¢ A, y
acabamos de verque A #<J.Sea ye A ysea zeQ con z<Yy.
YEA D Y<X=I<Y<X=DZI<X=>ZeA

16.4.6 Definicion. Corte de Dedekind.

En un conjunto totalmente ordenado Q, llamaremos Corte de Dedekind a todo
segmento inicial no vacio Ac Q que no tenga maximo. Es decir, que cumpla las
siguientes condiciones:

a) Az

b) A=Q

C) VXe AVyeQ y<x=yeA

d) Vxe A dye A x<y

16.4.7 Proposicion.
En un conjunto totalmente ordenado Q, denso y sin extremos,

a) A, esun corte de Dedekind
b) Se cumple x<y < A c A .

Demostracion.

a) En 16.4.5 hemos visto que es un segmento inicial. Solo queda ver que no tiene
maximo.

Sea y e A, . Entonces y < x. Puesto que Q es denso, existiraun z e Q tal que
y<z<Xx.Luego ze A ypuestoque y<z,secumplird yeA,.

b) = Sea x<y.Sea ze A,. Luego z< X, por tanto z<x <y de lo que se deduce
z<yy zeA, . Lainclusion es estricta, pues, por ser Q denso, existira z e Q tal que
Xx<z<y,luego ze A ,pero zg A, pues z<xy x<z son incompatibles.

< Supongamos que A — A, . Si x=Yy entonces A = A, contradiciendo la hipotesis.
Si y <x, acabamos de ver que entonces A, — A, contradiciendo nuevamente la

hipotesis, luego la Gnica posibilidad aceptable es x<y.

16.4.8 Proposicion. Completacion mediante cortes de Dedekind.
Sea Q un conjunto totalmente ordenado, denso y sin extremos. Sea Q < P(Q) el
conjunto de todos los cortes de Dedekind de Q.

Definimos la inmersion canénica de Q en ©Q como la siguiente funcion:
I Q->Q
X—= A

Esta funcion es una completacion de Q, a la que llamaremos completacion mediante
cortes de Dedekind.

Demostracion.
1) Esta funcion esta bien definida, pues en 16.4.7a hemos comprobado que A, esun

corte de Dedekind.
i) Esta funcion mantiene el orden: x<y < i(x)<i(y) (16.4.7b)



iii) Esta funcién es inyectiva: i(x) =i(y) = x=y. Se deduce directamente del apartado
anterior: Si x=y,obien x<y=A cA = A =A,0bien

X>y=>A cA=>A#A .

iv) i(Q) esdensoen Q.

Sean A/ BeQ,con A<B,esdecir AcB.Sea xe B— A. El conjunto B no tiene
maximo, luego existird y e B tal que x<y. Claramente yg A, pues x<ye A= xeA
contradiciendo la hipétesis. Veamos que A<A <B.

A <B:Size A =z<yeB,yporserBsegmento inicial, zeB. La inclusion es
estricta, pues ye B pero y ¢ A, .
A<A,:Si ze A, supongamos que Yy <z. Por ser A un segmento inicial, y € A,

contradiciendo la hipotesis y ¢ A. Si z=y, igualmente llegamosa y € A,
contradiciendo la hipotesis, luego la Unica posibilidad aceptable es z <y, y por tanto
ze A, . Lainclusion es estricta, pues X<y =Xe A, pero x¢ A.

v) Q es un conjunto totalmente ordenado.
Sean A,BeQ, con A=B. Supongamos que no sucede Ac B, es decir, existe un

elemento x € A tal que x ¢ B. Veamos que, entonces, B — A.
Sea yeB. Entonces y = x. Si x<yeB, por ser B intervalo inicial, xe B,

contradiciendo la hipotesis. Luego el Unico caso aceptable es y < xe A,y por ser A un
intervalo inicial, y € A. Es decir, B < A, pues estamos suponiendo A=B.

vi) Q es completo.
Sea S un conjunto acotado superiormente de elementos de Q , es decir, existira un
AcQ tal que X <A paratodo X €S.Sea S'= N X . Veamos que S' es el supremo

de S.

- S' es un corte de Dedekind.

a) S'= ), pues es la unién de conjuntos no vacios.

b) S'=Q, pues S'c A=Q, por ser A un corte de Dedekind.

C) VxeS'\WyeQ,y<x=yeS":Si xeS'y yeQ con y<x, existiraun X €S tal
que xe X,y por ser X un corte de Dedekind, ye X y portanto yeS'.

d) YxeS',dyeS', x<y.Sea xeS'. Luego existiraun X €S tal que xe X,y por ser
X un corte de Dedekind, no estara acotado superiormente, es decir, existiraun y e X tal
que x<y. Claramente yeS'.

- S' esel supremo de S.

Estaclaroquesi X €S, X < S'= . X = X <S§', luego S’ es cota superior de S.

Supongamos que existe un Y € Q tal que X <Y paratodo X €S . Entonces claramente
S'=u XY =S<Y".

XeS

vii) Q no tiene extremos.



Veamos que no tiene maximo, con un razonamiento similar se demuestra que tampoco
tiene minimos.

Supongamos que existe un X € Q tal que Y < X paratodo Y € Q. El conjunto X es un
corte de Dedekind, luego es propio: X =, y por tanto existiraun xeQ— X .
Entonces X — A, donde A, es un corte de Dedekind, Ilegando a contradiccion.

Veamos que, efectivamente, X — A . Sea ye X . Entonces y = x,ysi x<Yy, por ser X

un segmento inicial, llegariamos a x € X , absurdo, por lo tanto la Gnica posibilidad
aceptablees y<x=yeA,.

16.4.16 Teorema. Unicidad de las completaciones.
Sea Q un subconjunto denso en un conjunto totalmente ordenado Q', y supongamos
que ni Q ni Q' tienen extremos.

Hemos visto que podemos considerar Q@ = Q mediante la inmersion
x> A ={yeQ|y<x}cQ

De la misma forma, podemos considerar Q' Q' mediante la inmersion
x> A ={yeQ|y<x}cQ
Estaclaroque A, C A, .

Entonces existe un isomorfismo f :Q — Q'
Q < Q
\’ \
_ f _
Q - Q

Demostracion.

Definimos la funcién f :Q— Q' de la siguiente manera:
Si BeQ, f(B)= U A O

Y definimos la funcion inversa g:Q'— Q de la siguiente manera:
Si B'eQY, g(B)=BNQcQ

i) La funcion f esta bien definida, es decir, f(B) es un corte de Dedekind.

ii) La funcion f preserva inclusiones: A<B < f(A)< f(B)

es una propiedad de la teoria de conjuntos.

iii) La funcion g esta bien definida, es decir, g(B) es un corte de Dedekind.



Veamos en primer lugar que esta funcion esta bien definida, es decir, que B'mQ es un
corte de Dedekind de Q.
- g(B') no esta vacio: Puesto que B'= Q' es un corte de Dedekind, no puede estar

vacio, y puesto que no tiene maximo, no puede constar de un solo elemento, pues en
dicho caso ese elemento seria el maximo. Luego existen x <y e B'. Puesto que Q es

denso en Q', existirdun zeQ tal que x<z<y. Por ser segmento inicial, ze B', y por

tanto ze B'nQ).
- g(B') esunsegmento inicial: Sea xe g(B'), estoes, xe BNQ. Sea y € Q tal que

y < X. Luego entendiendo x e y como elementos de Q', por ser B’ un segmento inicial
deducimos que yeB' , luego ye BnQ = f(B").

- g(B'") es propio: B’ es propio en Q', luego existe x e Q'—B'. B’ no tiene extremos,
luego existira y e QQ' tal que x<y. Porser Q densoen Q', existiraun z € Q tal que
Xx<z<y.Estaclaroque z¢B', pues ze B'=xeB'. Luego ze Q—-g(B').

- g(B') no tiene maximo: Supongamos que me g(B') = B'™Q2 es cota superior de

B'"Q. Puesto que B' no tiene maximo, existira un x € B' tal que m< x. Por densidad
de Q en Q', existirdun yeQ tal que m<y < x. Luego por ser B’ segmento inicial,

yeB'=yeBnQ=g(B'). Luego m no puede ser maximo de g(B'), porque m<y
con yeg(B").

-Si BeQ, g(f(B))=B.
g(f(B)) = f(B)mQ=(KkEJBA'X)mQ=X§é(A'XmQ)=XEUBAX =A

Las dos primeras igualdades son definiciones. La tercera es una propiedad de la teoria
de conjuntos. La cuarta se basa en la igualdad

XxeB=A,"Q=A
Enefecto, ye A, "NQ = yeQAy<X< YeA
La ultima igualdad se demostr6 en ???7?.

-Si B'e, f(g(B"))=B"
Desarrollando la igualdad: B'=f(g(B')= u A,= U A,.

xeg(B") xeB'nQ
<. Si xeB', al no tener méximo, existiraun y e B', x<y. Por densidad de Q en Q',
existiraun zeQ tal que X<z <y. Por ser B’ segmento inicial, ze B'. Luego xe A',,

con zeB'mQ. Luego xe o A'.
xeB'mQ

D Sea xe . A', , es decir, existe un y e BnQ tal que xe A, , esto es, x<y. Por

xeB'm

ser B'mQ un segmento inicial, xe BnQ c B'.
Asi pues, hemos demostrado que f y g son funciones inversas la una de la otra.

Es obvio que f (y lo mismo g) preserva inclusiones. Ademas, como es biyectiva,
preserva también los contenidos estrictos. Por tanto f es un isomorfismo.
Finalmente, demostrar que la restriccion de fa Q es la inclusion de QQ en Q' es
equivalente a decir f(A )=A', paratodo x €. Como g es la inversa de f, es

equivalente a decir f(A',)=A,, que es evidente.



16.4.17 Teorema.
Sea Q' una completacion de un conjunto totalmente ordenado Q denso y sin extremos.

Entonces existe un isomorfismo Q — €)' que restringido a Q es la identidad.

Demostracion. Aplicando el teorema anterior, tenemos un diagrama conmutativo

Q < o
\’ d
_ f _
Q - Q

En el que la columna de la derecha es un isomorfismo, por lo que su funcion inversa
también sera un isomorfismo. Basta tomar ho f o g como en el esquema siguiente:

Q <
g Th
ot
QO - o



16.5 Estructuras algebraicas.

16.5.1 Definicién. Operacion binaria.
Una operacion binaria sobre un conjunto de elementos G es una funcion
0:GxG -G

(a,b)—>o(a,b)=a-b

16.5.2 Definicion. Grupo.
Un grupo es un conjunto (G,o,i) de elementos G junto con una operacién binaria o y

un elemento i € G llamado "elemento neutro™ cumpliendo las siguientes propiedades:

G1. El conjunto G es un conjunto cerrado para la operacion binaria.

G2. Propiedad asociativa: ao(boc)=(acb)oc

G3. Existencia y unicidad de elemento neutro: iocx=Xoci=X ¥xeG.

G4. Existencia y unicidad de elemento inverso: VxeG 3y e G tal que Xoy=yoXx=i

Diremos que el grupo es conmutativo o abeliano si, ademas, se cumple
aob=boa paratodo a,beG

16.5.3 Proposicion.
El conjunto de transformaciones de un conjunto con la composicion de funciones tiene
estructura de grupo.

16.5.4 Definicion. Anillo de divisién. Cuerpo.
Un anillo de division es un conjunto (K,+,-,0,1) de elementos K junto con dos

operaciones binarias a+b (llamada “suma”)y a-b (llamada “producto”) y dos
elementos diferentes, el cero 0 y el uno 1, cumpliendo las siguientes propiedades:

C1. (K,+,0) es un grupo abeliano.
C2. (K —{0},-,1) es un grupo (no necesariamente conmutativo).
C3. Propiedad distributiva: a-(b+c)=a-b+a-c paratodo a,b,ceK.

Diremos que (K,+,,0,1) es un cuerpo si, ademas, el producto a-b es conmutativo.

16.5.5 Definicion. Espacio vectorial.
Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto (V,K,+,-0,1) donde (V,+,0) es

un grupo conmutativo, cuyos elementos se llaman vectores, junto con una aplicacién
Ilamada multiplicacion por escalares:
KxV -V

(4,V) > Av

Cumpliendo las condiciones siguientes:
a) Au+v)=Au+Av VieK,u,veV

by A+ u)v=Av+ v VA ueK,veV
c) (Au)v=A(uv) Vi ueK,veV
d) lv=v VveV yleslaunidad del cuerpo K.



16.5.6 Proposicion. Propiedades de un espacio vectorial.

En todo espacio vectorial se cumplen las siguientes propiedades:
a) ov=0 wvveV

b) A0=0 VieK

) v=0=A4=00v=0

d) (-Dv=—v

En donde hemos utilizado el mismo simbolo 0 para representar tanto el elemento neutro
0 eV del grupo de vectores como el elemento neutro 0 € K del cuerpo de escalares.

Demostracién. a) Ov=(0+0)v=0v+0v=0v=0

b) 20=4(0+0)=40+10=10=0

¢) Supongamos que Av=0. Si A =0 tendra inverso A™. Luego
v=lv=(A"A)v=2(A)=1"(0)=0

d) v+(-)v=lv+(-Dv=(Q2+(-1))v=0v=0

16.5.7 Definicidn. Subespacio vectorial.
Dado un espacio vectorial (V,K,+,-,0,1), diremos que un subconjunto no vacio F cV

es un subespacio vectorial de V si
a) VuveF=>u+veF

b) WeF,AeK=AveF

Observamos que todo subespacio vectorial es automéaticamente un espacio vectorial
sobre K.

Nota histdrica. Los espacios vectoriales fueron definidos axiomaticamente por
Giuseppe Peano (1858-1932) en el afio 1888.

16.5.8 Definicion. El espacio vectorial cartesiano K2.

Dado un cuerpo K, al conjunto K* =K x K se le puede dotar de forma natural de una
estructura de espacio vectorial sobre K con las siguientes dos operaciones:

Suma: V(a,,a,),(0,,b,) K?= (a,a,)+(b,b,)=(a +b,a,+b,) e K?
Multiplicacion por escalares: V(a,,a,) e K?, VAieK = A(a,,a,)=(1a,1a,) e K?



16.6 Cuerpos ordenados.

16.6.1 Definicién. Cuerpo ordenado.
Un cuerpo ordenado (K, P) es un cuerpo K junto con un subconjunto P de elementos de

K, a los que llamaremos "positivos"”, cumpliendo las siguientes propiedades:

a) Si a,be P, entonces a+beP yabeP.

b) Para cualquier elemento a € K, sucede uno y s6lo uno de los siguientes resultados:
aeP,a=0, —-aeP

16.6.2 Proposicion. Algunas propiedades elementales de un cuerpo ordenado.
En todo cuerpo ordenado (K, P) se cumple las siguientes propiedades:
a)leP,0gP.

b) K tiene caracteristica 0.

¢) Para cualquier ac K, se cumple az0<a’<P.

Demostracion.

a) En K se cumple 1#0. Si 1¢ P entonces —1 P, pero entonces (-1)-(-1) =1 P,
contradiciendo la hipotesis. Luego 1e P. 0 P se deduce directamente de 16.6.1b.

b) Puesto que 1€ P, entonces 1+1+...+1< P, y portanto 1+1+...+1=0 yaque OgP.
c) Sea a=0, entonces acP 0 —acP.Si acP entonces a* =a-a e Pclaramente. Si
—aeP,entonces (-a)* =(-a)-(-a) € P, pero (-a)* =a?, luego también a* < P.
Reciprocamente, si a*> € P, entonces a=0=>a>=0-0=0¢ P, absurdo, luego a=0.

16.6.3 Proposicion. Orden en un cuerpo ordenado.
Dados dos elementos a y b de un cuerpo ordenado (K, P) diremos a>b cuando

a-beP.
Esta definicion cumple las condiciones de orden estricto y con ella K esta totalmente
ordenado, ademés, ac P «<a>0.

Demostracion.

- Propiedad asimétrica: a>b y b>a equivalea a—beP y b—aeP, que son
incompatibles por 16.6.1b.

- Propiedad Transitiva: a<b y b<c equivalea b—aeP y c—beP, luego
c—a=c+0-a=c+(b-b)—a=(c-b)+(b-a)eP=c>a

- Esun orden total: Si a=beK,obien a—beP=a>b, o bien
—(a-b)eP=b-aeP=b>a

-aeP<sa=a-0eP<a>0.

16.6.4 Proposicion.

El orden definido en 16.6.3 cumple las siguientes propiedades:
a)Sia>b yceK entonces a+c>b+c.

b)Si a>b y b>c entonces a>c.

c)Si a>b y ceP entonces ac>bc.

d) Dados a,b € K, sucede una y sélo una de las siguientes igualdades:

a>b,a=b,b>a



Demostracion.
a) a>b—=a-beP=a+c—-(b+c)=a-beP.

b)
a>b=>a-beP
b>c=b-ceP
c)
a>b—=a-beP
ceP

d) Basta aplicar la condicion b) de la definicion (16.2.1) con a—b:
a-b=0<a=>b

}:a—c:(a—b)+(b—c)eP:>a>c

}:>ac—bc=(a—b)CeP:>ac>bc

a-beP<a>b
—(a-b)eP<b-aeP<b>a

16.6.5 Proposicion.
Si a y b son positivos, entonces a<b <> a® <b?

Demostracion.

= Supongamos que a<b. Entonces a®* =a-a<a-b<b-b=b?, aplicando dos veces
16.6.4c.

«<Supongamos que a’ <b*. Si a=b=>a®=b’ contradiciendo la hipétesis. Si b<a,
aplicando la primera parte de esta demostracion llegariamos a b® <a?, contradiciendo
nuevamente la hipotesis a® <b?. La Unica opcion validaes a<b.

16.6.6 Definicion. Orden entre tres elementos de un cuerpo ordenado.
En un cuerpo ordenado (K, P) definimos la siguiente relacion de orden:

a<b<c
a*b*c o 0
c<h<a

16.6.5 Proposicion. Inmersion canonica de los naturales en un cuerpo ordenado.

Demostracion.

Sea (K, P) un cuerpo ordenado.

En primer lugar definimos la inmersion
irIN—>K
0—0
1-1

16.6.6 Proposicion. Inmersion canonica de los racionales en un cuerpo ordenado.
El mas pequefio de los subcuerpos de un cuerpo ordenado (K, P) conteniendo 1 es

isomorfo al cuerpo de los niumeros racionales Q.



16.6.7 Proposicion.

En un cuerpo ordenado (K, P), si a<b entonces a< a%b <b, y por lo tanto todo

cuerpo ordenado es denso.

Demostracion.
2a a+a a+b b+b 2b
a=—-= < < =—=Db
2 2 2 2 2

16.6.8 Definicion. Valor absoluto.
Dado un elemento x de un cuerpo ordenado (K, P), definimos su valor absoluto, al que

denotaremos por |x| , de la siguiente forma:

X sixeP
|X|: —X sixegP

16.6.9 Proposicion. Propiedades del valor absoluto.
El valor absoluto cumple las siguientes propiedades:

a) X eP paratodo xe K,y [ =0 x=0.
5) =}

c) —|x<x<|x

d) [ <ye-y<x<y

e) [x+y|<|x+]y|

Demostracion. a) trivial, teniendo en cuenta que —0=0.
b)Si x=0¢P=|{=-x=-0=0, y ~-x=-0=0¢P=|-X=-0=0

Si xeP=|X=x, y -xgP=|-X=--X=[x=x
Si xgP=|{=-X, y —xeP=|-x=—x
c)

16.6.7 Proposicion. Todo cuerpo ordenado es un espacio métrico.
Dados dos elementos x,y de un cuerpo ordenado (K, P), definimos d(x,y) = |x— y| Y

esta funcion es una métrica en K (ver 5.1.5).

Demostracion.



16.7 Continuidad en cuerpos ordenados.

16.7.1 Definicién. Cuerpos ordenados arquimedianos.
Diremos que un cuerpo ordenado (K,P) cumple el axioma de Arquimedes, y diremos

que es un cuerpo arquimediano, cuando para cualquier a>0 de K existaun ne K
natural tal que n>a.

Observamos que este axioma es el equivalente numérico del axioma geométrico
homologo definido en 4.4.1.

16.7.2 Teorema. Caracterizacion de los cuerpos arquimedianos.

Sea F un cuerpo ordenado. Es equivalente:

a) F es arquimediano.

b) Para cada x € F, existe un ne N tal que x <n, es decir, los nUmeros naturales no
estan acotados superiormente.

c) Paracada x € F, existen n,m e Z tales que x <n m< xy es decir, los nimeros

enteros no estan acotados, ni superiormente ni inferiormente.

d) Inf{l,ne N}:O
n

e) Inf{zin,neN}:O

16.7.3 Definicion. Axioma de Dedekind para cuerpos ordenados.
Diremos que un cuerpo ordenado (K,P) cumple el axioma de Dedekind cuando, dada

una particion K=, UZ,, £, #0, £, 2, £, NnZ, =, en la que cumple
aeX beX,=a<b
Entonces existira un tnico elemento ce K tal que aeX;,beX, =>a<c<b

Observamos que este axioma es el equivalente numérico del axioma geométrico
homologo definido en 4.2.5.

16.7.4 Proposicion.
Si se cumple el Axioma de Dedekind se cumple el Axioma de Arquimedes.

Demostracion.

16.7.5 Proposicion.
Si (K,P) es un cuerpo ordenado cumpliendo el Axioma de Arquimedes, entonces es

isomorfo a un subcuerpo de IR, y en este caso serd isomorfo a IR siy solo si cumple el
Axioma de Dedekind.

16.7.6 Proposicion. Cuerpo ordenado no Arquimediano.
Sea el conjunto Q(t) de funciones algebraicas obtenido mediante el conjunto de

polinomios con coeficientes racionales en t y las cinco operaciones de suma, resta,
multiplicacion, division y la operacion v1+ o* , donde o es cualquier funcion de Q(t).
Hilbert demuestra que este conjunto "numeérico™ es no arquimediano.



16.8 Cuerpos pitagoricos y euclideos.

16.8.1 Definicion. Cuadrados. Raices cuadradas.
Diremos que a e K es un cuadrado cuando exista al menos un elemento b € K tal que

b® =a, al que llamaremos raiz cuadrada de a. Es decir, a K sera un cuadrado cuando
existan raices cuadradas de a.

16.8.2 Proposicion. La raiz cuadrada de un namero.

a) Si b es solucion de x* =a, también loes —b.

b) Si existen raices cuadradas de a < K, con a = 0, entonces también existen raices
cuadradas positivas de a, y definiremos la raiz cuadrada de a, a la que denotaremos

por Ja, como la solucion positiva de la ecuacion x> =a.

Demostracion.
a) Si b satisface b® =a, entonces —b también. En efecto,
(-b)?> =(-b)-(-b)=b-b=b*=a
b) Si a=0,y b satisface b> =a, entonces b =0, pues en caso contrario tendriamos
a=b*=0-0=0=>a=0, llegando a contradiccion.
Luego, si b satisface b> =a, y o bien b e P, y por lo tanto ya tenemos una raiz

cuadrada positiva de a, 0 bien, como acabamos de ver, —b € P también es una raiz
cuadrada de a.

16.8.3 Definicion. Valor absoluto.
Dado un elemento a de un cuerpo ordenado (K, P), definimos la|e K de la siguiente

manera:
a siaeP

laj={-a siagP
0 sia=0

Claramente, si a 0= |a| eP

16.8.4 Proposicion.
Para cualquier ae K, Ja? =lal.

Demostracion.
Es la pura definicion de los conceptos implicados.

16.8.5 Definicion. Cuerpo pitagorico.

Diremos que un cuerpo ordenado (K, P) es pitagorico cuando exista v1+a® para todo
aek.

Por ejemplo, Q no es un cuerpo pitagorico, pues no se cumple para a=1.



16.8.6 Proposicion.
En un cuerpo (K, P) es pitagarico si y solo si la suma de dos cuadrados es también un

cuadrado, es decir, si existe va”+b? para cualquier a,be K con a=0 0 b=0.

Demostracién. Sea un cuerpo pitagdrico, y sean a,b e K, con a = 0. Entonces

2
a’+b? =a{1+%}=a2(1+cz), con c:ge K , luego va? +b? =|aly1+c? eK.

Si a=0 entonces b0 y el razonamiento es similar.
El reciproco es obvio pues es un caso particular cuando a=1.

16.8.7 Definicién. Cuerpo euclideo.
Diremos que un cuerpo ordenado (K, P) es euclideo cuando todo nimero positivo sea

un cuadrado, es decir, exista va paratodo a > 0. Claramente todo cuerpo euclideo sera
también pitagorico.



16.9 Los numeros naturales.

16.9.1 Definicidn. Los niumeros naturales.
Damos por supuesto la existencia del conjunto de nimeros naturales

IN={0,12,3 4.}

Junto con las operaciones "suma':
INxIN — IN

(a,b)—~a+b

y "producto™:

INxIN — IN
(a,b)—~a-b

y un orden total :
Paratodo nmeIN, n<mo m<n

Cumpliendo las siguientes propiedades:

l.(a+b)+c=a+(b+c)
2.atb=b+a

3.a+t0=a
a-b)-c=a-(b-c)
-b=b-a
-1l=a

(b+c)=(a-b)+(a-c)

ia<b,entoncesa+c<b+c

9.Sia<band c#0,entoncesa-c<b-c

10.Sia<bandb<c, entoncesa<c

11. Se verifica una y sélo una de las siguientes condiciones:a<boa=bob<a

12. El "Principio de la buena ordenacion": Todo subconjunto de IN tiene minimo, es
decir, para todo subconjunto S < IN, existiraun meS tal que, paratodo ne S, se
cumple m<n.

4. (
5.a
6.a
7.a
8.S



16.10 Los numeros enteros.

16.10.1 Definicion. Los numeros enteros.
El conjunto de nimeros enteros Z se puede construir sobre la base de los nimeros
naturales como el siguiente conjunto de clases de equivalencia:

Z=(NxN)/~ donde (a,b)~(c,d)=a+d=b+c
Cada una de estas clases de equivalencia las podemos representar de la forma [a—b]

Para todos los efectos, podemos suponer definido el conjunto de los nimeros enteros:
Z={..,4,-3-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Por ejemplo, (5,2)=(9,6)="3", (5,9)=(7,11)="—4"

Tenemos una inyeccion natural de los nimeros naturales en los enteros:
NcZ, n—(n0)
en el que hemos ampliado igualmente las operaciones de suma, producto y orden total:

Suma:
IxZ —>2Z

(a,b)—a+b
Con el que (Z,+) es un grupo abeliano.

Producto:
IxZ—>7Z

(a,b)—~a-b

Cumpliendo las propiedades asociativa, conmutativa y siendo el 1 elemento neutro.

La sumay el producto se relacionan mediante la propiedad distributiva:
a-(b+c)=a-b+a-c

El conjunto de numeros enteros esta totalmente ordenado:
Paratodo nnmeIN, n<mo m<n

Y se cumple el "Principio de la buena ordenacion™: Todo subconjunto de Z acotado
inferiormente tiene minimo.

16.10.2 Proposicién.
Todo subconjunto no vacio de Z acotado superiormente tiene maximo.

Demostracion. Sea S—Z, S#. Si S esta acotado superiormente, —S = {~ x| x e S}

estara acotado inferiormente y por lo tanto, aplicando el Principio de la buena
ordenacion, tendra un minimo m. El elemento —m sera el maximo de S.



16.11 Los numeros racionales

16.11.1 Definicion. El conjunto de fracciones.
Consideremos el conjunto de pares ordenados (m,n)eZxZ".

Estos elementos se denominan fracciones y se suelen escribir de la forma habitual

. m
“numerador-barra-denominador”: (m,n) =—
n

En el conjunto de fracciones definimos la relacién ~: (a,b) ~(c,d)<>a-d=b-c

Esta relacion formaliza la idea de dos fracciones “iguales”. —=—<«>a-d=Db-c

oo

a
b
La relacion ~ define una relacion de equivalencia en el conjunto de fracciones.

Definimos el conjunto de nimeros racionales como el conjunto de clases de
equivalencia determinadas por la relacion anterior:

Q=(zxz* )~
En Q definimos dos operaciones:
Suma de nimeros racionales:
a ¢ a-d+b-c
_—t =
b d b-d
Producto de nimeros racionales.
ac_ac
bd b-d

Observamos que hemos definido estas dos operaciones sobre fracciones, pero es facil
demostrar que estan bien construidas, es decir, que el resultado no depende del
representante que tomemos. Con estas dos operaciones, (Q,+,-) tiene estructura de

cuerpo.

16.11.2 Definicion. Ordenacién de nimeros racionales.
Definimos un orden en el conjunto de los nimeros racionales de la siguiente manera:

Es£<:>a-d <b-c
b d

El conjunto Q dotado de este orden es un conjunto totalmente ordenado, en el que se
cumplen, ademas, las siguientes propiedades:

- Compatibilidad del orden con la suma:
Si X<y entonces, paratodo zeQ, X+z<y+z

- Compatibilidad del orden con el producto por elementos positivos:
Si x<ye z>0entonces x-z<y-z



16.11.3 Definicion. Inmersién candnica de Z en Q.
Podemos considerar el conjunto de numeros enteros como un subconjunto de los
nameros racionales mediante la siguiente inmersion, llamada “inmersién canénica”:

i:Z—->Q
: n
nHl(n):[ﬂ

Esta funcion esta bien definida y es inyectiva: H} = {?} &nl=m-lesn=m

No es suprayectiva, por ejemplo si [ﬂ =i(m) = {?} =1-1=2m imposible.

Ademas, esta inmersién mantiene el orden, es compatible con las operaciones y envia el
OalOyellall,luego podemos considerar Z como el subconjunto de Q de los nimeros

. - : . : m
racionales que se pueden escribir mediante fracciones con denominador 1: m= 1 eQ

16.11.4 Proposicién.

Sia,b,cydnosoncero,E<£<:>9>9
b d a c

Demostracion. E<£<:>ad <cb<:>9<9
b d cC a

16.11.5 Proposicion.
a) Paratodo r e Q existirdun neIN tal que n>r (es decir, el conjunto de nimeros

racionales es arquimediano).
b) Para todo r,seQ existirAun neIN talque n-s>r.

. _ 1
c) Paratodo r € Q positivo existiraun neIN tal que O<=<r.
n

d) Para todo r € Q positivo existiraun ne IN tal que n—1<r<n.

Demostracion.

a) Si a<0 basta tomar n=1. Supongamos que a>0, luego r :% con a,b>0.
Luego existiraun ne IN tal que n-b>a, y por lo tanto n-b>a-1, es decir, %>%.

: - . na_ c .
b) El razonamiento es similar, la desigualdad o > q se convierte en
n(ad) >bc en IN, que siempre tiene solucion en n.

1 : o
c) Basta tomar r'==>0 y aplicar el apartado a. Existiraun n< IN tal que
r

0<1<n:0<1<r por 16.11.4.
r n
d)



16.11.6 Proposicion. El conjunto de numeros racionales es incompleto.
En Q no existe solucion a la ecuacion x* =2.

Demostracion.
a) El cuadrado de un numero par es par.
Si n es par entonces se puede escribir como n=2m para cierto nimero natural m.

Luego n* =(2m)* =4m?* =2(2m?) es par.

b) El cuadrado de un nimero impar es impar.
Si n es impar se puede escribir como n=2m+1 para cierto numero natural n. Luego

N’ =(2m+1)* =4m* +2m+1=2(2m* + m) +1 es impar.

c) Si el cuadrado de un numero es par, entonces ese NUMero es par.

Supongamos que n* es par. Si n fuera impar, entonces por el lema anterior, n* seria
impar, llegando a contradiccion. Luego n tiene que ser par.

d) En Q no existe solucion a la ecuacion x> =2.
m m\’
Supongamos que existe una fraccion simplificada — tal que (—j =2
n n

para ciertos naturales my n.
2 2

m m
Entonces 2 = [—j =—5 = m?=2n° =m?es par.

n n
Por el apartado anterior deducimos que m es par, y por tanto podemos escribir m=2p
para cierto nimero natural p. Pero entonces:
2n’ =m? =(2p)’ =4p? =n*=2p* =n’es par y por lo tanto n es par.
Es decir, m y n son ambos pares, luego la fraccion m/n no es irreductible, llegando a
contradiccion.

16.11.7 Lema.

Siay b son positivos:

a) Si a<b entonces a* <b®
b) a* <b?, entonces a<b.

Demostracion.

a) a<b entonces a®* =a-a<b-a<b-b=Db’.
b) 7??2?

16.11.8 Teorema. Propiedad arquimediana.

Dados dos numeros racionales a >0 y b > 0, existira un nimero natural n tal que
na>b.

, r .
Demostracion. Supongamos que a = P y b =— para ciertos p, g, r y s naturales.
q S

Tomando n =2qr, esta claro que ngs =2grps>qr =>na>Db



16.12 Los numeros reales.

16.12.1 Definicion. Conjunto de los nimeros reales.
Definimos IR como la completacién de Q mediante cortes de Dedekind, tal y como se
desarroll6 en el apartado 16.4.

16.12.2 Definicion. La inmersion canénicade Qen IR.
Podemos considerar el conjunto de numeros racionales como un subconjunto de los
nameros reales mediante la inmersion canodnica definida en 16.4.5 y 16.4.10:

Q—IR
p—>A ={qeQlg<p}

16.12.3 Proposicion. Suma de nameros reales.

Cada numero real es un corte de Dedekind de Q, es decir, un subconjunto infinito de
nameros racionales, por lo que debemos ahora construir una suma y un producto
adecuada para estos elementos.

Dados dos cortes de Dedekind A,B € IR, definimos su suma A+ B de la siguiente
forma:
A+B={p+q|lpeA,qeB}cQ

La suma asi definida es un corte de Dedekind:

a) A+B=O: Se deduce directamente de A0y B=J.

b) Vxe A+B,VyeQ,y<x=yeA+B:

Si xe A+ B, entonces x=a+b con ac Ay beB.Sea yeQcon y<a+b.Entonces
y—b<ae A= y—be A por ser A un corte de Dedekind. Luego

y=y—-b+beA+B.

C) Vxe A+B,3dye A+B, x<Yy:

Si xe A+ B, entonces x=a+b con ac Ay beB. Luego, al no tener A y B maximo,
existiraun a'e A con a<a' yun b'eB con b<b'. Luego
X=a+b<a+b<a+b'e A+B.

d A+B=Q:



16.12.4 Proposicion.
Existeun a IR, a >0, tal que o® =2.

Demostracion.

Sea S={xelIR,x>0,X* <2/ IR,

1?=1<2,luego 1S yportanto S = .

Para cualquier x>2=x*>>2*=4>2,luegosi yeS, y*<2<x’* = y<x (14.6.5)
Luego S esta acotado superiormente y no esta vacio, luego por completitud de IR, S
tendra un supremo. Sea « = Sup(S) € IR. Vamos a ver que a® =2.

Supongamos que o’ <2.

Entonces 2—a” >0

También a >0 (????) luego 2a+1>0, y por tanto 1
o+

Luego (por ????) existirAun n e IN tal que

1 2-a 200 +1
0<=< =0<
n 2a-+1 n

<2-a?

2
Por otro lado, (Oﬁlj =a’ +2—0‘+i2:052 +1[2a+1j
n n n n n

Puesto que 0< 1 <1 entonces
n

+1<0¢2+2—052:2

o’ +%(2a+%}<a2 +%(2a+1)=a2 L2

2
Es decir [a +1j 2=« +1 €S, pero a<a +1 , luego a no puede ser el supremo
n n n

de S, llegando a contradiccion.

Supongamos que a” > 2. En este caso

2_
a?~2>0y 2a >0, luego 0< < 2.

2a

2_
SeaneINtanueO<i<a 2:>0<2—05<052—2
n 2a n
Luego
2 2
(a—EJ :az—z—a+i2<a2—(a2—2)+i2:2+i2>2:>(a—1j >2.
n n n n n n

Sea =« —% <a cumple B%>2,luego £ es cota superior de S (por 14.6.5),

contradiciendo nuevamente la hipotesis a = Sup(S).
La Unica posibilidad que queda aceptable es que o =2, tal y como queriamos ver.



17 Planos cartesianos.

En esta unidad estudiaremos, de forma progresiva, la relacion entre ciertas propiedades

aritméticas de K y ciertas propiedades geométricas de su plano cartesiano K? asociado.
La guia de lectura de esta unidad es el siguiente esquema:

K anillo de divisién R K? Plano incidental
\ 4 v
K cuerpo | K?Plano papiano
\ 4 v
K' cuerpo ordenado - K? Plano ordenado
K cuerpo K? Plano
ordenado » arquimediano

arquimediano

K cuerpo K? Plano no
ordenado no arquimediano
arquimediano

v

A\ 4 A\ 4

K cuerpo ordenado - K? Plano de Hilbert
pitagorico e
v v
K cuerpo ordenado - K? Plano de Hilbert
euclideo ”| cumpliendo CCy CR

A\ 4 \ \ 4
K cuerpo ordenado \
Completo-Dedekind

v




17.1 Plano cartesiano sobre un cuerpo.

17.1.1 Definicién. El plano cartesiano K?.

Recordemos (ver 16.5.8) que, dado un cuerpo K, al conjunto K? = K xK se le puede
dotar de forma natural de una estructura de espacio vectorial sobre K con las siguientes
dos operaciones:

Suma: V(a,a,),(b,b,) e K* = (a,8,) +(b,b,) = (& +b,a, +b,) e K?
Multiplicacion por escalares: V(a,,a,) € K>, Vie K = A(a,a,)=(1a,1a,) e K?

Llamaremos plano cartesiano K? sobre el cuerpo K al plano cuyos puntos son los
elementos (a,,a,) € K? =K xK . Dado un punto A=(a,,a,) de K2, diremos que los
ndmeros a;,a, € K son las coordenadas cartesianas de dicho punto.

17.1.2 Definicién. Rectas en un plano cartesiano.
Las rectas seran los conjuntos solucion de las ecuaciones de la forma
aX+ fy+y =0 paraciertos «, 5,y € K con («, ) # (0,0)

Diremos que dos rectas son iguales cuando lo sean como conjuntos, es decir, cuando
tengan los mismos puntos.

17.1.3 Proposicion. Recta que pasa por dos puntos.
Dados dos puntos distintos A=(a,;,a,) y B=(b,b,), la recta
(b, —a,)x+(a, —b)y+ab —ab, =0
contiene ambos puntos, y se cumple claramente la condicion (b, —a,,a, —b,) # (0,0).

Demostracién. Solo tenemos que sustituir por ambos puntos. En efecto,
(bz _az)a1 + (ai _bl)aZ + azbl - a1b2 = b2a1 —&,a +aa, _blaz + azbl - a1b2 =0

En donde estamos utilizando que el cuerpo de escalares K es conmutativo. Con el punto
B se comprueba de la misma manera.

17.1.4 Proposicion. Unicidad de la recta que pasa por dos puntos.
Dados dos puntos distintos A=(a,,a,) y B=(b,,b,), existe una unica recta que
contiene a ambos.

Demostracion. En la proposicion anterior vimos la existencia de dicha recta. Veamos
ahora su unicidad. Supongamos que A y B satisfacen dos ecuaciones de la forma

LiaX+pBy+y=0yr ax+py+y,=0
Por construccion,

o, +pa,+y =0
810 o B)ay (3, —by) B =0

A,Berl:{
ab +pBb, +y, =0

o,a,+p,a,+y,=0
SRt =(a,-b)a, +(a,-b,)3, =0

A,Ber2:>{
ab +B,b, +y,=0



Supongamos que a, #b, y a, #b, . Entonces:

(8 D)y + (3, ;) 4, = 0= (8, ~b)ay = (b, ~2,) , = o, = 222

&b
: b, —a, b, —a,
Si g, =0 entonces a, = B = 0=0= ¢, =0, lo que no es aceptable,
a—h & —
b,-a
luego B, =0y G _D%"%
' ﬂl al_bl

Por otro lado,

@b+ (3 by =0= ey = 2 = T = e

Tomando k = &, hemos llegado a a, =ke,, y esta claro que g, = &ﬁl =kp,.
1 1

Finalmente,
ab +pBb,+7,=0=y, =-ab - pb,
ab + B0, +y,=0=y, =-a,b — Bb, =—kab —kBb, =k(-a;b, — Bb,) =k y,

Asi pues, a, =key, B,=Kp,, Y 7, =Ky,, Y las dos ecuaciones son equivalentes.

Supongamos que a, =b, . Puesto que suponemos que A= B, esta claro que a, #b,,y
las ecuaciones iniciales quedan asi:

0, + (3, —b,)5, = 0= (3 ~B,) 5, =0=> £, =0
0a, +(a,-b,)p, =0=(a,—b,)3,=0=5,=0

Por definicion de recta, o;,c, 20, y las ecuaciones quedan

Liax+y,=0ox="yr axty,=0cx=_22

@ @,

En particular, sustituyendo en el punto A, a, = —n y a, = — 7 , luego
a

1 a,

“7 =272 yson la misma ecuacion.
o @,

Supongamos que a, =b, . Puesto que suponemos que A= B, estd claro que a, =b,,y
las ecuaciones iniciales quedan asi:

(a-b)oy,+04,=0=(a, —b)oy=0=c, =0
(&, —b)a, +08,=0=(a,-b)a, =0=>a, =0

Por definicion de recta, g, 3, # 0,y las ecuaciones quedan:

r13ﬂ1y+71=0:>y=_—7/1y r22ﬂ2y+]/2=O:>y:__7/2
b 5,
De nuevo, sustituyendo por el punto A, b, =—22 y b =72 Juego —22 =72 yas
b B, B P

dos ecuaciones son iguales.



17.1.5 Proposicion. Clasificacion de las rectas.
Las rectas de un plano cartesiano K? se clasifican en dos grupos disjuntos:
a) y=mx+n,con mneK. (Ilamadas "rectas con pendiente m")

b) x=k con keK. (Ilamadas "rectas verticales™)

Y los valores m,n,k € K determinan univocamente la recta.

En el primer caso, al valor m le llamaremos "pendiente de la recta”, y si m=0
diremos que se trata de una recta "horizontal”. En particular, el "eje de abscisas” y=0

es una recta horizontal.
En el segundo caso diremos que se trata de una recta "vertical". En particular, el "eje de
ordenadas™ x =0 es una recta vertical.

Demostracion. Dada una recta ax+ Sy +y =0, si =0 entonces a =0 y la ecuacion

se puede escribir como x = ek , €s decir, una recta vertical.

(04
Si, por el contrario, =0, entonces podemos escribir la ecuacion de la forma

4 — . . 4
y = ——X+—=, es decir, una recta con pendiente y = —-

17.1.6 Proposicion.
Todo plano cartesiano K? es un plano incidental.

Demostracion.
- Axioma I1. La existencia de una recta conteniendo dos puntos es la proposicion
17.1.3. Su unicidad se demostré en 17.1.4.

- Axioma I2. En todo cuerpo K hay al menos dos nimeros diferentes, el 0y el 1 (ver
16.5.4). Por lo tanto, si la recta es de la forma y =mx+n, entonces contiene los puntos

(0,n) y (L m+n), que son claramente distintos, pues 0=1.
Si la recta es de la forma x =k, contendrd los puntos (k,0) y (k,1), que son puntos
distintos.

- Axioma I3. Nuevamente tenemos en cuenta que en todo cuerpo K se cumple 0=1.

Los puntos A=(0,0), B=(1,0) y C=(0,1) son claramente diferentes y no son
colineales.

Efectivamente, ninguna recta vertical x =k puede contener a By C a la vez, pues
entonces 1= 0, y ni tampoco ninguna recta de la forma y =mx+n, pues entonces
0=m-0+n=n=0y 0=m-1+0=m=m=0, pero entonces 1=0-0+0=0,
absurdo.



17.1.7 Proposicion. )
Todo plano cartesiano K? cumple siempre el Postulado de la Unica Paralela, es decir,
todo plano cartesiano es un plano afin (ver 1.3.20).

Demostracion.
Sea A=(a,b) un punto del plano cartesiano y sea r una recta, tal que Agr.

Si la recta es vertical, es decir, x =k para cierto k e K, entonces A¢r =k =a, y por
tanto Aes donde s es la recta vertical x=a, y ambas rectas son claramente paralelas,

pues {X =k implicaria k =a, absurdo.

X=a

Si, por el contrario, se trata de una recta con pendiente m, es decir, de la forma
y=mx+n, Agr—=Db=ma+n, tomaremos la recta s de ecuacion y=mx+n' con
n=b-ma.

Claramente el punto A pertenece as: ma+b—ma=Db, y las rectas son paralelas, pues
{y =mx+n

,/=>Nn=n'=>n=b-ma=b=ma+n llegando a contradiccion.
y=mx+n



17.2 Plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado.

17.2.1 Definicién. Orden entre tres puntos.
En un plano cartesiano K sobre un cuerpo ordenado (K, P) definimos la siguiente
relacion de orden:

Dados tres puntos A=(a,,a,), B=(b,b,) y C=(c,,c,),
a, *b, *c, yestan alineados en una recta con pendiente m
A*B*C < j0bien
a, *b, *c, y estan alineados en una recta vertical

17.2.2 Proposicion.
Dados tres puntos A=(a,,a,), B=(b,,b,) y C=(c,,c,), se cumplira A*B*C siy
solo si existeun A eK, 0<A<1 tal que

b=4a,+(1-A)c; 1=12

Demostracion.
— Supongamos que A*B*C . Supongamos en primer lugar que estan alineados en una

recta no vertical y=mx-+n. Entonces a, <b, <c,. Sea A= G-b, :
Entonces l
Aa,+(1-A)c, =Lb1a1+(1—°1—_b1)c1=
C—& C,—a
— Cl_bl a, + bl_alcl — (Cl_bl)a1+(b1_a1)cl — (Cl_al)bl =b1
C,—& C,—& C—& C—&
Y también:

Aa, + (1-2)c, = A(ma, +n)+ (1 A)(me, +n)=

Ama, + m¢, + n—Amc, =m(Aa, + ¢, —Amc) +n=

=m(la, + (1-A)c))+n=mb, +n=h,

c, —h,

Se cumplira claramente b, = Aa, + (1-4)c,.

Aa, +(1—-A)c, =1a +(1—-A)a =a =b, puesto que a =b, =c,.

Si la recta es vertical, a, <b, <c,.Sea 1=

< Supongamos que b, = Aa, + (1—A)c, i=1,2 para cierto A€ K con 0<A<1.
b =48, +(1-A)c,=b =4a +c¢, —Ac,=b —¢ =A(a, €)= 1A= t;li_il

!
bz —C
a, —C,

Y de la misma forma A = , luego



b1_C1 bz_cz az _Cz
= = —C, )=b,—-¢c,=>mb —-m¢, +¢c, =b, =
_Cl a2 _CZ _Cl (bl 1) 2 2 bl Cl 2 2

mb, +n=Nh,

a, —C . —

Con m=—2—2 y n=—mgc, +¢,, es decir, el punto B pertenece a la recta AC (ver
a -G

17.1.3), es decir, los tres puntos estan alineados.

17.2.3 Proposicion.
Todo plano incidental cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado (K, P), dotado de la

relacion de orden anterior, es un plano ordenado, es decir, satisface los axiomas B1 a B4
definidosen 2.1.1y 2.1.4.

Demostracion.

Axioma B1. Trivial.

Axioma B2.

Sean A=(a,,a,), B=(b,b,) dos puntos diferentes.

Supongamos que a, #b,. Sea y =mx+n la ecuacion asociada a la recta AB . Podemos
suponer que a, <b, (en caso contrario el razonamiento seria similar).

& +b

Tomando los valores a, =a, -1, a, = S y a; =b +1, los puntos asociados
respectivos C, D y E cumpliran C*A*B, A*D*B,y A*B*E.
Nota: Aqui utilizamos que 1/2 € K puesto que K tiene caracteristica 0 (ver ????).

Si a, =b,, entonces la recta es vertical, se cumplira a, #b, y tomando los elementos
a,+b,

b,=a,-1, b, =
C*A*B, A*D*B,y A*B*E.

, Y b, =b, +1, obtendremos puntos C, D y E cumpliendo

Axioma B3.

17.2.4 Teorema. Continuidad en planos cartesianos sobre cuerpos ordenados.
Dado un plano cartesiano K? sobre un cuerpo ordenado (K,P),

a) El plano sera arquimediano (4.4.1) si y solo si el cuerpo K es arquimediano (16.7.1).
b) El plano cumplira el Axioma de Dedekind (4.2.5) si y solo si el cuerpo K cumple el
Axioma de Dedekind (16.7.3)

Demostracion.

Observacion: Hilbert dedico el capitulo 2 del Grundlagen a probar la independencia y
no contradiccién de su sistema axiomatico. En particular demostré la independencia del
Axioma de Arquimedes del resto, y para ello se valié de un modelo de geometria plana
no arquimediana, es decir, un modelo de plano en el que se satisfacen todos los axiomas
del Grundlagen pero no se cumple el Axioma de Arquimedes.

Ademas, Hilbert demuestra que en esta geometria no se cumple la Proposicion 1.38 de
Los Elementos de Euclides ("Dos triangulos o dos paralelogramos teniendo igual base e
igual altura tienen areas iguales"). Esto implica que la Proposicion 1.38 no se puede
demostrar sin el Axioma de Arquimedes.



17.3 Plano cartesiano sobre un cuerpo pitagorico.

17.3.1 Definicién. Distancia "al cuadrado' y congruencia de segmentos.
Dado un plano cartesiano K? sobre un cuerpo no necesariamente ordenado, definimos la

"distancia al cuadrado"" entre dos puntos A=(a,,a,) y B=(b,b,) de lasiguiente
manera:

J(A, B) = (bl _a1)2 +(b2 _a2)2 eK

Diremos que dos segmentos AB y CD son congruentes cuando sus extremos "estan a
la misma distancia":

AB =CD < d (A B)=d(C,D)

17.3.2 Proposicion.
La congruencia entre segmentos que acabamos de definir es una relacion de
equivalencia.

Demostracion.
Las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva se cumplen claramente puesto que se
trasladan a las propiedades homonimas en el cuerpo K.

Proposicion.
En un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado K, dado un punto P = (a,,a,),
unarecta y=mx+n a la que pertenece P, yunvalor d e K,

Si existe Vd y existe v1+m? , entonces existira un valor m' positivo para el cual el
punto Q=(b,,b,),con b,=a, +m' y b, =mb, +n cumplira d (P,Q)=d .

Qemostracién.
d(P1Q):(b1_a1)2+(b2—a2)2 :(bl—ai)2+(mbl+n—mai—n)2 =
(b,—a,)% +(mb, —ma,)? = (b, —a,)> + m?(b, —a,)? =

A+m?)(b,—a,)* =d = (b, ~a,)" =—° d

f— —_ =
1+m? b -3, 1+m?
d
=b =a, +
1 =& \'1+m?

El valor buscado es m'= ‘/ d 5 = Jd , que existira por hipdtesis.
1+m*  14+m?

Definicion. Distancia en un plano cartesiano sobre un cuerpo pitagorico.
Dado un plano cartesiano K, donde K es un cuerpo pitagérico, tiene sentido definir la
distancia entre dos puntos A=(a,,a,) y B=(b,b,) de la siguiente manera:

d(A B)=+d(AB) =/(0,—a,) +(b,-a,) €K



Puesto que en la proposicion 17.4.6 hemos garantizado la existencia de dicha raiz
cuadrada.

Proposicion.
Todo plano cartesiano K? sobre un cuerpo pitagdrico K cumple el axioma de
congruencia C2.

Demostracion.

Sea AB unsegmentoy CD una semirrecta. Sean A=(a,,a,), B=(b,b,), C=(c,.c,)
y D= (d1’ dz)-

Queremos demostrar que existe un Gnico punto E = (el,ez)e CD tal que AB=CD.

Vamos a suponer que la recta CD no es vertical. Entonces se podra escribir de la forma
y=mx+n, Yy la semirrecta CD seran aquellos puntos de la recta anterior para los que
X>C.

Sea d =d(A B)=+/(0,—a,) +(b,—a,)) = D=d>=d (A B).

Se cumplen las condiciones de la proposicion ????, por lo que existira un m' positivo
para el cual el punto E =(e,,e,)e CD con e, =C+m'ye,=me+n cumplira
d(C,E)=D, es decir, (e,—c, ] +(e,—c,/ =(b,—a,/ +(b, —a,)

Y por tanto
\/(el _01)2 +(62 _C2)2 = \/(bl _a1)2 +(b2 _a2)2

Es decir, d(C,E)=d(A,B), y por tanto AB=CD, tal y como queriamos ver.

Si la recta es vertical basta tomar el punto E =(c;,c, +d).

Proposicion.
Si un plano cartesiano K? sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia
C2, entonces K es pitagorico.

Demostracion.
Sea a e K. Tomamos los puntos A=(0,0) y B=(a,]), C=Ay D=(10).

d(A B)=,/(a—0)? +(1-0)? =+/a’ +1.
La semirrecta CD tendra por ecuacion y =0 y por tanto E = (e,0) paracierto ecP.
d(C,E)=/(e—0)?+(0—0)* =e? =|¢|=e

Luego existira un cierto e € P tal que e=+/a® +1, y por tanto el cuerpo K es pitagorico.

Corolario.
Un plano cartesiano K? sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia
C2 si y sélo si K es pitagérico.



Definicion. Angulos rectos, agudos y obtusos.
Sea a = ZABC un angulo, definido por las dos semirrectas AB y AC de Vvértice

comun A. Sea m la pendiente de AB y m' la pendiente de AC, si existen.
Diremos que « es recto cuando una de ellas sea horizontal y la otra vertical, o cuando,
en caso contrario, mm'=-1.

Diremos que un angulo es agudo cuando esté contenido en un angulo recto, y diremos
que un angulo es obtuso cuando un &ngulo recto esté contenido en él.

Definicion. Tangente de un angulo. Angulos congruentes.
Sea a = ZABC un angulo, definido por las dos semirrectas AB y AC de Vvértice

comun A. Sea m la pendiente de AB y m' la pendiente de AC , i existen.
Definimos la tangente del angulo « , y escribiremos tan«, como:

oo siel &ngulo es recto
m'—m .
——— siel angulo es agudo
1+mm
tana =
m'—m C
—|———| siel angulo es obtuso
1+mm
. o—m 1 m'—oo 1
Con las convenciones —=— y ——=—

l+coc-m m l+c-m" m'

Diremos que dos angulos son congruentes cuando tengan la misma tangente asociada.



17.4 Plano cartesiano sobre un cuerpo euclideo.

17.4.1 Proposicion.

Dado un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K, son equivalentes:

a) En el plano se cumple el Postulado de la Interseccion Circunferencia-Circunferencia.
(4.3.14)

b) En el plano se cumple el Postulado de la Interseccion Circunferencia-Recta (4.3.12)
¢) K es un cuerpo euclideo.

Demostracion.

a—=b se demostrd en general para cualquier plano de Hilbert en 4.3.17.

b—=a. Sea ae K positivo. Sean O=(0,0), A=(a,0) y A'=(a+1,0).
Consideremos la recta vertical que pasa por A, es decir, aquella que tiene asociada la
ecuacion x=a.

i - . . a+l . a+l
Consideremos también la circunferencia de centro C = (Toj y radio —
Claramente la recta tiene un punto en el interior de la circunferencia pues

0 oo [ [ st
2 2 | 2 |

Luego, por hipétesis, la circunferencia y la recta se cortaran al menos en un punto
P=(a, p,), paracierto p, e K.
Los puntos de la circunferencia estan caracterizados de la siguiente manera:

a+l a+1)’ »  |fa-1 ’ 2

T=d(P,C)=\/(a—Tj +p2 —\/(Tj +p2 f—

(a+1j ( j ipio p22Z(a+1]2_(a—lj2=(a+1)2—(a—1)2 _
2 2 4

a +2a+1- —2a+1) da
4 4
Luego el elemento p, € K es una raiz cuadrada de a.
. ~.gP
o ) 1 2 B 3 2»A 5A

17.4.2 Corolario.

En un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K el Postulado de la Interseccién
Circunferencia-Circunferencia (4.3.14) y el Postulado de la Interseccion Circunferencia-
Recta (4.3.12) son equivalentes.

Demostracion.
Se deduce directamente de la proposicion anterior.



17.5 Plano cartesiano sobre un anillo de division.

Estamos desarrollando los planos cartesianos sobre cuerpos, pero una lectura atenta de
los argumentos utilizados en 17.1 nos permite ver que no todas las propiedades de los
cuerpos son necesarias para dotar a K2 de estructura de plano incidental: No hemos
tenido la necesidad en ningin momento de utilizar la conmutatividad del producto de
elementos de K. Asi pues, es perfectamente factible construir un plano incidental
analitico sobre un cuerpo sin exigir la conmutatividad del producto, es decir, sobre un
anillo de divisién. Y encontraremos una relacion sorprendente: La conmutatividad de K
esta directamente relacionada con la verificacion en dicho plano del Postulado de
Pappus (12.3.1).

17.5.1 Proposicion.
Se puede definir el plano cartesiano K2 sobre un anillo de divisién K tal y como
hicimos en el apartado 17.1, y cumplira todos los axiomas de plano incidental.

17.5.2 Teorema. En el plano cartesiano real se cumple el Postulado de Pappus.

En el plano IR? sean A, B, C puntos distintos sobre una recta r y A’,B’,C’ puntos
distintos sobre otra recta s.

Demostracion.
Entre los puntos A, B y C al menos dos de ellos no seran el punto O de interseccion de
las dos rectas. Supongamos que son Ay B.
De la misma forma, entre A’, B’ y C” al menos dos no serdn el punto O. Supongamos
que son A’ y B’.
Tomamos la referencia {A, B, A'; B'}. Entonces A=(1,0,0), B=(0,10), A=(0,0,]) y
B'=(111).
CeAB:z=0=C=(a,b,0) Pero C# A= Db =0 luego dividiendo por b nos queda
C=(al0).
C'e AB:x=y=C'=(c,c,d) Pero C'# A'=c =0 luego dividiendo por ¢ nos queda
C'=(11d).
ABy=1z

x 00
AB:0=ly 0 1l<x=0

z 10

— X = ABNA'B = (0,11)



x 1 1
AC:0=ly 0 1ll<z=dy

z 0 d

=Y =AC'nAC=(ald)

x 0 a
AC: 0=y 0 1l x=ay

z 10

X a —a(y-z)+(x-2)=0

—ay+az+x-z=0
CB 0=y 1 1l
0 (@a-1)z+x y
z — = _
a :Z:CB'mC'Bz(l,w,d]

x 1 0 a
C'B:0=ly 1 loz=dx

z d O

Veamos que su determinante es cero, independientemente de ay d:

0 a 1

a 1
1 1 ((@-1)d+1)/aj=— + =
1 d q d d |1 ((a-Dd+1)/a

— _(ad —d)+(aw—1]:d —ad +(a-1)d+1-1=
a

=d-ad+ad-d+1-1=0

Luego los tres puntos estan alineados.

17.5.3 Teorema. Planos proyectivos analiticos papianos.
El Postulado de Pappus proyectivo (12.3.1) no se cumple en todo plano proyectivo

analitico K2 sobre un anillo de divisién K arbitrario.

En general, en un plano analitico K? se cumplira el Postulado de Pappus proyectivo (y
en cuyo caso diremos que el plano es "papiano™) si y sélo si K es un anillo de division
conmutativo, es decir, un cuerpo.

Demostracion.



17.6 EIl cuerpo de segmentos de un plano axiomatico afin.

17.6.1 Definicion. Plano afin.
Un plano afin es un plano de Hilbert en el que se cumple, ademas, el Postulado de la
Unica paralela.

En el apartado 3.2 definimos una suma de segmentos que es compatible con la
congruencia. En este apartado vamos a afiadir la definicion de una multiplicacion de
segmentos igualmente compatible con la congruencia, pero para la que vamos a
necesitar suponer el Postulado de la Unica paralela y tres teoremas que se deducen de
éste:

- Reciproco del Teorema de los &ngulos alternos (6.3.6).

- Todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c).

- Postulado de Pappus (12.3.2).

17.6.2 Definicién. Multiplicacion de segmentos.
En un plano afin en el que hemos fijado un segmento al que Ilamaremos "segmento

unidad" y que denotaremos por 1, podemos definir una multiplicacién de dos
segmentos a y b como el segmento a-b definido de la siguiente forma:

Sea « un angulo recto (su existencia qued6 demostrada en 3.5.6).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que « = ZABC con AB =1y AC =b.
Sea D el Unico punto de AB tal que AD=za. Supongamos que D # B.

Sea r la Unica recta paralela a BC que pasa por D.

Sea E su punto de corte con AC (BTf es la Unica recta paralela a r que pasa por C, y
BC = E, luego AC no puede ser paralelaar)

Finalmente, definimos a-b = AE .

E

ab

Si D=B entonces a=1 y definimos a-b=b, es decir, que 1-b=b por definicion.



17.6.3 Proposicion.
La multiplicacién de segmentos definida en 17.6.2 cumple las siguientes propiedades:

a) Es compatible con la relacion de equivalencia de la congruencia de segmentos:

aza'
=a-b=a'b
b=b'

Este resultado justifica el poder definir una multiplicacion en el conjunto de clases de
equivalencia de los segmentos congruentes: [a]-[b]=[a-b]

b)l1-b=bya-l=a.

c) Propiedad conmutativa: a-b=b-a.

d) Propiedad distributiva: a-(b+c)=a-b+a-c.

e) Propiedad asociativa: a-(b-c) =(ab)-c.

f) Para todo a existe un b tal que a-b =1,

Demostracion.
a) Construimos el producto a-b mediante un triangulo rectangulo y puntos A, B, C, D

yE,enelque a-b= Ey construimos el producto a“b' mediante otro triangulo
rectangulo y puntos A', B, C', D'y E', en el que a“b'= A'E'

Los triangulos rectangulos AABC y AA'B'C' son congruentes por SAS ya que
AB=z=1= A'B' y AC=bz=b=AC. Luego ZABC = Z/A'B'C'.

Por otro lado B'C'//D'E’ por construccion, luego LE'D'A'= ZC'B'A', y por el mismo
razonamiento, de BC // DE se deduce ~EDA= ~/CBA. Aqui estamos utilizando el

Postulado "Reciproco del Teorema de los angulos alternos”, que en 6.3.6 se demostrara
que es una consecuencia directa del Postulado de la Unica paralela.

De todo esto llegamos a L/E'D'A'= /C'B'A'= /CBA= /EDA—= /E'D'A'= Z/EDA,y
por lo tanto, por el criterio ASA (3.8.2), deducimos que AADE = AA'D'E’, y por tanto

a-b=AE=AE'=a‘b'.

b) 1-b=b es por definicién. Veamos ahora a-1=a.
Construimos la figura asociada al producto a-1. El triangulo AABC es isosceles en A,

luego ZABC = ZACB por 3.1.9. Puesto que DE// BC , tendremos que
/ADE = Z/ABC y ZAED = /ACB, de lo que deducimos que LADE = ZAED Yy por lo

tanto, por 3.8.3, a= AD =~ AE =a-1




¢) Construimos el esquema ABCDE para el producto a-b y superponemos el esquema
ABC'D'E' para el producto b-a. Queremos demostrar que E = E'.

Por construccion se cumple BC/DE y BC'//D'E".

Trazamos la (Unica) recta paralela a BC que pasa por E'. Sea P su punto de corte con

AB.
a'b=E1
b-a=E"{ \

Se cumple BC'//D'E' y BC// PE'" luego podemos aplicar el Postulado de Pappus para
deducir que D'C// PC', y por tanto ZAPC'=z Z/AD'C y ZAC'P'= ZACD'

Pero AD'=b = AC, luego AAD'C es isdsceles en A, y por tanto ZAD'C = ZACD".
Luego ZAPC'= Z/AD'C = Z/ACD'= Z/AC'P'= LZAPC'= ZAC'P', es decir, el tridngulo
AAPC' es isosceles en A, y en consecuencia AP = AC'= a. Pero a= AD, y por tanto
P=D.

Finalmente, puesto que E'P// BC se deduce que E'D// BC, pero por construccién
también BC // DE, tenemos dos rectas paralelas a BC que pasan por un mismo punto D,
aplicando el Postulado de la Unica paralela se llegaa DE = DE', E y E' son los puntos
de corte de la recta con AC, y puesto que dos rectas diferentes sélo se pueden cortar en
un Unico punto, E = E', tal y como queriamos ver.

d) Vamos a demostrar que (b + c)- a=Db-a+c-a siguiendo el razonamiento de Hilbert

en el Grunder (péagina 32), de donde se deduce a- (b + c): a-b+a-c aplicando la
propiedad conmutativa que acabamos de demostrar.

Construimos (b+c)-a, b-a y c-a en un mismo diagrama. Trazamos la perpendicular
por c a la base del triangulo rectangulo. Claramente el triangulo sombreado de la
derecha tiene base b, y comparte los mismos angulos que el triangulo sombreado de la
izquierda, por lo tanto, por el criterio ASA, son congruentes. Asi pues, la altura del
triangulo de la derecha es b-a. Ahora bien, nos aparece en la parte superior un
paralelogramo:



(b+c)-a (b*c)a

ca

(12

Y puesto que todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c),
llegamos a la igualdad deseada: (b+c)-a=b-a+c-a.

e) En el tridngulo rectangulo fijamos p ~1 y determinamos los puntos d =c-b y
e=a-d=a-(c-b).
Por otro lado, determinamos el punto f =a-b.

a(c'b)=e

ab=f

c-b=d

o P c a

Los puntos d, f, e por un lado y los puntos p, ¢ y a por otro satisfacen las condiciones
del Postulado de Pappus, luego los segmentos p f y ce son paralelos, es decir,

a-(cb)=e=c-(@@b)
Aplicando la propiedad conmutativa ya demostrada anteriormente se llega a
a-(bc)=(ab)c

f) En el tridngulo rectdngulo con angulo recto en A, sea AP = AP'=1. Para un
segmento a determinado, trazamos la recta aP' y su paralela por P. Sea b su punto de
corte con AP'.

A . P

Claramente ab = AP'=1, puesto que la paralelaa bP por a corta Ab en P'.

Fuente: Johan Alm "From Geometry To Number"



17.7 Paralelismo en espacios vectoriales.

17.7.1 Definicidn. Vectores paralelos. Segmentos paralelos.
Diremos que dos vectores U,V de un espacio vectorial V son paralelos, y escribiremos

u//v, cuando sean proporcionales, esto es, cuando exista un escalar A =0 tal que
U=AvV.

17.7.2 Teorema. Teorema BPT vectorial.
Sean &,b,c,d cuatro vectores de un espacio vectorial. Si a//b y ¢//d,perob y d no
son paralelos, entonces

c-and-6={" "2
d=ic

d para un mismo escalar 4

De lo que se deduce directamente que
d—b =A(c—4), es decir, los tres lados
son proporcionales

La interpretacion geométrica equivale al "Basic Proportionality Theorem" (BPT): Una
recta paralela a un lado de un triangulo corta los otros dos lados en segmentos
proporcionales.

Demostracion. a//lb < a=ab y ¢//d <¢=2d, luego
c-dlld-b=>c-a=y(d-b)=pd-ab=yd—yb=
pd—yd=ab—yb=(f-y)d=(a-)b

Puesto que, por hipétesis, b y d no son paralelos, se llega a

ﬂ—7=&3ﬁ=7}3a:ﬂ

a-y=0=a=y

Ejercicio propuesto: 6.11



17.7.3 Teorema. Teorema de Pappus vectorial.
Supongamos que a//b /€y d//&// f tal y como se indica en el siguiente esquema.
Entonces:

¢

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior dos veces:
.~ [b=aa - - c=pb
e—alT-6=1""%% G-dnc-e={""""
€=,4d

f=q@
Y por tanto: 3(d —d) =aBd —aBfa=apfd — fad=aE—-pb=f —-c=d-al f ¢

Observacion: En esta demostracion hemos utilizado la propiedad conmutativa del
cuerpo de escalares. En 17.5 vimos que esta propiedad es necesaria para que se cumpla
el Teorema de Pappus.



17.8 Producto escalar. Espacios vectoriales euclideos.

17.8.1 Definicién. Producto escalar. Espacio vectorial euclideo.
Dado un espacio vectorial real V, un producto escalar en V es cualquier funcién
$:V xV > IR

(a,b) > ¢(a,b)=aeb
que cumpla las siguientes condiciones:

a) Bilineal, esto es, lineal en ambas variables.
#(a+b,c)=¢(a,c)+¢(b,c) , ¢#(1ab)=14¢(ab)
#(a,b+c)=g(a,b)+¢(a,c) , ¢(a,Ab)=A~1¢(a,b)

b) Simétrica:
#(a,b) =¢(b,a) va,b eV

c) Definida positiva:
¢(a,a)>0 VaeV
¢(a,a)=0<=a=0

Diremos que dos vectores a,b eV son perpendiculares cuando ¢(a,b)=0.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial dotado de un producto escalar.

17.8.2 Proposicion. La desigualdad Cauchy-Schwarz.
Dado un producto escalar aeb en un espacio vectorial real V,

(aeb)*<(aea)beb) VabeV

Demostracion. Si b =0 la propiedad se cumple trivialmente. Supongamos que b= 0.

En este caso tiene sentido definir k = Z—'E, y entonces

0<(a-kb)e(a—kb)=ae(a-kb)-(kb)e(a-kb)=
—aea—aekb—kbea+kbekb=aea—k(aeb)—k(bea)+k’*(beb)=¢

=aed-— L] 2he =—aea-— a_.b ° (a.b)z ° _
=aea—2k(aeb)+k°(beb)=aea 2b0b(a b)+(bob)2(b b) =
_aea_p@eb) (aeb) . (aeb) . (aeb)

beb beb beb beb

— (aea)(beb)>(aeb)

Nota: Esta desigualdad nos permitira en 18.5.3 definir el angulo entre dos vectores.



17.8.3. Ejemplo. Un espacio vectorial euclideo con funciones.
El conjunto de las funciones continuas en el intervalo [0,1], dotado de la operacion suma
de funciones siguiente:

(f+9)(x) = T () +9(x)

Y la multiplicacion por escalares siguiente:
AH)X)=11(x)

Tiene estructura de espacio vectorial, en el que la funcion “cero™ f(x) =0 hace de
elemento cero. Este espacio vectorial se denota por C[0,1]

Dadas dos funciones f,g eC|[0,1], la formula

feg =_l[f(X)g(X)dXE IR

cumple las condiciones para ser un producto escalar en C[0,1]. En efecto,
1 1 1
(f,+f,)e g = [(f,+ £,)00909dx = [ £,()g(x)dx+ [ £,(x)()g(x)dx =
0 0 0
=fieg+f,eg
1 1 1
(7F)# 9 = [ (2H)(X)g(x)dx = [ 2f ()9 (x)dx = 2] f ()g(x)dx = A(f + )
0 0 0

1 1
fof :jf(x)f(x)dx:j f(x)2dx >0

0 0

1 1
fof =jf(x)f(x)dx=j f(x)2dx=0= f(x)=0

0 0
La desigualdad Cauchy-Schwarz (17.8.2) nos dice en nuestro caso que

1 2 1
(fog)<(fe f)(g-g)@[jf(x)g(x)dx] <[ f(0%dx [g(x)*dx
0 0 0
Ejemplo 1. Demostrar que las funciones f(x) = x—% y g(x) =1 son perpendiculares.
x2[

feg :Jl‘f(x)g(x)dx:j(x—%jldx:jx—% dx=7

0

Ejemplo 2. Calcular la distancia (ver 17.9.3 mas adelante) entre las funciones
f(X)=x+1y g(x)=x"+1

d(f,g)=+/(f —g)e(f —g) :\/j(x—xz)zdx :\/j‘xzjtx“—Zx3 dx =

1 1 1 I1
= —_t——— = —_—
3 5 2 30



17.9 Norma. Espacios vectoriales normados.

17.9.1 Definicion. Norma en un espacio vectorial real. Espacio vectorial normado.
Dado un espacio vectorial real V, una norma en V es una funcién

I]:V—IR

a >l

que cumpla las siguientes propiedades:

a) |a]=0<a=0

b) [|2.] =|[[]

c) |a+b|<|a]+[b]| ("Desigualdad triangular”)

Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial real en el que hemos definido
una norma.

17.9.2 Proposicion.
Si V es un espacio vectorial con un producto escalar aeb, entonces la funcién

I]:V—IR
ar>Jaea
Es unanormaen V.

Demostracion. La propiedad a se deduce directamente de la propiedad 18.8.1c. La
propiedad b se deduce de la bilinealidad del producto escalar, y la propiedad c se deduce
de la desigualdad Cauchy-Schwarz:
(a+b)e(a+b)=aea+aeb+bea+beb=aea+beb+2(aeh)

Saoa+b0b+2|a0b|£aoa+b0b+2(\/aoa\/b0b):(\/aoaJr\/bOb)2
Luego [a+b|=/(a+b)e(a+b) <vaea++beb =|a|+|o

17.9.3 Proposicion. Distancia inducida por una norma.
Dado un espacio vectorial normado V, definimos la distancia entre dos elementos de V
(ahora considerados "puntos™) por

d:VxV —>IR

d(AB)=|B-A|
Esta funcion cumple las tres condiciones de 5.1.5, es decir, es una métrica:

a) d(AB)>0y d(AB)=0< A=B
b) d(A B)=d(B, A)
¢) d(A,C) <d(A,B)+d(B,C)

Demostracion.
a) Es la condicion 17.7.3a

b) d(B,A) =|A~B|=[(-1)(B~ Al =|(-1)|B~ A =[B-A|=d(AB)

¢) Es una interpretacion de la Desigualdad Triangular.



17.10 Determinantes. Hipervolimenes con signo.

17.10.1 Definicion. Forma lineal alternada.
Dado un espacio vectorial V de dimension n sobre un cuerpo K, una n-forma lineal
alternada es cualquier funcion

D:V xV x..xV > K

n

(Vy,Vy eV, ) DV, Vs e, V)

Que cumpla las siguientes condiciones:

a) Multilineal:
DV, Vy ey Vi + V' e, V) = DV, Vs e, Vi, V) + DOV VS, Vs V)
DV, Vy ey AV, s V) = AD(V, VY, Ve, V)

b) Alternada:

V=V, i # =DV, Vye0 Ve V) =0

17.10.2 Proposicion. Propiedades de las formas lineales alternadas.
a) D(vl,vz,...,vi,...,vj,...,vn)=—D(vl,vz,...,vj,...,vi,...,vn)

b) D(v,V,,...,0,...,v,) =0
c) Si v, _Z/lj ; » entonces D(V, V..., Viyeers V) = 0
j#i
d) D[vl,vz,...,vi +Zﬂjvj,...,vnj=0
j=i

Demostracion.

a)

0=D(V},Vyeees V; +Vj eV +Vj 0, V) =

I
=DV, Voo Vigeons Vi V00 Vo ) + DV, Vg sy VeV V4, V) =

= DV, Voo Vs Voo Vi ) + DV Vg o Vi Vs V)

+ DV, Voo Voo Vigeos Vi ) + DV, Vg ey Vs Vs V) =

=DV, Ve Vi Vireey Vo )+ DV Vo ey Vs Vi V)
b) D(V,,V,.,...,0,...,v.) = D(V,,V,,...,0-0,...,v,) =0- D(V,,V,,...,0,...,v,) =0

c)
D(V,,Vy o0y Vi ooy V, ) = D(vl,vz,...,ZAjvj,. V)= ZD( Ny ANV e V) =
j=i j=i
=2 4Dy VoY) = 34,0 =0
j#i j#i
Donde hemos aplicado reiteradamente el apartado b.
d) Basta aplicar el apartado anterior:

D(vl,vz,...,vi + AV, ,...,vnj =D(Vy,Vy e, Vi e, V) + D[vl,vz,...,z/ljvj ,...,vnj =

j# j#

=D(V,,Vy ., Vi ooy Vo )+ 0= D(V,, Y,y 1.,V oo, V)



17.10.3 Proposicion.
Una n-forma lineal alternada queda determinada por el valor D(g,,e,,...,€,) que toma

en una base cualquiera (g;,e,,...,e, ) de V.

Demostracion. Sea {g,,e,,...,€, } una base de V. Respecto de dicha base podemos

escribir v, = > A‘e, , luego
I<k<n

D(vl,vz,...,vn):D(za;ek, S Rep 20 = S AL ADle, vty )

1<k<n 1<k<n I<k<n ] I<h,...h,<n

De todos los sumandos, solo quedaran no nulos aquellos en cuyos subindices no hay
repeticiones, es decir, los que corresponden a las permutaciones de n elementos. Si
denotamos por S, todas las permutaciones de n elementos, llegamos finalmente a

D(V,,V,,...,V,) :Kzte(h)ﬂ{‘lﬂ*}...}tﬂ“jD(el,...,en)

heS,

Donde por ¢(h) =+1 denotamos el signo de la permutacion h .

17.10.4 Corolario.
Una n-forma lineal alternada no nula no se anula sobre un conjunto de vectores
linealmente independiente.

Demostracion. Sea D una n-forma lineal alternada y sean {u,u,,...,u, } n vectores

linealmente independientes. Supongamos D(u,....,u, )=0.
Puesto que forman una base, podemos aplicar la proposicion anterior, y para cualquier
conjunto {v,,v,,...,v, | de vectores,

D(V,,V,,...,V,) = {Zs(h)ﬂ?@%..ﬂﬂ“} D(ul,...,un)z{zcc:(h)/ﬁ‘llgz...ﬂﬂ“}o =0

hes,, hes,,

y por tanto D =0.

17.10.5 Proposicion. Determinante de un conjunto de n vectores.
Dado un espacio vectorial V de dimension n sobre un cuerpo K, definimos el

determinante de los vectores (v,,V,,...,v. ) en la base (e,,e,.,....e,) al escalar

det o) (Vy,Vy e, Vy) = D E(N) AR 23 A7

hesS,

donde v, = > ‘e, \y (h) =1 es el signo de la permutacion.
1<k<n

Y esta funcion es, en efecto, una n-forma lineal alternada. De hecho, acabamos de ver
que es la Unica n-forma lineal alternada que cumple
D(e,.e,,...€,)=1

Y que cualquier otra n-forma lineal alternada D que definamos en este espacio vectorial
sera proporcional a esta:
DV, V... V,) =det ) (V,,V,,....V,) D(ey.... €,



Demostracion. Es una demostracion puramente mecanica:

D(Vy, Vg ooy PV peres V) = {Zg(h)@ﬂgz...yﬂﬂz...l:"]D(ul,...,un):

hes,

=7(25(11)23222...&22...1:"}D(ul,...,un)=yD(vl,vz,...,vk,...,m

hesS,

Y de forma similar se demuestran las otras dos condiciones que cumplen las n-formas
lineales alternadas.

17.10.6 Proposicion.
Dado un espacio vectorial V de dimension n sobre un cuerpo K, para cualquier k e K,
existird una tnica n-forma lineal alternada tal que D(e,,...,e,)=k.

Por lo tanto, existiran tantas n-formas lineales alternadas como elementos de K.

17.10.7 Teorema.
Un conjunto de n vectores (v, V,,...,V, ) de un espacio vectorial V de dimension n sobre

un cuerpo K seran linealmente independientes si y solo si det (v, V,,...,V,,) =0
Para cualquier base (g,,e,,...,€,) que tomemos.

Demostracion. Por 17.9.2c toda n-forma lineal alternada se anula cuando se aplica a un
conjunto de vectores linealmente dependientes, y por 17.9.4 no se anula nunca sobre un
conjunto de vectores linealmente independientes. En particular, el determinante es una

n-forma lineal alternada por 17.9.5.

17.10.8 Definicion. Determinante de una matriz cuadrada.
Dada una matriz cuadrada

a .o A
A=| .. N
' ..o

Se define su determinante como

det A= e(h)atay..a)

heS,

Es decir, es el determinante asociado al espacio vectorial de las matrices columna de n
filas sobre el cuerpo K.

Esta definicion nos permite trasladar todas las propiedades de los determinantes al caso
particular de los determinantes sobre matrices. Ademas, se cumple otras propiedades,

como por ejemplo: det(A) =det(A'), det(A-B) =det(A)-det(B).

Nota histérica: El resultado det(A-B) =det(A)-det(B) fue demostrado por primera
vez en 1812 por los matematicos franceses Jacques Binet y Augustin-Louis Cauchy.






18 El plano cartesiano real IR,

En el tema anterior fueron introducidos los planos cartesianos K? sobre un cuerpo K, y
en Tema 16 fue definido y estudiado el cuerpo IR de los nUmeros reales. Ahora,

juntado ambos conceptos, definimos el plano cartesiano real: IR = IRx IR, que serd
nuestro objeto de estudio en el resto de este libro.

18.1 Las rectas en IR?. Incidencia en IR

18.1.1 Definicién. Las rectas como variedades lineales de dimension 1.
Definimos las rectas de IR? como sus variedades lineales de dimension 1, es decir,
aquellos puntos P que se pueden escribir como

P=A+(v)={A+Av, 1c IR}

Para cierto punto A< IR?, al que llamaremos "punto base" y para cierto vector
v € IR?, al que llamaremos vector director.

18.1.2 Proposicion Recta determinada por dos puntos.
Dados dos puntos diferentes A=(a,,a,) y B=(b,b,) de IR?, existe una lnica recta
que los contiene:

P=A+<E>

donde AB =B - A se llama "vector de desplazamiento”.

Demostracion. Ambos puntos perteneceran a la recta, bastatomar A=0y A=1,yes la
Unica recta que contiene a ambos, pues si

A=C+ Ay
B=C+4yv

Con A, # A, pues suponemos A= B. Pero entonces P e A+ <E> =C+ <v> , en efecto:

A,BeC+<v>:>{ = AB=B-A=C+Av-C-A4v=(4 -4V

Pec A+<E>:> P=A+AAB =C+Av+A(4 4,V =C+(4 + A4 — 4,V eC+{v)

PeC+<v>:>P:C+/1V:A—/%1v+/1v:A+(ﬂ—ﬂi)\/=A+i:i(ﬂi—ﬂfz)‘/=

_A+ATA EEA+<ATB>

Ejercicios propuestos: 6.4, 6.6.



18.1.3 Definicion. Recta como variedad afin.
Para cualquier par de puntos diferentes A=(a,,a,)y B=(b,b,) de IR?, llamaremos
combinacién afin de Ay B a todo punto P de IR? que se pueda escribir como

P = A+ B paraciertos g,y IR con u+y=1.

Llamaremos variedad afin determinada por A y B al conjunto de todas las
combinaciones afines de dichos dos puntos, es decir,

AB=(1-1)A+B, AeIR

O escrito en coordenadas:

— Xx=0-A4)a +1b .
P=(x,y)e AB< paracierto A € IR
y=(@1-4)b,+ Ab,

Tomando 4 =0y A =1 vemos claramente que los puntos A y B pertenecen a la
variedad afin: A,Be AB

A A le llamaremos razon simple de AP respecto de AB, Yy el denotaremos por
(Aamzég
AB

Ejemplos.

Sean A=(4,3) y B=(1913).
P Los puntos P=(1/5)A+(1-1/5)B =(16,11)
a y Q=(2/5A+(@1-2/5B=(139)
pertenecen a AB, Yy sus razones simples son:
A AP 4 AQ _3

a8 57 a5

Nota: Esta definicion es compatible con la definicion de razon simple que fue
introducida en 11.1.7



18.1.4 Proposicion.
Dados A, B,C € IR?, con A= B, son equivalentes:

a) C < AB, es decir, C=@0-A)A+ 1B, paracierto 1< IR.

b) C=A+A(B-A)=A+AV,

c) O=a(B—-A)+ B(C—A) paraciertos «, S < IR, con («, ) #(0,0).

d) aA+ B+ yC =0 paraciertos «, 5,y € IR, con (a,5,7)#(0,00) y a+ +y=0.

Demostraciéon. a) = b) C=(1-1)A+AB=A-1A+1B=A+A(B—A)
b)=c)C=A+A(B-A)=C-A=1(B-A)=-A4(B-A)+1(C-A)=0

c)=d)

0=a(B-A)+B(C-—A)=aB-cA+ C—-A=—(a+ [)A+aB+ [C,y claramente
(—(a+B),a, 8)=(0,0,0), pues en caso contrario a = =0
d=c)a+pf+y=0=a=—-F-y
aA+pB+yC=0=(-pF-y)A+pB+yC=0<= p(B-A)+y(C-A) =0

Y se cumple (f,r) = (0,0) pues en caso contrario también ¢ =—f—y =0,

contradiciendo la hipotesis.
c) = b) Supongamos que 0=a(B— A)+ S(C — A). Supongamos que S =0.

Entonces 0=%(B—A)+C—A:>c=A—%(B—A)=A+/1(B—A) con ﬂ=—%e IR.

Si =0 entonces 0=a(B—- A) = A=B puesto que « =0, pero este caso se ha
descartado porque suponemos A= B.
b)=a)C=A+A(B-A)=A+IB-JA=C=(1-1)A+B

18.1.5 Proposicién. Caracterizacion de las rectas de IR? con ecuaciones lineales.
Toda recta de IR? se puede caracterizar mediante una ecuacion lineal ax+ g8y +y =0

para ciertos «, 5,7 € IR con («, ) #(0,0).

Demostracion. Sean A=(a,,a,) y B=(b,b,) diferentes.
x=Q1-A)a+Ab =2 +(b-a)4
y=@1-A)a,+1b,=a,+(b,-a,)1

Puesto que suponemos que A y B son diferentes, no puede ocurrir que a, =b, y a, =b, .
Supongamos que a, #b, = b, —a, # 0, luego puedo aislar A:
x:a1+(b1—a1)/1:ﬁ:/1:> y:a2+zj_:f(x—a1)<:>

P=(x,y)eﬁ<:>{

(b, -a)y=(b-a)a,+(b,-a)(x-a) =
(b —a)y=(0-a)a,+ (b, -a,)x-al(b,-a) =
(@, —b)x+ (b —a)y=ba, -aa, -ba +a,a =ba, -ba <
(@, —b,)x+(b,-a)y+b,a —-ba, =0
a=a,-Db,
Que es una ecuacion de la forma ax+ fgy+y=0,con p=b —-a #0
y =ba —ba,



18.2 Segmentos y semirrectas. Orden en IRZ.

18.2.1 Definicidn. Semirrectas y segmentos determinados por dos puntos.
De la misma forma que en 18.1.1 definimos la recta AB , para cualquier par de puntos
diferentes A=(a,,a,) y B=(b,b,) de IR*:

AB=(1-1)A+1B AelR
Ahora vamos a definir la semirrecta y el segmento que determinan dos puntos:

Semirrecta AB:  AB=(1-A)A+AB Ae[0,+x)
Es decir, P e AB < 2+ ¢ [0,+0)
AB
Segmento AB : AB=(1-2)A+B Ae0]]
Es decir, P e AB < 2 ¢ [01]
AB

Claramente AB<c ABc— AB c AB.

18.2.3 Proposicidn. Division de segmentos.
Dados dos puntos diferentes A, B, queremos dividir el segmento AB mediante un
punto C manteniendo una proporcion p/q dada.

q
p < e AC_p_ ~_0A+pB
CB ¢ p+(Q

A

Demostracion.
AC_p_AC__p
CB g AB p+q
—C=As_P (B_A)z(p+Q)A+p(B—A)=pA+qA+pB—pA:qA+pB
P+q p+q pP+q P+q

fe—




18.2.4 Ejemplo. Punto medio de un segmento.
Si P=(x,y,) Y Q=(x,,Y,) , el punto medio M del segmento PQ tendra por
coordenadas:

M = P+Q:£P+EQ: X1+X2’y1+y2
2 2 2 2 2

18.2.5 Lema.
Dados tres nimeros reales a,b,c diferentes con b=(1— A)a+ Ac paracierto 1€ IR.

Entonces: 0<A<l<a<b<c obien c<b<a.

Demostracion.
=) Si a<c,entonces b=(1-A)a+Ac=a+A(c—a)
con >0y c—a>0,luego A(c—a) >0 yportanto b>a
Por otro lado, A <1=b=a+A(c—a)<a+c—-a=c=b<c
Con lo que llegamos a a<b<c.
Suponiendo c < a, llegariamos a ¢ <b <a con un razonamiento similar.
<) Supongamos que a<b<c. Entonces c—a >0,y por tanto:
a<(l-Ada+Ac<c=a<a+i(c-a)<c=>a-a<a+i(c—a)—-a<c-a=
0 </”L(c—a)<c—a
c-a <C¢c—-a c-a
tal y como queriamos ver.
Suponiendo ¢ <b < a, con un razonamiento similar llegamos al mismo resultado:
c<(l-l)a+Ac<a=c<a+A(c-a)<a=c-a<a+i(c-a)—-a<a-a=>
—>c-a<A(c-a)<0=0<-4A(c-a)<a-c=>0<A(a-Cc)<a-c=>
0 Ala-c) a-c
< <
a-c a-c a-c

=0<1<«1

=0<A(c-a)<c—a=>

=0<A<1

18.2.6 Definicién. Orden en IR?.
Dados tres puntos A, B,C e IR?, diremos que B esta entre Ay C, y escribiremos

A*B*C , cuando sean distintos y B € AC , es decir, cuando
B=(@0-A1)A+ AC paracierto 1 (0,1

18.2.7 Proposicion. El plano cartesiano real es un conjunto totalmente ordenado.
Dados dos puntos A=(a,,a,) y B=(b,b,), diremos que A esta a la izquierda de B, y

escribiremos A< B cuando a, <b, obien a =b, y a, <b,. Mediante esta relacion, los
puntos de IR? forman un conjunto totalmente ordenado (ver 16.3.1).

Demostracion. Es una relacion transitiva. En efecto, supongamos que A<B y B<C.
Si a, =Db, entonces a, <b,.Si b =c,, entonces b, <c,, luego a, =c, y a, <c,, y por
tanto A<C. Por el contrario, si b, <c, entonces a < c, y nuevamente llegamos a

A < C. El resto de casos y de condiciones se van demostrando con argumentos
similares.



18.2.8 Teorema.
Dados tres puntos A,B,C < IR? alineados, A*B*C < A<B~<C obien C<B<A

Demostracion.
— Supongamos que A*B*C, es decir, B € AC , es decir, existe un 1 e (0,1) para el
cual B=(1-1)A+AC.
Entonces se cumple
b,=(01-1)a + Ac,

{bzz @-A)a, + Ac,
Y podemos aplicar el lema 18.2.5:
Si a, =c,, entonces b, =a, =c, pero entonces a, #C, , puesto que A=C.
Luego a, <h, <c, obien ¢, <b, <a,, esdecir AxB<C 0 C<B=<A.
Si a, #c, entonces a, <b, <c, obien ¢, <b <a,, es decir, nuevamente A<B~<C o
C<B=<A.

< Por hipétesis, B e AC , luego existiraun A < IR tal que
b,=01-4)a +Ac,
{bzz @-A)a, + 1c,
Tenemos que demostrar que 0 < A <1. Supongamos que se cumple A<B<C.

Entonces, por el lema 18.2.5, 0< 4 <1, y llegamos al mismo resultado suponiendo
C<B=<A.

18.2.9 Teorema.
El plano IR? es un plano ordenado, es decir, cumple los axiomas B1, B2, B3 'y B4 del
Tema 2.

Demostracion.



18.3 Paralelismo en IR®.

18.3.1 Definicidn. Segmentos paralelos.

Dados cuatro puntos A,B,C,D de IR? diremos que los segmentos AB y CD son
paralelos, y escribiremos AB//CD cuando AB//CD, en el sentido dado en 17.7.1, es
decir, cuando B— A//D—C o, equivalentemente, B— A= /’t(f) - C) para cierto 4#0.

4
AB

B-A B

Q‘ oh
A




18.4 Argumento de un punto. Angulos orientados.

18.4.1 Definicién. Argumento de un punto.
Todo punto P =(x,y) del plano IR*, P = (0,0) tienen asociado un nimero real,

Ilamado argumento de P,
Arg(P) e (— T, 71]

Que es el angulo entre el eje OX y OP. Es positivo en el primer y segundo cuadrante
(y >0) y negativo en el tercer y cuarto cuadrante (y <0).

Podemos determinar este valor mediante la funcion arcotangente

arctan Z(—oo,oo)—)(i,z]
2 2

teniendo en cuenta el cuadrante en el que se encuentra el punto:

arctan(%j six>0

Arg(P) =<7+ arctan(lj six<0

X
7l2 six=0,y>0
—nl2 six=0,y<0

Claramente Arg(P)=0< P =(x,0) con x>0.
18.4.2 Definicion. Angulos orientados.

Diremos que ZABC es "positivo"
cuando para enviar la semirrecta BA a
BC tengamos que realizar una rotacion

en el sentido contrario al de las agujas
del reloj.

Diremos que ZABC es "negativo"
cuando la rotacion sea en el sentido de
A las agujas del reloj.

Representaremos los angulos orientados, es decir, angulos con caracter positivo o
negativo, afladiendo una pequefia flecha sobre el simbolo de 4ngulo: ZABC



Ejemplos.

C ZBAC es negativo
ZABC es positivo

ZACB es negativo

18.4.3 Definicion. Amplitud angular con signo.
Dado un angulo orientado ZABC , definimos su amplitud angular con signo ~ZABC
como

ZABC =(Arg(C - B)— Arg(A—B))e(~,z] (médulo 27)

Es decir, seré la amplitud angular del &ngulo, pero positiva si el angulo orientado es
positivo, y negativa si el angulo orientado es negativo.

Ejemplos.

Sean A=(1-2), B=(-14), C=(55) y D=(7.1)

Z/BDC =-42.9°
/BCD =107.1°
Z/ABD =51.0°

D Z/BAD = -81.87°

Z/BDA =47.12°




18.4.4 Teorema. Propiedades de los angulos orientados.

La utilizacién de angulos con signo facilita mucho la aplicacién de ciertos teoremas de
geometria euclidea puesto que ya no nos tenemos que preocupar de la posicion relativa
de los puntos.

Dados tres puntos A, B,C del plano,
a) ZABC =—~CBA

b) ZAPB + ~/BPC = Z/APC

Comparando esta propiedad con la propiedad Al de 5.2.2, vemos que ya no nos
tenemos que preocupar de garantizar que B esté en el interior de ZAPC .

c) ZABC = ZABD si ysolosi B, C y D estan alineados. En particular, ZABC =0 siy
solo si A, By C estan alineados.

d) ZABD = ZACD siysolosi A, B, Cy D son cociclicos.

Comparando esta propiedad con 10.5.4, vemos que ya no nos tenemos que preocupar de
distinguir si B y C son colaterales o no respecto de la recta AD como casos distintos.

e) ZABC = ZACD si y solo si CD es tangente a la circunferencia (ABC)

A

(comparar con 10.2.7)
f) ZABC + Z/BCA+ 2CAB =0
g) 2ZABC = ZAOC si A, B,C pertenecen a una circunferencia de centro O.

h) ZABC esigual a 1/2 de la medida del arco AC de la circunferencia de ABC.



18.5 Producto escalar. Norma. Distancia. Angulos.

18.5.1 Definicién. Producto escalar. Norma. Distancia. Longitud de segmentos.
Dados dos vectores de IR* a=(a,,a,) y b=(b,b,), definimos su producto escalar

como
aeb=ab +ab, IR

Siguiendo el desarrollo de 17.8.2, definimos la norma de un vector como la norma
deducida por este producto escalar:

|la| =Vaea =4a’ +aZ €[0,+)

Dados dos puntos A=(a,,a,) y B=(b,b,) de IR?, definimos la distancia entre Ay B
como

d(AB)=|B—A|=1/(b —a,)* + (b, —a,)* €[0,+x0)

Definimos la longitud del segmento AB como la distancia entre sus extremos:
[AB|=d(AB) =B~ A| = /(b —a) + (b, ~a,)" €[0+)

18.5.2 Proposicion. Propiedad fundamental del producto escalar.
Ja=bff =[aff +[bf" - 2@y

Demostracion.

||a—b||2 =(a—b)e(a—b)=ae(a—b)—be(a-bh)=

—aea-aeh-bea+beb=|a|’ ~2(aeb)+|p|

18.5.3 Definicion. Angulo orientado entre dos vectores.
La desigualdad Cauchy-Schwarz , que fue demostrada en 17.7.2 para cualquier producto
escalar:

(aeb)’<(aea)(beb) VabeV

Se puede reescribir como —vaea vbeb <aeb<.aea+beb

O equivalentemente —1< __asb <ls-1< asb <1
Jaea+beb lal| b
Definimos el &ngulo orientado & entre los vectores a y b mediante la formula:
aeh
)=——€e|-11
O g <

0 equivalentemente:

0= arccos(a—'bJ elo,z]

& o]

> 0si@esagudo
aeb =|a] |b|cos(#) =< < Osi O es obtuso
=0sidesrecto

Lo que nos lleva a la formula:



En donde estamos suponiendo la existencia de la funcion cos : IR — [-1,1] cuya gréfica
es la siguiente:

y de su inversa local arccos :[-11]—[0, 7]

i

Podemos justificar geométricamente el concepto de &ngulo entre dos vectores que
acabamos de definir observando el siguiente esquema:

5% S Db
a—b
£
1(4 2.‘[)13 ¥
—coS(B—a) = in(a)sin(g) = 2D by
cos(#) = cos(f — &) = cos(er) cos(f3) + sin(x)sin(f) ||a|| ||b||+||a|| ||b||
_ab+ab a-b
[alllo] [l bl

Donde hemos aplicado 9.3.1e.

También podemos justificar esta definicion mediante el Teorema del Coseno (9.1.4). En
efecto, ya vimos en 18.5.2 que

la—b =(a—b)e(a—b)=asa+beb—2(asb)=|a|" +|p| —2(asb)
Y, por otro lado, tenemos un triangulo de lados ||, [b| y [la —b] en el que podemos
aplicar el Teorema del Coseno:
Ja bl =[al” +[o]" ~2a] [blcos &
Restando ambas igualdades llegamos a la igualdad a e b =|al| |[o] cos(6) .



18.5.4 Definicidn. Perpendicularidad mediante producto escalar.
Sean dos vectores a=(a,,a,) y b=(b,b,). Sea & el angulo orientadode a a b.

alb<aeb=0
Demostracion. EI Teorema de Pitagoras (8.4.2 y 8.4.3) es una equivalencia, y nos

permite caracterizar la perpendicularidad de dos vectores mediante longitudes de
vectores, es decir, mediante normas:

-1

aLlbe[af +[bff =Ja-b|* < a’+a,+b’ +b, = (&, ~b)* +(a, ~b,)* =

a’+b’—2ab +a,°+b," -2ab, & 0=-2ab —2ah, <0=ab +ab,=aeb
Otro argumento justificativo seria considerar que dos &ngulos son perpendiculares
cuando forman un angulo de 90°, es decir /2 radianes:

albe Z(a,b)=7/2< 0=cos(x/2) = cos(ab)— <aeb=0

| || ||b||

Ejercicio propuesto: El ejercicio 6.10 propone demostrar, mediante vectores y
producto escalar, que en IR? las tres alturas de un triangulo concurren en un mismo
punto.

18.5.5 Corolario. Version vectorial del Teorema de Pitagoras.
Dados dos vectores a,b e IR?,

Ja—bl" =[a] + ol < a Lb

Demostracion. Basta aplicar la igualdad 18.4.2:
la—b|" =(a—b)e(a-b)=aea+beb—2(asb)=|a|" +|p| —2(asb)

18.5.6 Proposicion. Desigualdad triangular.
Dados tres puntos A, B,C, se cumple

}AC} < }AB} +}BC}

y la igualdad solo ocurre cuando C € AB .

Demostracion. Esta desigualdad ya fue demostrada en 17.8.3c.



18.5.7 Ejemplo.
Muchas de las igualdades con productos de longitudes con signo se pueden trasladar a

igualdades con el producto escalar de vectores. Por ejemplo, en 11.1.10 se demostrd
que, dados cuatro puntos alineados A,B,C,D, se cumple
AB-CD+BC-AD=AC-BD

independientemente del orden de dichos puntos, y trabajando con longitudes con signo.

Tenemos una igualdad semejante para el producto escalar: Dados cuatro puntos del

plano A B,C,D, se cumple ABeCD +BC e AD = AC « BD
Y la argumentacion es exactamente la misma, basta aplicar las propiedades "lineales"
del producto escalar y la suma vectorial:

_— — — —  — —— ——s  ——

_— — — —  ——s  ——

18.5.8 Ejemplo.
a) Dado un triangulo AABC , no necesariamente inscrito en la circunferencia unidad,

entre su baricentro G y su circuncentro O se cumple OG = %(CTAJF OB + CT)

b) El ortocentro de un triangulo AABC inscrito en la circunferencia unidad, es decir
HFA” = H@H = HFCH =1, con O =(0,0), cumple

OH =0A+0B+0C

Con lo que queda demostrado que el ortocentro
H , el baricentro G y el circuncentro O de un
triangulo estan alineados (en la llamada "Recta
de Euler" del triangulo), y se cumple

OG/OH =1/3.

Demostracion.
a) Si M es el punto medio del lado BC, BM = %@ y sabemos por 11.5.3b que

Ezgm,luego
2 (e 1
OGZOA+AG=OA+§A|V| =OA+§ AB+EBC =

~OA+2 7B + -BC = OA+ (0B - OA)+ - (6C - OB)-
3 3 3 3

_oA+20B_20A+loc_log-loasloBsioc
3 3 3 3 3 3 3



b) Nos vamos a basar en el siguiente lema:

Dados dos vectores U, V unitarios, esto es, ||| =|V|=1, G+V y G-V son

perpendiculares. En efecto:
(@+V)e(@—V)=Uel-UeV+Vel-VeV=|i-[V|]=1-1=0

La altura por el vértice B es perpendicular al lado AC, y por lo tanto su vector director
sera perpendicular a AC=C—-A=0C-0A . Aplicando el lema, podemos tomar como
vector director OC +OA, es decir, tendra por ecuacion

B+ Z(& + EA)

De la misma manera, la altura por el vértice A sera perpendicular al lado BC, y por
tanto, su vector director sera perpendiculara BC =C-B =0C-0B. Aplicando

nuevamente el lema anterior, podemos tomar como vector director OC +OB, es decir,
tendré por ecuacion

A+ ,u(& +(ﬁ)

Luego el ortocentro H cumplira el sistema
OH =OB+ /1(& + ﬁ)
OH =0A+ 4(0C + OB)

Para ciertos A, € IR.

Es evidente que dicho sistema se cumple para A = =1,y por tanto
OH =0A+0B+0C , tal y COMO queriamos ver.

18.5.9 Definicién. Segmentos perpendiculares.
Dados cuatro puntos A, B,C,D de IR? diremos que los segmentos AB y CD son

perpendiculares, y escribiremos AB L CD cuando AB L CD, en el sentido dado en
18.5.4, es decir, cuando (B—A)e(D-C)=0.




18.5.10 Definicion. Proyeccion de un vector en otro.
La idea intuitiva de coseno como "base entre hipotenusa” nos permite interpretarlo
como la proyeccion del &ngulo V sobre el vector

cos(f) =

T
|| || || |||| || IIUII

Proj ;v sera positivo si @ es agudo, cero si € es recto, y negativo si 6 es obtuso.




18.6 Area con signo. Producto mixto.

18.6.1 Definicién. Producto mixto de vectores.
El producto mixto de dos vectores de IR*> a=(a;,a,) y b=(b,b,), es su determinante
en la base canodnica:

& b

a, b

anb= =ab,—ab €IR

Nota: Las propiedades del determinante fueron estudiadas en 17.8.

18.6.2 Proposicion. Relacion entre el producto escalar y el producto mixto.
anbf +faebf’ =l |b]

Demostracion.

[anb’ =(ab, - a,b)* = (ab,)" + (0" - 2a1b2a2b1} _

laeb’ = (ab +ab,)? = (ah)? + (a,b,)* + 2ab,a,b,

=lanb +faeb| = (@b,)* +(@ah)* +(@h)’ + (@b,)* = (&" +a, )0’ +b,") = [ o]

18.6.3 Definicidn. Interpretacién geométrica del producto mixto.
La identidad que acabamos de obtener justifica la siguiente caracterizacion geométrica
del producto mixto:

anb=[alb|sing
Donde & es el &ngulo orientadode a a b.

Demostracion.
Aplicando la identidad 18.5.2 y 18.4.3,

fanbf +[asbf’ =[af"|bf" = [a nbf" =[af"|bf" [a «bf" =[a]"[o[" - [al"pf" cos*(0) =

—[a |p/*(L— cos?(6) ) =|al’ |of’ sin?(6)

18.6.4 Definicién. Poligonos y triangulos orientados.

Recordemos que en la definicion de poligono (2.8.1), los vértices aparecen ordenados,
es decir, no es lo mismo el poligono ABCD que el poligono ADCB.

Para denotar triangulos orientados, es decir, tridngulos con vértices ordenados,

afiadimos una pequefia flecha sobre el simbolo de triangulo: AABC .
Es decir, AABC = AACB, pero AABC = AACB.



18.6.5 Definicion. Area con signo de poligonos.
Dado un poligono PP,...P,, con P, =(x,,Y, ), definimos su area con signo al nimero

1
[Plpz---PnL ZE(X1y2 =XV XY = XY, e XY X Y H XY — len)

Si escribimos las coordenadas de los vértices en una matriz 2x (n+1):
(xl X, o X xlj
Yio Yo o Yo M1

La formula anterior se reduce a sumar todas las diagonales principales y restar todas las

diagonales contrarias:
W W

Definimos el &rea ( 0 "area sin signo™) del poligono como el valor absoluto de su area
con signo:

[RP...R]=[[RP.-R ]

Llamaremos orientacion del poligono al signo de su area orientada (positiva si los
vértices estan orientados en el sentido contrario de las agujas del reloj, y negativa si
estan orientados en el sentido de las agujas del reloj.

Ejemplo:
El area del cuadrilatero de vértices (3,4) , (5,11), (12,8), (9,5) y (5,6) sera
A=%|3~11+5~8+12-5+9-6+5~4—4-5—11-12—8~9—5-5—6-3| =6—20:30

¥

12
11
10

w

."II —_—
| se
P1/ 5 (9,5)

(3.4) P4

=MW B o~

| N R B B B B D R R R |
i
/ /

I I NN N N M N TN O T By
12 3 4 56 7 8 9101112

Observacion. Esta formula también se conoce como “férmula de la lazada”
(“Shoelace formula™), por la forma cruzada de asociar coordenadas:




18.6.6 Proposicion. Area con signo de triangulos orientados.

Dado un triangulo orientado AABC , aplicando la férmula general de 18.6.5, se define
su area con signo como

1 1 1
— 1 1
[AABC]:E(albz_blaZ+blc2_clb2"‘Claz_aicz):Eai b ¢
a, b, ¢
Restando la primera columna a la segunda y tercera:
1, " | ip-a o-al 1
AABC |== - a1 “a|_ 15 45
| ]231 b-a ¢-a 2b, —a, ¢, -a, 5 (AB A AC)

a, bz_az C,—q,

[BABC] seré positivo si ZBAC es positivo, es decir, si para ir de AB a AC debemos
hacer una rotacion en el sentido contrario al de las agujas del reloj, y sera negativo si

ZBAC es negativo, es decir, si para ir de AB a AC debemos hacer una rotacion en el
sentido de las agujas del reloj.

Problema propuesto: PZ/1.27.

Ejemplos.
Sean A=(21), B=(6,3), C=(4,6), D=(-53), E=(-12) y F=(1-2)

. AnBc -8
AACB|=-8
4 ABAC|=-8

s : . |AcaB]=s
. AcBA]=-8

A

BNNEEEREE |ADEF |= -7

| [ADFE]=7
F [AEFD|=—7

[AFED]=7
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Justificacion geométrica de la férmula del &rea de un triangulo.

Sean tres puntos del plano A=(a,,a,), B=(b,b,) y C=(c,c,), que vamos a suponer
colocados en la siguiente configuracion, y aplicamos la formula del area del trapecio:

h
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
i
H
1
+
'

[AABC]=[A'ACC']-[A'ABB']-[B'BCC]=
(Cl — ai)(cz + 8.2) _ (b1 - ai)(bz + az) _ (Cl — bl)(cz + bz) —
2 2 2
Z[AABC]: (c,—a)(c, +a,)— (b, —a)(b, +a,) - (c,—b)(c, +b,) =
=CC, +C&, —ac, —aa, - (blbz +ba, —ab, -aa, ) - (C1C2 +Cb, b, - blbz) =
=CC, +Ca, —ac, —aa, —hbb, —ba, +ab, +aa, —cc, —cb, +bc, +bb, =
=ca, -, —ba, +ab, —cb, +bc, =
=bc, —ac, -ba, + a12 - (Cle —Ca, —ah, + 6\12)2

e A

= Z(EAE)

Para cualquier otra configuracién, la férmula anterior daria igualmente el area de dicho
triangulo, cambiando Unicamente el signo.



19 Coordenadas baricéntricas.

“...Sin embargo, hay que advertir que si Dios existe, si verdaderamente ha creado la Tierra, la ha hecho, como es sabido, de acuerdo
con la geometria de Euclides, puesto que ha dado a la mente humana la nocién de las tres dimensiones, y nada mas que tres, del
espacio. Sin embargo, ha habido, y los hay todavia matematicos y filosofos... que dudan si todo el Universo o, para decirlo de
manera mas amplia, toda existencia, fue creada solo de acuerdo con los principios de Euclides, e incluso se atreven a sofiar que
dos rectas paralelas que, de acuerdo con Euclides nunca se pueden cortar en la Tierra, quizéas puedan hacerlo en el infinito. En vista
de que ni siquiera esto soy capaz de comprender, he decidido no intentar comprender a Dios. Confieso humildemente mi
incapacidad para resolver estas cuestiones. En esencia, mi mentalidad es la de Euclides: una mentalidad terrestre. ;Para qué intentar
resolver cosas que no son de este mundo? Te aconsejo que no te tortures el cerebro tratando de resolver estas cuestiones, y menos
aun el problema de la existencia de Dios. ;Existe 0 no existe? Estos puntos estan fuera del alcance de la inteligencia humana, que
solo tiene la nocion de las tres dimensiones....”

Los hermanos Karamazov, Fiodor Dostoyevski

El tercer volumen del libro Problemas de Geometria esta dedicado integramente a practicar las
coordenadas baricéntricas y su aplicacion en la resolucion de problemas. Es muy importante practicar
tanto como se pueda, "jugar con ellos" a medida que éstos se van introduciendo.

Bibliografia. En general para todo este capitulo y especialmente para los apartados 19.4, 19.5y 19.7:
"Coordenadas Baricéntricas" (Francisco J. Garcia Capitan). Para el apartado 19.4.3: "Geometria métrica y
proyectiva en el plano con coordenadas baricéntricas. Algunos tépicos"” de Angel Montesdeoca (Pag 2).

19.1 Coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas.

19.1.1 Proposicion. Coordenadas baricéntricas absolutas de un punto.
Sean tres puntos A, B,C < IR? no colineales. Todo punto P del plano tiene asociado una
Unica terna de escalares (x,Y,z) tal que

P=xA+yB+zC con x+y+z=1

0, equivalentemente en forma vectorial: OP = XOA+ yOB +zOC

Los escalares x,y,z se denominan coordenadas baricentricas absolutas del punto P
respecto del triangulo de referencia AABC , y se escribira P =(x,y,z).

Demostracion. Consideramos los puntos A, B,C € IR* < IR® mediante la inmersion

siguiente: A=(a,,a,)=(a,a,1), B=(,b,)=(b,b,)1) y C=(c,c,)=(c,cC,1).
Estos tres vectores son linealmente independientes. Efectivamente, si existe una
combinacion lineal

) (b)) (¢
aa, |[+bl b, |+c|c, |=0
1 1 1

entonces a+b-+c=0 yse cumplen las condiciones de la proposicion 18.1.4d, luego
serian puntos colineales, contradiciendo la hipotesis.
Por lo tanto, para P =(p,, p,) =(p,, pP,.1), existiran x,y,z € IR Unicos tales que

ch by C) (P
Xla, |[+Yy|b, [+2]C, |=| P,
1 1 1 1
y estos numeros cumplen las condiciones exigidas.
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19.1.2 Notacién. Coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas.
Si P=(Xx,y,2) son las coordenadas baricéntricas absolutas de un punto P, llamaremos

coordenadas baricéntricas homogéneas de P a cualquier terna de la forma
(Ax,Ay,42) con 1 =0

Para evitar confusiones, las coordenadas baricentricas absolutas se separan con "comas™
y las coordenadas baricéntricas homogéneas se separan con "dos puntos"
Coordenadas baricéntricas absolutas: P =(X,y,z) con x+y+z=1

Coordenadas baricéntricas homogéneas: P=(x:y:z) con x+y+z=0

Dado un punto P en coordenadas baricéntricas homogéneas P =(x:y:z), podemos
"rescatar" sus coordenadas baricéntricas absolutas mediante la formula:

P=(x:y:z)—>P=( X : y : . j
X+Y+Z X+Y+Z X+Yy+2

Dos puntos seran iguales si y solo si sus coordenadas baricéntricas homogéneas
asociadas son proporcionales:

P=(x:V,:2) |
Q=(x,:Y,:2,) =>P=Q(x:y,:2)=4(x:Y,:2,) paracierto 2+

Nota histdrica. Las coordenadas homogéneas se pueden considerar como una extension
de las coordenadas baricéntricas, que fueron introducidas por August Ferdinand
Mobius (1790-1868) en su tratado "Barizentrische Calcul” del 1827. Las coordenadas
homogéneas aparecen por primera vez en 1830 en el articulo “Ueber ein neues
Coordinatensystem” de Julius Plucker.

19.1.3 Definicion. Puntos propios y puntos impropios. El plano proyectivo real.
Llamaremos puntos propios a las ternas P=(x:y:z) talesque x+y+z =0.
Acabamos de ver en 19.1.1 que estas ternas se asocian de forma univoca a puntos del
plano IR?.

Por el contrario, las ternas P =(x:y:z) con x+Yy+z =0 no pueden estar asociadas a

ningln punto de IR?, y se llamaran puntos impropios.

Llamaremos plano proyectivo real IP? al conjunto de todos los puntos propios e
impropios, es decir, el conjunto de todas las ternas (x:y: z) bajo la relacién de
equivalencia

x:y:2)=(xX"y:2")Y= (x,y,2) =k(X,vy",2")

Més adelante veremos que el conjunto de puntos impropios determina una recta en el
plano proyectivo real, llamada recta del infinito, cuya ecuacion es:

X+y+z=0

Y veremos en el apartado 19.6 que en el plano proyectivo no existe el paralelismo en el
sentido tradicional de 1.3.19, puesto que dos rectas diferentes siempre se cortan en un
punto. Diremos que dos rectas son paralelas cuando se corten en el infinito, es decir,
cuando su punto de corte pertenezca a la recta del infinito.



19.1.4 Proposicion. Interpretacion geométrica de las coordenadas baricéntricas.
A Si P=(x,y,2) entonces
|APBC |

X == =
[AABC]

y [AAPC]
B [AABC]

L [AABP
~ [aABC]

[I—

—

c
En donde en todo momento estamos trabajando con areas con signo.

Demostracién. Sea P =(x,y,z), es decir, P=xA+yB+zC con x+y+z=1.
Luego

OzﬁzP—P:xA+yB+zC—(x+y+z)P:x(A—P)+y(B—P)+z(C—P):
:xﬁ+y@+z%:(1—y—z)ﬁ+y@+zﬁ=

=PA—yPA-zPA+yPB+zPC = PA+ y(PB — PA) + 2(PC — PA) =
=PA+yAB+2zAC = AP = yAB + zAC

Ahora multiplicamos por AB con el producto mixto (ver 19.7.3):

AP A AB = (yAB + 2AC )1 AB = yAB A AB + 2AC A AB = 2AC A AB =
 APAAE ABAAP  2Jaaep| [RaP]

Sz= o ST -
ACAAB ABAAC 2[AABC| [AABC|

Y con el mismo razonamiento deducimos los valores de x e y.

19.1.5 Proposicion. Interpretacion visual de las coordenadas baricéntricas.
Podemos localizar la posicion de un punto P =(x,y,z) del plano dado en coordenadas
cartesianas observando los valores y el signo de sus tres componentes. Los puntos cuyas

componentes sean las tres positivas corresponderan al interior del triangulo de
referencia:

~ "'é¥(0,0,1 )



19.1.7 Proposicion. Coordenadas baricéntricas del baricentro.
Sea AABC un triangulo. El baricentro del triangulo tiene por coordenadas baricéntricas

Demostracion. Sabemos que las medianas del triangulo determinan seis triangulos
internos de igual &rea (11.5.3a). Luego, si P es el baricentro del triangulo,

[aPBC] _ (1/3)[aABC] _ 1, y de la misma manera, y =

[AABC]  [aABC] 3

y 2_1
3

Wl

X =

Y por tanto P :[

,%}:(1:1:1)

Wl
Wk

Nota: En 18.4.10a se demostro este mismo resultado con vectores.

19.1.8 Proposicion. Coordenadas baricéntricas del incentro.
Sea AABC un triangulo, y denotamos por a, b y ¢ las longitudes de los lados BC, AC
y AB . Entonces el incentro del triangulo tiene por coordenadas baricéntricas

(a:b:c)

Demostracion. Sabemos que el incentro P es el centro de la circunferencia inscrita.
Trazamos la recta r perpendicular a AB que pasa por P, y sea h, la perpendicular a AB

por el vértice C.
C

‘ Entonces
- ~ [AAPB] ~ (1/2)|ABjr ~

;
~[amBC] @/2)ABlh, N

y de la misma forma X:L yy=—
' hA hB

Pero por otro lado, [AABC |= a-hy _b-hy _c-h 1 a

. 1 b 1
y de la misma forma: — = — =,
he 2[AABC]

hy 2[AABC] Y

p(r.ror)(L.1.1 _( a_ . b ¢ j—(a-b-c»
“lhyhy he ) Lh, Thy he )\ 2[aABC] 2[aABC] 2[aABC]) T



19.1.9 Proposicion. Coordenadas baricéntricas del circuncentro.
Sea AABC un tridngulo, y denotamos por a, b y ¢ las longitudes de los lados BC, AC
y AB . Entonces el circuncentro del triangulo tiene por coordenadas baricéntricas:

a) (acosA:bcosB:ccosC)

b) (a?(b? +¢? —a?):b?(a% + ¢ —b?): c?(a? +b* —c?))
c) (sin(2A):sin(2B):sin(2C))

d) (sin Acos A:sinBcosB:sinCcosC)

Demostracion. Sabemos que el circuncentro P es el centro de la circunferencia
circunscrita, sea r su radio, es decir, r = ‘PA‘ :‘PB‘ = ‘PC‘.

Trazamos la perpendicular por P al lado

BC . Sea F su punto de corte con BC .

Z/BPF = %LBPC =ZA

por el Teorema del angulo central (10.1.1)

PF

Luego cos(£A)="—! = ‘ﬁ‘ =rcos(£A), y por tanto:
r

_[aBPC] (1/2)a]PF| (1/2)a-r-cos(LA)

, Y de la misma forma:

“[aaBC]  [aABC] [AABC]
_ (1/2)b-r-cos(£B) . (@/2)c-r-cos(£C) luedo
[AABC] Y [AABC ] U89
P (x:y:7)= [(l/Z)a r-cos(ZA)  (1/2)a-r-cos(LA)  (1/2)a-r- cos(zA)J
e [AABC ] ' [AABC ] ' [AABC ]

= (acos(£A) :bcos(£B) : ccos(£C))
Ahora podemos aplicar el Teorema del Coseno (9.1.4):

s Lo o b?+c?-a’ .
a“=b"+c —2bccos(4A):>cos(4A)=2—bC,yde la misma forma
2 | A2 2 2 2
cos(«B) = % ,y cos(£C) = L, para deducir:
2 2 2 2 2 2 2
p_ ab +C-a A +C -b* . a +b ~c?
2bc 2ac

=(a%(0? + ¢ —a?):b2(a? + ¢ b2) ?(a? +b2
Una tercera alternativa es tener en cuenta que

[ABPC]= %\ﬁ\-\@\-sin(ﬁpe) = % r?.sin(2A)
y por tanto

P= (% r2.sin(2A): % r?.sin(2B): %rz -sin(ZC)) = (sin(2A) : sin(2B) : sin(2C))



19.1.10 Proposicién. Coordenadas baricéntricas del ortocentro.
Sea AABC un triangulo. Su ortocentro tiene coordenadas baricéntricas:
a) (tan A:tanB:tanC)

b) (acosBcosC:bcos AcosC:ccos Acos B)

C)( 1 1 )
—a’+b*+c? a’-b?+c? a’+b*-c?

Demostracion. Aplicando el Teorema del Seno (9.1.5), tenemos
a b ¢
sinA sinB sinC
donde r es el radio de la circunferencia circunscrita. Sea P el ortocentro del triangulo, F
el punto de corte entre BC y la altura por Ay T el punto de corte entre AC y la altura
por B.

=2r=>a=2rsinA,b=2rsinB,c=2rsinC

C

T En el tridngulo AAFB encontramos
F cosB:ﬁ:BF:ccosBzzrsinCcosB
c
P
A B

Luego, teniendo en cuenta que /FPB = ~ZC puesto que los triangulos ABFP y
ABTC son semejantes pues son triangulos rectangulos que comparten el angulo ZPBF

BF_ _sinc =5 — BP—2rcosB
2rcosB BP
cosC:E: PF = PF =2rcosBcosC
PB 2rcosB
L )
Por lo tanto, [ABCP]:%‘PFHBC‘:%Zracos BcosC =r2rsin Acos BcosC =

= 2r?sin Acos BcosC

y de la misma manera [AABP]=2r?sinCcos Bcos A y [AACP]= 2r?sin Bcos AcosC .
P=(x:y:2)= (2r2 sin Acos BcosC : 2r?sinC cos Bcos A: 2r®sin Bcos AcosC):

= (sin Acos BcosC :sinC cos Bcos A sin Bcos AcosC)

Dividiendo entre cos Acos BcosC llegamos a P = (tan A:tanB: tanC)

Claramente, si no hacemos el cambio (*) llegamos a
P =(acosBcosC :bcos AcosC : ccos Acos B)

Para demostrar c) tenemos en cuenta que: [AABC |= 2bcsin A= SnA _ 1
[AABC] 2bc
2_Rh2_ A2 a2 p2, A2
a? —b? +¢? —2bccos A= cos A= & —C _Z +b e
—2bc 2bc
: wec]
1 2be sin A/|AABC tan A
or tanto: = = - _
P —a’+b>+c®  —a’+b’+c? cos A [AABC ]

2bc



19.1.11 Proposicion. Excentros en coordenadas baricéntricas.

Sea AABC un tridngulo. Los excentros asociados a las circunferencias excritas del
triangulo (ver 11.10.1) en el interior de los angulos ZA, ZB y ZC respectivamente
tendrén por coordenadas baricéntricas:

l,=(-a:b:c), I;=(a:-b:c), I.=(a:b:—¢)

Demostracion.

y =[AACD]=

Luego 1, =(x:y:2)

77N\
|

Q
=
o
=
(]
=

excentros.

19.1.12 Proposicion. Coordenadas trilineales.
Dado un tridngulo AABC , todo punto P del interior del tridngulo queda univocamente
determinado por las distancias a cada uno de los tres lados.

Sean x:dist(P,ﬁf), y:dist(P,E) y z:dist(P,E), entonces P=(x:y:2).

Si un punto tiene asociadas las coordenadas baricéntricas (X:y: z) entonces tendra

. - X z ] : .
asociadas las coordenadas trilineales [— Y. —j. Reciprocamente, si un punto tiene

abc
asociadas las coordenadas trilineales (x:y:z), entonces tendrd como coordenadas
baricéntricas (ax:by:cz).

Demostracion.



19.1.13 La "Encyclopedia of Triangle Centers (ETC) de Clark Kimberling.

Clark Kimberling (nacido el 7 de noviembre de 1942 en Hinsdale, Illinois) es un
matematico que, desde 1994, desarrolla un proyecto llamado "Encyclopedia of
Triangle Centers" (Enciclopedia de los Centros del Triangulo) para catalogar todos los
centros del triangulo. Actualmente (feb 2018) lleva catalogados mas de 16000 centros
diferentes, y la lista no deja de crecer dia a dia.

El método de Clark Kimberling para sistematizar la clasificacion de todos los centros

del triangulo consiste en ordenarlos por su distancia al lado menor del triangulo con
ladosa=6,b=9yc=13.
152

X115 . e e
i dl-.aﬁ \. x £ XJ"“

-

. Qué se entiende por “centro de un triangulo”? Solo las circunferencias tienen
centro, puesto que solo ellas son absolutamente simétricas. Los antiguos griegos
conocian los cuatro centros usuales del tridngulo: El incentro, ortocentro, circuncentro y
baricentro. Estos puntos estan caracterizados por ser invariantes bajo la accion de ciertas
transformaciones. Pero en el siglo XIX, y gracias a las técnicas modernas como por
ejemplo las coordenadas baricéntricas, fueron apareciendo nuevos e interesantes
centros: El punto de Fermat, el centro de la circunferencia de los nueve puntos, el punto
simediano, el punto de Gergonne... y por tanto se impuso la necesidad de definir
rigurosamente qué se entiende por “centro del triangulo”.

Llamaremos “centro del tridangulo” a cualquier punto que se pueda representar mediante
coordenadas trilineales (ver 19.1.12) de la forma (f (a,bc): f (b,c,a): f (c,a,b))

donde a, b y c son las distancias de dicho punto a un tridngulo de referencia, y para
cualquier funcién f(a,b,c) — IR no nula que cumpla las siguientes propiedades:

- Homogeneidad: f(ka,kb,kc) =k"f(a,b,c) para cierta constante n y para todo k > 0.
- Bisimetria en la segunda y tercera variable: f(a,b,c) = f(a,c,b).

Esta relacion entre funciones y puntos es suprayectiva por definicion pero no es
inyectiva: Funciones diferentes pueden dar lugar a un mismo centro del triangulo.

Encontraremos mas informacion sobre este proyecto en su pagina web oficial:
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html



http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html

19.2 Division de segmentos en coordenadas baricéntricas.

19.2.1 Proposicion.

Dado un tridngulo de referencia AABC y dos puntos expresados en coordenadas
baricéntricas homogéneas P =(p,: p,:p,) Y Q=(q,:0,:qs;), cumpliendo ademas que
p,+ P, + P; =0, +0, +05, el punto que tiene asociadas las coordenadas baricéntricas

homogéneas
X =nP +mQ=(np, +mg, :np, +mg, :Np, + mq,)

divide el segmento PQ en la razén

PX_m
XQ n
Q
X n
P m

Demostracion.

Sea k= P+ P, +P; =0+, +05.

P=(p,:p,:p;)=kP=pA+p,B+ p,C<nkP=npA+np,B+np,C
Q=(¢:0, :05)=>kQ=0,A+0,B+,C = mkQ =mg,A+mg,B +ma,C
Sumamos ambas expresiones:

k (nl3 + mQ)z (np, +ma,) A+ (np, + ma,) B + (np, + mq,)C

Asi pues, el punto X =nP +mQ tiene coordenadas baricéntricas homogéneas:
X =(np, +ma, :np, +md, :np, +mq;)

m _n+m-m_ n

Sea A= . Entonces 1- 4 =1- =
n+m n+m n+m n+m
Xzt x=—" pr ™ 6_(1-2)P+10
n+m n+m n+m

Y por lo tanto, aplicando 16.2.5, el punto X satisface
PX m PX m PX
PQ " n+m PX+XQ

N XQ



19.2.2 Corolario. Punto medio entre dos puntos.
Dado un tridngulo de referencia AABC y dos puntos expresados en coordenadas
baricéntricas homogéneas P =(p,: p,:ps) Yy Q=(q,:0,:q,), cumpliendo ademas
p, + P, + P; =0, +0, + 0, entonces el punto medio M entre P y Q tendra por
coordenadas

M=P+Q=(p,+0:pP,+0,:Ps+0;)

- > o

P M Q

Demostracion.

El punto medio M viene caracterizado por la igualdad PM =MQ, es decir,
PM 1 : . .
——=1==, y basta aplicar la proposicion anterior.
MQ 1

19.2.3 Ejemplo. Puntos medios de los lados del tridngulo de referencia.
En particular, los puntos medios A', B' y C' de los lados respectivos BC, AC y AB
del triangulo de referencia se obtienen con k =1 y por tanto

A=(0:1:1), B'=(1:0:1) y C'=(1:1:0)

©=(0,0,1)

A'=(0:1:1)

A=(1,0,0) C'=(1:1:0) B=(0,1,0)

19.2.4 Corolario. Punto simétrico.
Dado un tridngulo de referencia AABC y dos puntos expresados en coordenadas

baricéntricas homogéneas P =(pl: P, : p3) y Q =(ql :q, :qg), cumpliendo ademés
p,+ P, + P; =0, +0, +05, entonces el punto P', simétrico de P respecto de Q, tendra

por coordenadas
P'=2Q-P=(20, - p,:20, - P,:20; — ps)

P P, )

P Q P

., . L . PX 2
Demostracion. Es un caso particular de la proposicion anterior cuando % = y por

tanto P'=(-p, +20,:—p, +20, :—p, +20,)=(20, — p, : 20, — P, : 205 — p;)



19.3 Rectas en coordenadas baricéntricas.

19.3.1 Teorema. Area de un triangulo en coordenadas baricéntricas.
Dados tres puntos con coordenadas baricéntricas absolutas:

P:(p11 P, pa)’ Q:(qliqZ’q3) y R:(rl’r27r3)

Entonces el area (siempre con signo) del triangulo KPQR queda determinada mediante
la formula:

[KPQR]: Ez 21 ri [ZABC]
p3 q3 r3

Demostracion. Sean A=(a;,a,), B=(b,b,) y C=(c,,c,). Si P=(p,, P,, P3),
entonces las coordenadas cartesianas del punto P seran
P=pA+p,B+p,C=p(a,a,)+p,(b,b,)+ p;(c;,c,) =

= (Psay, Pia,) + (PoBy, Pob,) + (PsCyy PsC,) = (Pyay + Poby + PsCy, Py, + Pob, + PsCy)

Y de la misma manera, Q =(q,a, +0,b, +0.C, , ¢,a, +4,b, +0,C,)
y R=(ra, +1,b +rc , ra, + b, +1,c,)

Luego aplicamos 18.6.6:
1 1 1
Z[APQR]: Pidy + Pl + PsC Gd + Q0 +G,C KA b e | =
pa, + b, + p,C, G@, +G,0b, +9,c, ra, +r,b, +rc,
Py + Py + Ps G, +0;+0; n+rn+r
=P+ prl P00 Q&+ q2b1 T0,6,  ha + r2bl + 1,6
p.a, + p,b, + p,c, 0,a, +q,b, +0,c, ra,+nb,+rc,

Ahora bien,
P+ P2+ Ps G, +Q; +0; h+h+0 1 1 1Yp @ 1
P+ P+ psC g b +0c, A tnb+ne |=la boc|p, O T
p,a, + p,b, + p,c, 0,a,+4q,b,+09,c, hKa,+rb,+rc, a, b, c,\p; 0 1

Luego
1 1 1fjpp & n b G R
Z[APQR]:% b, ¢|lp, G rZ:Z[AABC] P, 4, L
a, b, Gfjp; @ © P: O

Ejercicio propuesto: 2.22.



19.3.2 Corolario. Caracterizacion de tres puntos alineados.
Tres puntos P,Q,R estan alineados si y sélo el determinante de sus coordenadas

baricéntricas (no necesariamente absolutas) es cero:

P=(p.:p,: Ps) P, O h
Q=(q,:0,:0,) palineados <>|p, g, r,|=0
R=(r:r,:1,) p, 0, I,

Demostracién. Aplicando la proposicion anterior, es evidente que estaran alineados si y
solo si determinan un area cero, es decir, cuando se anule su determinante. Aungue en la
proposicion anterior se trabaja con coordenadas baricéntricas absolutas, el resultado
también se cumple para las homogéneas, aprovechando las propiedades lineales del

determinante. Normalizando las coordenadas con p=p,+ p,+ pP;, 4=0,+0Q,+0; Y
r=r, +r, +r,, tenemos:

P:(pl:pZ:pS) pl/p Q1/q rl/r

Q=(q,:0,:0,) ;alineados <:>0=[BPQR]: p,/p q,/q r,/r=

R=(r:r,:r,) Ps/p G /a r/r
1 pl ql r1 pl ql rl

:W P, 4, L|<|p, d, =0

P; G0 I3 P; G0 1
Ejercicio propuesto: 3.3.

19.3.3 Corolario. Rectas en coordenadas baricéntricas.

Los puntos de la recta ﬁj que pasa por dos puntos P=(p,:p,:p;) Yy Q=(0,:9,:0;)
son los puntos que satisfacen la ecuacion

X P Q
y P, Q=0
Z P; Qs
Es decir,
P, q?_x_ Py qu+ P, qlz:0
Ps s P; Qs P, 0

Por lo tanto toda recta, en coordenadas baricéntricas, se puede escribir mediante una
ecuacion homogeénea

ax+by+cz=0
donde (a,b,c)#(0,0,0).

Demostracion. Aplicando la proposicion anterior, X =(X:y:z) e%, P=(p,:p,:ps)

X P O
y Q=(0,:0,:0,) siysolosi: |y p, 0,/=0, ybastadesarrollar el determinante
Z P G

anterior por la primera columna.



19.3.4 Ejemplos. Las ecuaciones de los lados del tridngulo de referencia.
Dado un tridngulo ABC , sus vértices tendran por coordenadas A= (1:0:0),

B=(0:1:0) y C=(0:0:1), y sus lados tendran asociados las ecuaciones

x 1 0 x 1 0 x 0 0
AB:ly 0 1/=0«<1z=0,AC:ly 0 0=0<y=0,BC:ly 1 0=0«<x=0.
z 00 z 01 z 01

En general, toda recta que pase por A serd de la forma y =k z para cierta constante K,

X y z
basta desarrollar el determinante |1 0 0|=0.
X2 Y2 I
C=(0,0,1)

A=(1,0,0) = B=(0,1,0)

19.3.5 Ejemplo.
La recta que pasa por los puntos A=(2/3,2/3,1/3) y B=(/2,1/4,1/4) tendré por
ecuacion:
2/3 1/2 x| (213 1/2 X 2/3 1/2 X
0=2/3 1/4 y={0 -1/4 y-x|=|0 -1/4 y—X |, es decir,
1/3 1/4 z 0 3/8 z+1/2y| |0 0 x/12-1z/6
X z X

2 L0 2-27=0
12 6 2

19.3.6 Ejemplo. Ecuacion baricéntrica de la bisectriz por el vértice A.
Dado el triangulo de referencia AABC, la bisectriz del angulo £Atendra por ecuacion:
cy—bz=0

Demostracion. La bisectriz del angulo £A es la recta que une el vértice A=(1,0,0) con
el incentro | =(a:b:c) (ver 19.1.8), luego tendré asociada la ecuacion:
X z
y 00
0=/1 0 O=x
b ¢
a b c

10
a ¢

-y +2 =—Cy+bhz

10
a b



19.3.7 Proposicion. Punto de interseccion de dos rectas.
El punto de interseccion de las rectas ax+by+cz=0y a'x+b'y+c'z=0 es

19.3.8 Proposicion. Tres rectas concurrentes.
Tresrectas ax+by+cz=0, a,x+b,y+c,z=0y a,x+b,y+c,z=0 seran
concurrentes si y solo si

]
b
a b = [ ‘bl CCI
bl 1

al

o X

a b
a' b

a cC
a c

()

a a, &
b]. bz bs =0
¢, C G

19.3.9 Lema. Suma de las coordenadas baricéntricas del circuncentro.
En 19.1.9 demostramos que el circuncentro de un triangulo tiene por coordenadas
baricéntricas:

C =(a2(b2 +c®—a%):b*(@®+c*-b%) :c?(a’ +b2—cz))

La suma de estas coordenadas baricéntricas es igual a 1652, donde S es el area del
triangulo de referencia AABC .

Demostracion.
a’(b®+c*—a®)+b*(a® +c*—b*) +c’*(@’*+b*-c?) =

2a’c? +2a’b® +2b%*c*—a*—-b*—c* =

Una visita a Mathematica nos permite simplificar esta expresion:

ni]= Factor[2a*2c*2+2a*“2h"2+2h*20c"2-—a*4-h"d4_o"4]

a3 —(a-b-c) (a+b-2) (a-b+c) (a+h +)

=—(a-b-c)(a+b-c)(a-b+c)(a+b+c)
6b+c—a_a+b—c'a—b+c_a+b+c

2 2 2 2
=16[AABC | =16S?

=1

=16(s—a)(s—c)(s—b)s



19.3.10 Proposicion. La recta de Euler.
El ortocentro O esta en la recta que pasa por el baricentro B y el circuncentro C de un
triangulo. Mas exactamente:

0=-2C+3B

Demostracion. Hemos visto que B=(1:1:1) (19.1.7) y

C= (a2 (b® +c?—a?):b*(@*+c®—b?):c*(a’ +b’ —cz)) (19.1.9b)

También hemos visto que la suma de las coordenadas baricéntricas del circuncentro es
16S?, donde S =[AABC] (19.3.9)

Luego multiplicamos las coordenadas de B por 16S? y las de C por 3 para que tengan la
misma suma 48S2:
B=(1:1:1) = (1652 :165% :165?)
C =(3a?(b? +¢? —a?) : 3p?(a’ + ¢ —b?) : 3c3(a’ +b? —¢?))
Ahora podemos calcular las coordenadas de O =-2C +3B:
3-165*—2-3a°(b* +c* —a®) =3-165° —6a’(b* +c* —a?)
=3(2a%’ +2a’h* + 2b’c’ —a* —b* —c*)—6a’*(b* +c* -a’) =
=6a’c® +6a’b” +6b’c® —3a‘ —3b* —3c* —6a’h® —6a’c’ +6a’ =
= 6b%c? +3a* —3b* —3c* = 3(a‘ - (¢* —20%c? +b*)) = 3(a4 (e —bz)z):
=3(a® +b? —c?)(a® —b? +c?)
De la misma forma obtenemos y = 3(a® +b*—c?)(-a® +b*+c%) y
7 =3(-a’ +b*+c*)(a* —b* +c?).
Dividiendo por (a?+b? —c?)(a? —b? +¢? )(—a? +b? +¢?) obtenemos las componentes
e 3(a®* +b* —c?)(a® —b* +¢c?) _ 3
(@ +b*—c?)@® —b?+c?)(-a? +b*+c?) —a’+b*+c?’

" 3 i 3

a’—b*+c?’ a’+b’-c?

y

: 1 : 1
—a’+b?+c? a’-b’+c? a’+b*-c
expresiones del ortocentro (ver 19.1.10c)

Obteniendo el punto( 5 j que es una de las

Nota histérica. Leonhard Euler (1707-1783) fue un matematico suizo, aunque paso la
mayoria de su vida en Berlin y San Petersburgo. En 1765 descubrio la recta que lleva su
nombre.

19.3.11 Proposicion. El baricentro de un triangulo.
Las coordenadas homogéneas del baricentro de un triangulo APQR, con

P:(p11 P, p3)1 Q:(ql’qw%) y R:(ryrz'rs) son:
P+Q+R=(p,+0,+6:P,+0,+ 1,1 Py +0+1;)

Demostracion. Es el ejercicio 3.7.



19.4 Notacién y formula de Conway.

19.4.1 Proposicion. Las Notaciones de Conway.
Dado un tridngulo AABC , de lados a, b y ¢, y denotando por S el doble de su area,
definimos

S, =S cot(£A) Sg =S cot(«£B) Sc =S cot(«£C)
En general, si € es un angulo cualquiera, se define S, = Scot(9).
Se cumple

b%+c?-a’ _a’+c?-b?

a®+b?—c?
§,=— =% S, 2 _a+b"-c

Demostracion. Por el Teorema del Coseno (9.1.4):
a® =b*+c® —2bc - cos(LA)

cos(ZA)

sen(ZA)

a® =b? + ¢ - 2bc - sen(LA) - cot(£A)

a? =b? + ¢? — 4[AABC |- cot(£A)

b? +¢*—a’

a’ =b*+c® —2bc - sen(LA) -

= 2[AABC |- cot(£A) = Scot(£A) =S,

Las otras dos igualdades se demuestran con un argumento similar.

Nota biografica. Reciben en nombre por su descubridor, John Horton Conway,
matematico britanico.

19.4.2 Proposicion. Algunas identidades con las notaciones de Conway.

a) Sy +S.=a’ S,+Sz=¢" S,+S. =b?
b) S,—S;z =(b+a)(b—-a), S; —S. =(c+b)(c-b), S-S, =(a+c)(a-c)
C) S, =bccos A Sg =cacosB Sc =abcosC

Demostracion.
a) Son triviales, demostramos la primera:

a’+c?-b? +a2+b2—c2
2 2 2 2

_at+ci-bP+at+b*-c® 23

Sg+S; = =a

b) ¢ —b? =S, +S, —(S,+S.) =S, —Sc
b?+c’-a®

c) a®> =b®+c*—2bccos A= bccos A= 5

SA



19.4.3 Proposicion. Aun més identidades con las notaciones de Conway.
Siendo S =2[AABC]y s=(a+b+c)/2, se cumple:

a) a’h®=S*+SZ  b*c®*=S%+S; c’a®*=S*+S;
b) S,,=S,+bc=2s(s—-a), S;,, =Sg +ca=2s(s—b), S;,, =S, +ab=2s(s—c)
©) Sua = Sua ++2DCS,, =S, +be-+2bes(S, +b0)
d) ab—S, =2(s-a)(s—b), bc-S,=2(s—-b)(s—c) , ca—S; =2(s—c)(s—a)
e) cS; —aS, =2s(b—-s)(c—a) , aS, —bS; =2s(c—s)(a—b),
bSg —cS; =2s(a—s)(b—c)
f) Ssin(@+¢) =(S, +S,)sinGsing , S?cos(0+¢p)=(S,S, —S?)sinGsing
g) S*=4s(s—a)(s—b)(s—c)

Demostracion.

19.4.4 Proposicion.
Si definimos

Se cumple:

a) S*=S,5 +Sg +S,c

b) 2S° =a’S, +b*S, +c’S,

¢) S*=b*c*-S2

d) S?=S,. +a’S, =S,. +b’S, =S, +C°S,

Demostracion.

a)

Sus +Sgc + S =Scot(A)S cot(B) + S cot(B)S cot(C) + S cot(A)S cot(C) =
S?(cot(A)cot(B) + cot(B) cot(C) + cot(A) cot(C) ) = S*

En donde hemos utilizado la igualdad:

cot(A) cot(B) + cot(B) cot(C) + cot(A)cot(C) =1 (ver 9.3.3b)

b)

a’S, +0b%S, +¢°S. =(Sg +Sc)S, +(S,+Sc)Sg + (S, +S5)Sc =
=555, +S:S,+S5,S; +S.S; +S,5¢ +S5;:S. =

=2Sg, + 2S¢, +2S¢g = 25°

c)

b?c® —SZ =b*(S, +S;)—S,(b*-S.) =b’S, +b’S, —S,b*+S,S. =
b?S, +S,Sc = (S, +S.)Sg +S,Sc =5,S; +S.S; +S,S. =S?

d)

SgSc +a°S, =S,S. +(Sg +Sc)S, =SSc +S5S, +5.5, =57



19.4.5 Proposicion.
a) El ortocentro del tridngulo de referencia AABC tiene por coordenadas baricéntricas

1 1 1
O:(S_A:S_B:QJZ(SBC :SAC :SAB)

Y observamos que la suma de las tres coordenadas es igual a S,g + Sz +S,c =S* (ver
19.4.4a)
b) El circuncentro del triangulo de referencia AABC tiene por coordenadas
baricéntricas

C =(aS, :b2S, :€?S¢ )= (SA(Ss +Sc) : Sg (S +Sc) : Sc(Sp +Sp))

Y observamos que la suma de las tres coordenadas es igual a 2(S,; + Sy +S,c )= 2S°.

Demostracion.
a) Aplicamos 19.1.10c:

_ 1 : 1 . 1 O N IR
—a’+b’+c® a’-b’+c® a*+b*-c*) (2S, 2S, 2S.

:(i:i:ij:( Sec . Sic . _Sue J:(SBC 'S, Sue)
SA SB SC SASBC SBSAC SCSAB

b) Aplicamos 19.1.9b y 19.4.2

C =(a?(b? +c? —a?):b?(a? + c? —b?): c?(a® +b* —c?))

= (a%S, 1025, :C?Sc )= (Sr(Sp +Sc) : Se (Sp+Sc) : Sc (Sa+S))




19.4.6 Proposicion. La formula de Conway.

Cualquier punto P del plano determina dos angulos respecto del lado BC del triangulo
de referencia, a los que llamaremos angulos de balanceo: g =/PBC y ¢ =/BCP

A

Los angulos de balanceo varian entre % <pB,p< % . Son positivos si P y A estan en

lados contrarios respecto a BC , y negativos si estan al mismo lado.

La féormula de Conway nos permite expresar las coordenadas baricéntricas de un punto
P a partir de sus angulos de balanceo:

P:(—aZ:SC+S¢,:SB+Sﬁ)

Demostracion. Aplicamos el Teorema del Seno al triangulo APBC :
PB PC BC

seng - seng B sen(f + @)

Luego
__BCsenp oo BC sens
sen(B + @) sen(B + @)
Por otro lado,
2
[APBC]:EPB -BC .Senﬂzl.MBC . enﬂ: a Senﬂ seng
2 2 sen(B+¢) 2sen( + @)

De forma similar se calculan [APBA] y [APCA], con lo que llegamos a
P =([APBC]:[APCA]:[APAB])=
—a’senBsenp basenBsen(p+C) casenpsen(f+C)|
2sen(f+¢)  2sen(B+@)  2sen(B+ o)

ey absen(p+C) .ac sen(f+B) | _
seng sen(f)
(— a”:ab cosC +ab senC cot¢: ac cos B + ac senB cotﬂ):
(-a?:Sc+S,:5,+5S,)



19.4.7 Ejemplo. Cuadrado construido sobre uno de los lados.
Sea BCED el cuadrado construido sobre el lado BC del triangulo de referencia AABC .

& B =90°=S, =Scot(90°) =0
p=45°= S =Scot(45°) =S
BJ 459 ¢
o D=(-a%:S. +5:S;)
A p 2
Y analogamente, E = (—a P Sc 1S + S)
D E

Como aplicacion, podemos calcular las coordenadas del centro F del cuadrado:
Escribiendo C=(0:0:S) se cumple la condicién de 19.2.2:

—a®+S.+S+S,=-a*+a*+S=S
Y portanto: F =D +C =(-a?+0:S;+S+0:S, +S)=(-a%:S. +5:S, +5)

19.4.8 Ejemplo. Triangulo equilatero construido sobre uno de los lados.

Sea ABCD el tridngulo equilatero construido sobre el lado BC del tridngulo de
referencia AABC .

B =p=600=
V3 _ s
S,=S,=Scot(60°)=S—=—
B [ ( ) 3 \/é
S S
D=|-a®:Sc+—=:Sg+—
SR

De forma analoga, si construimos los triangulos equilateros AACE y AABF sobre los
lados AC y AB respectivamente, llegaremos a:
S S

S S
E=|S. +—:-b%:S, +— F=|S.+—:S, +—:-c?

Si hubiéramos construido los triangulos ABCD', AACE' y AABF' hacia el interior del
triangulo de referencia, habriamos llegado a los siguientes resultados:

D'Z(—azisc —%:SB—%j , E':(SC —%:—b2 :SA—%j

Ejercicio propuesto: 3.1. Es una interesante aplicacion de la Formula de Conway para
resolver un problema de las OIM.



19.5 El Teorema de Ceva.

19.5.1 Proposicion. El Teorema de Ceva en coordenadas baricéntricas.
a) Unpunto P=(p:q:r) cortalos lados BC, AC y AB del triangulo de referencia

AABC en los puntos A', B'y C', llamados trazas de P, de coordenadas baricéntricas:

A=(0:p:r)
B'=(p:0:r)
C'=(p:q:0)

A c B

b) Reciprocamente, si tenemos tres puntos A', B' y C' en los lados BC, AC y AB
del triangulo de referencia AABC , y los podemos escribir en la forma

A=(0:q:r), B=(p:0:r) yC'=(p:q:0)
Entonces seran los puntos de corte con las cevianas del punto P=(p:q:r)

Demostracion.
a) Es un ejercicio de aplicacion de la interseccién de rectas. La recta AP tiene como

ecuacion:

y
0=1 O O<:>O=—‘

P

1 0
P q

10
pr

y+ < 0=-ry+qz

Y su punto de corte con BC (de ecuacion x=0)es A'=(0:q:r).

b) El punto P=(p:q:r) pertenece a la recta AA’:

p qr qr
1 0 Oz—‘ r=O
0 gr g

Y de la misma forma se demuestra que también pertenece a BB’ y CC’, por lo tanto sera
su punto de corte P, para el cual los tres puntos seran trazas.



19.5.2 Definicién. Triangulo ceviano. Triangulo medial.
Dado un punto P, denominamos tridngulo ceviano de P al tridngulo
AP, P, P, determinado por las trazas de P sobre cada uno de los lados del triangulo de

referencia AABC . El triangulo ceviano de P =(p,, p,, p;) tendra por vértices:

PA:(O: pz:ps)
Ps=(p,:0:p;)
P =(p,:p,:0)

El triangulo medial es el tridangulo ceviano del baricentro M.
Puesto que M =(1:1:1), aplicando 19.5.1 sus coordenadas seran:

C
M,=(0:1:1)
M;=(1:0:2)
M. =(1:1:0)

Resultado al que ya llegamos en 19.2.3 determinando los puntos medios de los lados del
triangulo de referencia.



19.5.3 Proposicion. El conjugado isotomico de un punto.
Dado un punto P =(u:v:w) en coordenadas baricéntricas relativas a un tridngulo de

referencia AABC, sus trazas son

P,=0:v:w), B,=@u:0:w), P.=(u:v:0) (ver 19.5.1)
El punto simétrico P, de P, respecto del punto medio M, = (0:1:1) del lado BC sera

M,=(0:1:1),2=2=M,=0:v+W:Vv+Ww), Z=2(V+W)
P,=0:viw),Z=v+w=P, =(0:2v:2w), X =2v+ 2w =2(V + W)
Pi=2M,-P, =2(0:v+w:v+w)—(0:2v:2w) = (0:w:V)

Con el mismo razonamiento obtenemos los otros dos puntos simétricos respecto de los
puntos medios de los otros dos lados:

P/=(0:w:v) , P, =(w:0:u), P/ =(v:u:0)

Que se pueden escribir como trazas de un punto que denotaremos como P°®,y al que
[lamaremos conjugado isotémico de P:

P,(:(O:w:v):[o:l:i}
VAR

PB’:(W:O:u):(E:O:Ej :P':(E:E:EJ
w uv w

u

Pc’z(v:u:O):(%:%:Oj

Por ejemplo, el punto de Nagel y el punto de Gergonne son conjugados isotdmicos:

NaZ(S—a:S—b:s—c)yG:( 1.1 1)

s—a s—b s—c



19.6 Paralelismo.

19.6.1 Proposicion. Punto impropio de una recta. Vector de desplazamiento.
El punto de interseccion de una recta r: px+qy +rz =0 con la recta del infinito

X+y+z=0es
r,=(Q-r:r—p:p-q)

Este punto se denominara punto impropio de la recta.

Dados dos puntos en coordenadas baricentricas P =(p,, p,, P;) Y Q=(0,,9,,05),
definimos el vector de desplazamiento PQ_ por
PQoo =P-Q= ( P =GP, —0y- ps_qs)

Observamos que se trata de un punto impropio:
(p,—0y)+(p, —0,)+(p; —0;)=1-1=0

Demostracidn. Este punto pertenece a la recta px+qy+rz=0:

p(a-r)+q(r—p)+r(p—a)=pg—pr+aqr—pq+ pr—agr=0
Y también a la recta del infinito: g—r+r—p+p—-q=0

19.6.2 Proposicion.
SI P=(p1: p2: p3) y Q=(q1:q2 :qS)iysecumple p1+ p2+ p3 :ql+q2+q3’ el punto

impropio de la recta @ es (p—9,:p,—0,:P;—03)

Demostracién. Es un punto impropio:

P—0 + P~ +Ps—CGs =P+ P, + Py — (0 +0, +0Gy) =0

Y pertenece a ambas rectas:
P —0, PG4 PP G g P G
P,—d, P, G=|P. P, 0U|—|d; P, G,=0-0=0
P;—0s P3 s P Ps Qs 0; P G

Ejemplo: Los puntos impropios de los lados AB, BC y AC del tridngulo de referencia
AABC son, respectivamente, (1:-1:0), (0:1:-1) y (1:0:-1).

19.6.3 Definicion. Rectas paralelas en el plano proyectivo.

Diremos que dos rectas del plano proyectivo seran paralelas cuando coincidan sus
puntos impropios respectivos. Es decir, en el plano proyectivo no existe paralelismo en
el sentido de 1.3.18, puesto que dos rectas diferentes siempre seran concurrentes en un
punto, y diremos que dos rectas son paralelas cuando se corten en el infinito, es decir,
cuando su punto de concurrencia esté en la recta del infinito.

Problema propuesto: 6.18.



19.6.4 Proposicion. Ecuacion de la recta paralela a una dada.
La recta que pasa por el punto P =(p,: p,: p;) Yesparalelaalarecta px+qy+rz=0
tiene como ecuacion
X y z
P, P, P; |= 0
qg-r r-p p-q

Demostracién. Es la recta que pasa por Py el punto impropio de la recta.

19.6.5 Ejemplos.
La recta paralela a BC que pasa por P=(p,: p,: p;) tiene como ecuacion

x p 0
0=y p, —1=x(p,+ps)=ypP—zp < (P, +Py)X—pP(y+2)=0
z p, 1

De la misma forma comprobamos que la paralela por P a AC es
(Ps+Pp)Yy—p,(x+2)=0,ylaparalelapor PaABes (p,+ p,)z— p;(x+y)=0.



19.7 Perpendicularidad mediante el ortocentro.

19.7.1 Lema. Rectas perpendiculares a los lados del tridngulo de referencia.
Los puntos impropios de las rectas perpendiculares a los lados AB, BC y AC del
triangulo de referencia son, respectivamente:

(Sg:S,:—c?), (~a:S.:Sy) y (Se:-b?:S,)

Demostracidn. El circuncentro O del triangulo de referencia AABC tiene por
coordenadas baricéntricas

0=(a%s,:b2S,:c?S.) (ver 19.4.5b)

Mediatriz por AB:
La mediatriz por AB seré la recta que pasa por el circuncentro y el punto medio del lado
AB:

X y z

0=|a’S, b*S, c’S.|=
1 1 0

0=-C?S.x+C*S.y+ (aZSA —bZSB)z

b?S, ¢S,
1 0

a’s, ¢S,
1 0

a’s, b’S,
1 1

+ .=

Puesto que a*S, —b?*S, =(S, —S;)S., simplificamos para llegar a
0=—C?S X+C*S.y+(S,—Sg)z

0=-c’x+c’y+(b*—a%)z

0=(@*-b*)z+c*(x-y)

El punto impropio de esta mediatriz sera:

(—02 —a’*+b?:a*—-b*-c?:c? +cz):(28B 125, :—202):(8B 'S, :—cz)
Con un razonamiento similar obtenemos la mediatriz por AC:
0=(c*-a?)y+b?(z-x)

cuyo punto impropio sera: (SC :—b? :SA)

Y la mediatriz por BC: O:(b2 —cz)x+a2(y— 7)



19.7.2 Proposicion. Pedales y tridngulo pedal en coordenadas baricéntricas.
Dado un punto P=(p,: p,: p;) en coordenadas baricéntricas respecto de un triangulo

de referencia AABC, la recta perpendicular al lado AB del tridngulo tiene como
ecuacion

X y z
0= p1 P, P; | =
S, -¢°
( C2P, —SaPy K= (- C7p, —SuPa )y +(Sap, ~Sa P, )z &
0=(c?p, +S,Ps X~ (2P, + Sa Py )y —(SaP. — Sg P, )2

Pr B

P, Ps — :
Sg —-¢

P P P
A

Sg Sa

1=

Cuyo punto de corte con el lado AB seré el punto
X y z
0= 0 0 1 =
Czp2+S Ps —(Czp1+SBp3) _(SApl_SBpZ

1 0 1
~(c p1+8 0,) —(Sap:i—Ss pz)‘ c’p, +S4P, —(SApl—Ssz)‘ J

= (c*p, + S5 p;:67p, + 5, :0)
De la misma manera determinamos los puntos de corte entre cada uno de los otros dos

lados y la perpendicular por P por ese mismo lado, obteniendo los llamados "pedales de
P", definidos en 3.6.7:

(0:a%p, +Scp,:a%p, +Ssp,)
(b?p, +Scp, :0:b%p, +S,p,)
(c?p, +Sep,:¢7p, +5,p;:0)

PA
PB
Pe




19.7.3 Definicion. Coordenadas del tridngulo ortico.
El triangulo ortico se definid en 11.3.3 como el tridngulo pedal del ortocentro. Sus
coordenadas son:

H,=(0:S.:S;)
H,=(S.:0:S,)
H. =(S5:S,:0)

He B

Demostracion. El ortocentro es H =(Sg. : S, : S, ), luego su vértice A, seré:
H, :(O:azp2 +S.p,:a’p, + S, pl):(o:aZSAC +S.S5. 1a°S,g +SBSBC):
=(0:5¢(a%S, +S4c) 1S5 (@%S, +S40))=(0:S¢ : )

Y de la misma forma H, =(S.:0:S,)y H.=(S;:S,:0)

19.7.4 Ejercicio.
El triangulo pedal del circuncentro es el tridngulo medial.

Demostracién. Se puede deducir de la propia construccion de ambos triangulos, o
determinando las coordenadas de P,, P, y Py.:

P =(a’s, :b%S, :¢?S, ), luego

P, =(0:2%h?S, +S.a%S, :a%c’S, +5,a°S, )=

=(0:02S, +5¢S, :C?S +555,)=(0:52 =SS, +5:S,:S2 —SgS, + 555, )=
=(0:5%:5%)=(0:1:1)=M,

Y de lamisma forma P, =M, y P. =M.



19.7.5 Proposicion. El punto impropio de las rectas perpendiculares a una dada.
Todas las rectas perpendiculares a una recta dada

px+qy+rz=0
seran paralelas entre ellas, por lo tanto, compartiran un mismo punto impropio, que sera
(9S;—hS.:hS.—fS,:fS,-gS;)
donde (f:g:h)=(g—r:r—p:p—q) esel punto impropio de larecta I .
Nota. Este método fue descubierto por Floor van Lamoen.
Demostracion. Para determinar este punto impropio bastard con determinarlo en una

perpendicular en particular, y nosotros lo haremos con aquella que pasa por el vértice A
del tridngulo AABC de referencia, a la que llamaremos s.

Sea Z el punto de corte de | conel lado AB: Z = (q —p: O)
Sea Y el punto de corte de | conel lado AC: Y =(-r:0:p)

Las rectas perpendiculares al lado AC tendran como punto impropio el mismo que el de
su mediatriz: (Sc i—b?: SA) (ver 19.7.1), luego la perpendicular a AC por Z seréa la recta

X 'y z
0=|q —-p O0|=—pS,x—0S,y+(S.p—ab*)z<=
S. -b> s,

0=pS,x+0S,y+(gb* - pSc)z

De la misma manera, la recta perpendicular a AB por Y seré:

X y
O=-r 0 p :—pSAx—(rcz—pSB)y—rSAu:
S, S, -c?

0= pS, X+ (rc’ — pSg)y +rS,z



El punto O de interseccion de ambas rectas es el ortocentro del tridngulo AAZY , y por
lo tanto, la perpendicular s que buscamos sera la recta que pase por A 'y por O.

0S4
1 rc® - pS,

Calculamos las coordenadas del punto O (*** significa que no importa su contenido)
X y z
0=|pS, S, qb2 — PpS¢|=
pS, rc’—pS, rS,
ps{***:—i qbzr; PSe ]:
A
(***:—rSA +qb? — pS, :rc’ — pS, —qSA)z
(***: S, + pS. —qb®: pS; +qS, — rcz):
(% (r = a)S, +(P—)Sc :(@—1)S, +(P—1)S;)
rSy+pSc —ab”* =rS, + pSc — (S, +Sc) =(r—a)S, +(p—a)Sc
pSB +qSA —rc’ = pSB +qSA - r(SA +SB) = (q - r)SA +(p_ r)SB
La recta AO sera pues:
X y z
0=|1 0 0 =
FEE(r=q)S,+(p-a)Sc (@-r)S,+(p-Tr)Sg
=—((@-1)Sa+(P—1)Se )y +((r—a)S, +(p—)Sc )z =
=~((@-NSy~(r-pSe )y +((P-a)Sc ~(@-1)S, )z =*

Sea f=q-r,g=r—p,h=p—q,esdecir, P=(f:g:h) es el punto impropio de la
rectal . Entonces podemos escribir la ecuacién de la recta perpendicular por A como:
0:_(f SA_gSB)y+(hSC —f SA)Z

Y su punto impropio es:
(_(f SA_gSB)_(hSC —f SA):hSC —fS,:f SA_gSB):
(9Sz —hS.:hS.—fS,:fS,-gS;)

Ejercicios propuestos: 3.2, 3.4.



19.8 Relaciones métricas con coordenadas baricéntricas.

19.8.1 Definicidn. Vector de desplazamiento.
Dados dos puntos en coordenadas baricentricas P =(p,, p,, p;) ¥ Q=(0,,0,,05),

definimos el vector de desplazamiento PQ_ por
PQOO = P_Q = ( Pr—0,: P, — 0, ps_qs)

Observamos que se trata de un punto impropio:
(P =)+ (P, —0,) +(P; —Gy) =1-1=0

19.8.2 Proposicion. Producto escalar de dos vectores de desplazamiento.
Si V=(v,Vv,,V;) y W=(w,w,,w,) son dos vectores de desplazamiento, entonces

a) V-W=S,V,W, +S;V,W, + S V,W,

O equivalentemente:

b) V-W= _?1 [2 (vaw, -+ v, )+ 02 (v, + v, )+ €2 (v, W, + v, W, )]

Demostracion. Puesto que V es un vector de desplazamiento, tenemos que

Vv, +V, +Vv; =0, luego

V=V,A+v,B+Vv,C=(-v, -V,)A+Vv,B+Vv,C=
v,B-Vv,A+Vv,C-Vv,A=Vv,(B-A)+Vv,(C-A) :vzﬁ+v3rC

Y de la misma forma W= (W,,w,,w,) < W=w,A+w,B+w,C @W:WZN?; +W3R£
Por lo tanto:

Vew= (v2 AB +v3AC)o (W2 AB +W3AC):

—v, AB « (w, AB + W, AC v, AC » w, AB + w, AC )=

=V, AB oW, AB +V, AB e W, AC +V, AC W, AB +V, AC W, AC =
=V,W, AB & AB + (V,W, +V,w, )AB e AC +Vv,w, AC » AC

Por otro lado,
E-ﬁ:”ﬁi

Luego
V o W =V,W,c% + (V,W; +V,W, )abcos A+ v,w,b* =
= VZWZ(SA + SB)+ (V2W3 +Ve,Wz)SA +V3W3(SA + Sc):

2

2 _
=b’y ABe AC =bccos A=S, (19.4.2c)

=c’, A—CoE=HE

=V,W,S, +V,W,Sg +V,W,S, +V,W,S, +V,W,S, +V,W,S. =

=S, (Vo W, + VW, + VoW, + VoW, )+ VoW, S + VW, S,

=S,V\W, +V,W,S; +V,W,S,

En donde hemos utilizado que

VoW, +Vo W5 + VoW, + VoW, = (Vz + Vs)(Wz + Ws) = (_Vl)(_Wl) =W
Demostremos ahora la segunda formula equivalente:



2V o W =2(S,V,W, +SgV,W, + S V,W, )=

= (b2 +c? —az)/lw1 +(a2 +c? —bz)/zw2 + (a2 +b? —cz)\/sw3 =

=b%v,w, +c’v,w, —a’v,w, +a’v,w, +c’v,w, —b*v,w, +a*v,w, +b*v,w, —c?v,w;, =
= a2 (V,W, +VaW, —V,W, )+ b2 (VW + VoW, — VW, )+ C2 (VW + VW, — VoW, )=

=(-1 [az (V1W1 — VoW, — Ve,Ws)+ b (V2W2 —ViW, — V3W3)+ ¢’ (V3W3 —ViW, =V, W, )]
Teniendo en cuenta que son vectores de desplazamiento, v, +v, +v, =0y

W, +W, + W, =0, y por tanto:

VW, — VoW, — VW, = (=, — V) (W, — W) —V,W, — VW, =

=V,W, + VoW, + VoW, 4 VaWo — VoW, — VW, =V, W, + VW,

y de la misma forma v,w, —V,W, —V,W, =V,W; +V,W, Y V;W; —V,W, —V,W, =V,W, +V,W,
con lo que llegamos a la segunda férmula equivalente.

19.8.3 Corolario.
a) Si V=(v,,v,,V;) es un vector de desplazamiento, entonces
”\7”2 = SAV12 + SBV22 + ScV32
O equivalentemente:
||\7||2 =-a’v,V, —b*v,v, +c?v,V,

b) Si V=(v;,v,,v;) y W=(w,,W,,w;) son dos vectores de desplazamientoy « el
angulo que determinan, entonces
Vew S, ViW, + SgV,W, 4+ S VW,

¥ i \/SAV12 +SgV,” +ScVs \/SAW12 +SgW,” +Scw;”

CoOSa =

c) La distancia entre dos puntos dados en coordenadas baricentricas P =(p,, p,, p;) Y
Q=(0,,0,,0,), viene dada por la formula:

d(P.Q) = [PQ| = /S4(6 = P’ +55(a; — P.)* +5c.(6, — P)°

d) Dos vectores de desplazamiento V =(v,,V,,V,) Y W= (W,,W,,W,) seran
perpendiculares si y solo si
0=VewW=_S,v,W, +S;V,W, +S.V,W,

O equivalentemente:
2 2 2
a?(V,W, +V,W, )+ 0% (VW +V,w, )+ c?(v,w, +Vv,w, )=0
Demostracion.
—12 o
a) [V]" =V eV =S,V +SgV,V, + SVl =S,V + SpV,” + Scv,”

7 =7 07 =+ v ) b7, v, )+ o2+ vy, )=

= _?1 [az (2V3V2 ) + b2 (2V1V3 ) + C2 (2V2V1 )] = _a2V2V3 — b2V1V3 + CZV1V2

b) Basta con sustituir las expresiones implicadas.



¢) P=(Py, Py, Ps) < P=pA+ p,B+p,C

Q=(a,9,0) = Q=0,A+0,B+0,C

Y entonces

PQ=Q-P=0,A+q,B+q,C-pA-p,B-pC=

=(a,— p)A+(a, — p,)B+(a; - p;)C

es un vector de desplazamiento, con lo que podemos aplicar 19.8.3a:

\/d(P’Q) :\/W:\/SA(CH_ p1)2 +SB(q2 - p2)2 +Sc(q3 - p3)2

d) Basta aplicar V L w<VvV-w=0

Problemas propuestos: 3.5, 4.48.

19.8.4 Proposicion. Rectas perpendiculares.
Dos rectas p,x+ p,y+ p;z2=0Yy g,x+0,y+0,z=0 seran perpendiculares si y solo si

O:SA(pZ - ps)(qz _Q3)+Sa(p3 - pl)(% _q1)+SC(pl - pz)(Q1 _qz)

Demostracion. Los puntos impropios (p, — P, Ps — P, P —P,) Y
(0, —05,9; —q,,0, —g,) se pueden entender como vectores de desplazamiento paralelos
a cada una de las rectas, con lo que basta aplicar 19.8.3d.

19.8.5 Ejemplos.

a) El vector de desplazamiento @ = (X, Y,,2,) sera perpendicular al lado BC del
triangulo de referencia si y solo si
0= az(zl - yl) + Xl(C2 _bz)

b) La mediatriz del lado BC del tridngulo de referencia tiene por ecuacién
0=a’(z-y)+x(c*—b?

Demostracion. a) Basta aplicar la igualdad de 19.5.3:

0= a2(211+ yl(_l)) +b? (Xl(_l) + 210) +c’ (ylo + X11) =a’ (21 - yl) + Xl(cz - bz)

b) Sea P =(X,y,z) un punto de la mediatriz. Sea D=(0,1/2,1/2) el punto medio del
lado BC. El vector de desplazamiento sera PD = (x,y—1/2,2-1/2) y por lo tanto se
cumplira 0=a*(z-1/2-y+1/2) + x(c* —b*) =a’(z—y) + x(c* —b?), tal y como
gueriamos ver.

Ejercicio propuesto: 3.26.



19.9 Circunferencias.

19.9.1 Lema.
Dado un punto P =(x,Y,z), se cumple:

2
AP| =S,(x-1)?+S,y* +S.2°

2
BP| =S,x*+S,(y—1)%+S, 2z

2
CP| =S,x*+S,y* +S.(z-1)?

Demostracion. Basta sustituir las coordenadas de los puntos A, B y C en la formula de
19.8.3c.

19.9.2 Lema.
Si P=(x,y,2) y Q es cualquier punto del plano,

—2 —2 —2 ——2
QP =xQA +yQB +zQC —a’yz—b’xz —c’xy

Demostracion. P=(x,y,z) < P=xA+ y§ +2C
Luego

—2 —2 — —_— — — — —_
Pl =P :(XA+yB+zC)-(xA+yB+zC):
:xzﬂz+y2§2+2262+2xyz\-§+2xzﬂ-6+2yz§-6:
52 )32 ) =2 —2 =2 9 —2 =2 2 -2 =2 9
=X"A +y°B +z°C +2xy(A +B —-c°)+2xz(A +C —-b“)+2yz(B +C —-a“)=
272 2R, 2R
=X"A +y°B +z°C +
) —2 ) —2 —2 2 —2 —2 2
+xyA +xyB —xyc®+xzA +xz2C —xzb®+yzB +yzC —yza“ =
2—»2 2—»2 2—»2 —2 —2 —2 2 2 2
=X"A +y°B +z2°C +x(y+2)A +y(x+2)B +z(x+y)C —xyc”—xzb® —yza“ =
2—»2 2—»2 2—»2 —2 —2 —2 2 2 2
=X"A +y°B +z2°C +x(1-x)A +y(l-y)B +z(1-z)C —xya®—xzb°—yza® =
5=r2 )32 ) =2 —2 52 —2 522 —2 , =2
=X"A +y°B +z°C +xA -xA +yB -y°B +z2C -z°C -
—xya® —xzb* — yza’® =
—2 —2 —2 2 2 2
=XA +yB +z2C —c°xy—-b°xz—a‘yz
Por lo tanto, si Q es un punto cualquiera del plano,
QP = xQA +yQB +2QC —a?yz —b?xz —cxy



19.9.3 Proposicion. Coordenadas baricéntricas y la ecuacion de una circunferencia.
Definimos las coordenadas baricéntricas de la circunferencia @ respecto del tridngulo
de referencia AABC por

A=p(Aw), p=pB,0) , v=p(C, o)

Y la ecuacion de la circunferencia sera:
(AX+uy+vz)(x+y+z)—a’yz—-b*xz—-c’xy=0

Es decir, los coeficientes 4, ¢ y v son las potencias de los vertices A, B y C, respecto
de la circunferencia.

Demostracion. Si P es un punto con coordenadas baricéntricas absolutas P =(x,y, z),
aplicando el lema 19.9.2:

A -y G- G Y Y 2 2 2
p(P,w)=|SP|" —r* =xSA +ySB +2SC -a’yz-b’xz—c’xy—r’=
:x§2+y§2+z§2—azyz—bzxz—czxy—(x+y+z)r2:

—2 ——2 —2
:X(SA —r2)+y(SB —r2)+z(SC —rzj—azyz—bzxz—czxy:
=AX+uy+vz—a’*yz—b*xz —c?xy

Luego: Pew < p(P,0) =0 Ax+uy+vz—a’yz—b*xz—c’xy=0

Sea ahora Q un punto dado en coordenadas baricéntricas homogéneas: Q =(x:y:2).

Entonces P:( X , y : - Jesese mismo punto en coordenadas
X+Yy+Z X+Yy+2Z X+Yy+z
baricéntricas absolutas, y
QeweoPeno pPa)=0A—r 4y 4y 2
X+Yy+z2 X+y+2Z X+Yy+2

2 yz e XZ 2 Xy e

(X+Yy+2)? (X+y+12)° (X+y+12)°
—Z(ﬁx(x+y+z)+yy(x+y+z)+vz(x+y+z)—a2yz—b2xz—czxy):0<:>
(X+y+12)

1

m((/lﬂﬂywz)(m y+12)—a’yz —b*xz - c*xy)=0 <

(AX+uy+va)(x+y+z)—a’yz-b*xz—-c’xy=0

19.9.4 Ejemplo. Ecuacion baricéntrica de la circunferencia circunscrita.
La circunferencia circunscrita del tridangulo de referencia AABC tiene por ecuacion
baricéntrica

a’yz+b’xz+c’xy =0

Demostracion. Basta sustituir la ecuacion general de 19.9.3 en los puntos A, By C:
En A=(10,0): a*0+b’0+c*0—(11+x0+v0)(1+0+0)=0=1=0
En B=(0,,0): a’0+b?0+c?’0—(10+ x1+v0)(0+1+0)=0= =0



En C=(0,01): a*0+b’*0+c*’0—(A10+ u0+vD(O0+0+D)=0=v=0

También llegamos al mismo resultado teniendo en cuenta que A = p(A, @) =0 pues el
punto A pertenece a la circunferencia, y de la misma forma gz =v =0.

Ejercicio propuesto: 3.18.

19.9.5 Ejemplo. Ecuacion baricéntrica de la circunferencia inscrita.
La circunferencia inscrita del tridngulo de referencia AABC tiene por ecuacion
baricéentrica

—azyz—bzxz—c2xy+((s—a)2x+(s—b)2y+(s—c)zz)(x+ y+2)=0
Demostracion. Ejercicio 3.13.

19.9.6 Ejemplo. La circunferencia de los nueve puntos.

Los puntos medios Ma, Mg y Mc de un tridngulo, los pies Ha, Hg y Hc de las alturas, y
los puntos medios A', B'y C' entre cada vértice y el ortocentro H pasan por una misma

circunferencia, llamada "circunferencia de Euler™ o "la circunferencia de los nueve

puntos". Su ecuacion es:

a2y2+bzzx+c2xy—%(SAx+SB y+Scz)(x+y+2)=0

Su centro esta catalogado como Xs en ETC.
Demostracién. Problema 3.14.

Nota: En el Problema 4.7 se demuestra, sin utilizar coordenadas baricéntricas, que los
puntos medios A’,B’ y C’ pertenecen a la circunferencia circunscrita.

Nota histdrica: Esta circunferencia fue descubierta por Jean-Victor Poncelet (1788-
1867) y Charles-Julien Brianchon (1783-1864) en 1821.

Problema propuesto: En el problema 5.20 encontramos una aparicién interesante de la
circunferencia de los nueve puntos.



19.9.7 Proposicion. Ecuacion de la circunferencia dado su centro y su radio.
Las coordenadas (A, x,v) de una circunferencia de centro Q =(q,,0,,0d,) Y radio r son:

A= p(A, 60) :|QA42 —r= SA(ql _1)2 + SB (:122 + Sc C|32 —r?
u=pB,w)= |QB|2 —r’= SAle +S5(d; _1)2 +S¢ q32 —r?
v=p(B,w)=|QC —r* =5,q," +S,0," + S (¢, ~1* -1

Demostracion. Basta aplicar el Lema 19.9.1.

19.9.8 Proposicion. Centro y radio en funcién de sus coordenadas.
Las coordenadas del centro Q =(q,,q,,q,) de una circunferencia de coordenadas

baricéntricas (4, u,v) son:
h =a°S, +Sg(v—4) —Sc (A—p)
O, =b*Sg +Sc (A=) =S, (V)
Q; = CZSC +Sa(—=v)=Sz(v—2)

O bien:
0, =—a’A+S.u+Sgv+a’s,
0, =ScA—b*u+S,v+b*S,
0; =SgA+S, u—C’v+CS,

Demostracion.



19.10 Rectas tangentes.

19.10.1 Proposicion. Ecuacion de la recta tangente a una circunferencia.
Sea una circunferencia con ecuacion

a’yz +b’zx+c’xy —(UX+VYy+WwWz)(X+y+2)=0
ysea P=(p,:p,:p;) unpunto que pertenece a la misma.

Entonces la recta que pasa por P tangente a la circunferencia tiene por ecuacion

a’(p,z+ P, Y) +b*(Pyx+ P 2) +C2(PY + P, X) — (P + P, + Po)(UX+VY +WzZ) —
—(X+y+2)Up, +Vp, +Wp;) =0

Demostracion. Sea Q =(p, + Av, : p, + AV, : p; + Av,) la parametrizacion de la recta que
pasa por el punto P, donde (v, :Vv, :Vv;) es un vector de desplazamiento, es decir,
v, +V, +v, =0.

Sustituimos Q en la ecuacion de la circunferencia
a’yz +b’zx+c’xy —(UX+VYy+WwWz)(X+y+2)=0

a?(p, + AV,)(P; + AV3) + b2 (Py + AV,) (P, + AV,) + C2 (P, + AV, ) (P, + AV,) —
—(U(p, +AVy) +V(p, + AV,) +W(p; + AVy)) (P, + AV, + P, + AV, + Py + Av;) =0

az( p2 + //iVZ)( p3 + /1V3) + b2( p3 + AV?;)( pl + /Ivl) + CZ( pl + //i’vl)( p2 + /IVZ) =

a’p,p, +b’p,p; +cp,p, +

+ ﬂ,[CZ P,V +0b%p,v, +c*py, +a’p,v, +a’p,v, +b’py, + ﬂ,(CZVlVZ +b’vyv, +a’v,v, )]:
= az P, Ps +b2p1p3 +C2p1p2 +

+ }b[az( Psv, + pzvs) + bz( Psvy + p1V3) +c? ( PV, + p2vl) + /1(C2V1V2 + b2V1V3 + a2v2v3 )]

(U(pl + ﬂ’vl) +V( P, + /1V2) + W(p3 + /1V3))(p1 + ;Wl +P,+ /1\/2 + P+ /IV3) =
(p,+ P, + Ps + AV, +V, +V) P + PV + PW+ AUV, + VY, + W) ) =

= (P P, + Py NP+ PV + PoW)+ (s + Py + Py)AUY, + VY, + W) +

+ AV, Y, V) (U + P,V + PaW) + A (V, +V, + Vo)UY, + VY, + WYS)



Teniendo en cuenta que Vv, +V, +V, =0 la expresion anterior se reduce a
(p,+ P, + P P+ PV + PW)+(p, + P, + P;)AUY, +VV, +WV,) +
+ A2V, +V, + V) (UV, + YV, +WY,)

Puesto que P pertenece a la circunferencia sus coordenadas satisfaran su ecuacion
asociada:

a’p,ps +b°p.p; + 2 pyp, — (P + P, + P, N PU+ P,V + p,w)=0

Y nos queda la ecuacién

ﬂ[az ( PsVv, + pzvs) + bz( PV, + prS) +c? ( PV, + p2vl) + l(C2V1V2 + b2V1V3 + a2v2v3 )]_
— AP, + P, + Ps UV, VY, + WV, ) — 22 (V, +V, + V) (UV, + VY, +WV,) =

= l(az( PsV, + p2V3) + bz( Psv; + p1V3) + CZ( PV, + p2V1) -

—(p, + P, + P3)UV, + VY, +WV,)) -

— 2 ((vy +V, + V) (v, +VV, +Wv,) — (C*V,V, + by, +a’V,v,)) =0

La recta es tangente a la circunferencia y por lo tanto sélo puede cortarla en el punto P,
es decir, la ecuacion anterior es una ecuacion de segundo grado en A de la forma

AL —BA? =0que sdlo puede tener solucion A =0, luego A=0, es decir:
@ (PV; + PVs) + b7 (Pav; + Povs) + €% (P, + Pov) = (Py + P, + Ps UV, + VY, + ;) =0

Volvamos ahora a la expresion del enunciado:

a*(p 2+ PsY) + b (pyX+ P2) +C*(PyY + P X) -

— (P + P+ P)(UX+VY +W2Z) - (X+ Y+ 2)(Up +VP, +WP;) =
:az(pz(ps +AV3) + PP, +/1V2))+b2(p3(p1+ﬂ“\/1)+ P (P; +Avy)) +
+Cz(p1(p2 +ﬂV2)+ pz(p1+ﬂ'vl))_

— (P + Py + P)(U(P, + AV;) + V(P + AV,) + W(p; + AV;)) —

_(p1+ P, + p3+ﬂ(V1+V2+V3))(U p1+Vp2+Wp3):(*)

Por un lado,

% (P, (Ps + AV5) + Ps (P, + AV,)) + b2 (Pa(py + AV,) + Py (s + AV,)) +

+C2(Py(py + AV,) + Py (P, + AV,)) =

=a’(P, Ps + APoVs + Py Py + AV, P3) + D7 (Py Py + AV, Py + Py P; + AV, py) +

+C2(pp, + AV, p, + PP, + AV, p,) =

=a%(2p,Ps + A(P,Vs + AV, Py)) + 0% (2P, Py + A(V, P +V5P,)) +

+ 02(2 PP, + AV, Py +VP,)) =

=2a’ P, P; + 2b* PP + 2c? PP, + l[az(pz\@ +V,p3)) + bz(Vl P; + Vs ) + Cz(Vz p,+Vvy pz)]

Por otro lado,



(P + Py + P)(U(Py + AVy) +V(P, + AV,) + W(P; + AV;)) +

+(p+ P+ Py +A-0)Up +Vp, +Wp,) =

= (P + P, + P)((PU + PV + PaW+ A(VU + VoV + VW) +

+(p1+ P, + ps)(u P +VDP, +Wp3):

= (P, + Py + Ps)[PU + PV + PaW+ A(V,U + VLV + VW) + U P, + VP, + WP, | =
=(p,+ P, + p3)[2( PU + P,V + paw) + A(VU +V2V+V3W)]:

= 2( pu+ PvV+ p3W)(p1 +p, + p3) +Z(V1U +V2V+V3W)(p1 + P, + p3)

(*)=2a’p,p, + 2b*p, p; +2¢°p, p, +

+ /1[32( P,Vs +V,P3)) + b’ (ViP5 +V3p,) + c’ (VP +V, pz)]_

—2(pu + PV + PW)(P, + Py + Py) — A(V,U +V,V +VW)(Py + Py + Py) =

= 2[a2p,p, + 207 p,p, + 262 Py, — (PU + PV + PW)(P, + P, + Py)]

+ a2 (P +V,2)) + D2V, Py + V3 Py) + €2 (V, By +V,p,) — (WU -+ VoV + Vaw)(py + P, + Po)]=
=2.0+4-0=0

En donde hemos tenido en cuenta que el punto P pertenece a la circunferencia y la
igualdad deducida anteriormente.

19.10.2 Ejemplo. Ecuacion de la recta tangente a la circunferencia circunscrita.
La recta tangente a la circunferencia circunscrita del triangulo de referencia por el
vertice A=(1,0,0) tiene por ecuacion:

0=Db%*z+c’y
Las otras dos rectas tangentes son ¢*x+a’z=0 y b*x+a’y=0.

Demostracion. Basta sustituir u=v=w=0y p, =1, p, = p, =0en la ecuacion de
19.9.4:

0=2a’(0z+0y) +b?(0x+1z) +c*(1y + 0x) — (1+ 0+ 0)(0) —
—(x+y+12)(0)=b’z+c?y



19.11 Giro de rectas.

19.11.1 Proposicion. Angulo entre dos rectas.
El dngulo orientado 6, 0< 8 <, entre dos rectas

PIpX+Py+Pz=0Yy q:gx+0,y+0g,z=0
viene dado por la formula

Se =Scotd = SA(pZ — ps)(qz — qs) + SB(p3 — pl)(q3 — ql) + Sc(p1 — pz)(ql - qz)

1 1 1
Pp P, Ps
. 9, 0

Demostracion.

19.11.2 Corolario.
El angulo orientado 8, 0< @<, entre las rectas p: px+ p,y+ p,z=0 ylarectaq

con punto impropio (u:v:w)

viene dado por la formula

39 =Scotd = USA(pz_ p3)+VSB(p3_ p1)+WSc(p1_ pz)
Up, +Vp, +Wp,

Demostracion. Si la recta g viene dada por la ecuacion q:g,x+0,Yy + 0,z =0, su punto

impropioes (U:v:w)=(0,—-0;:0;—q,:0, —0,), Y basta con sustituir en la formula de
19.11.1:

SA(pZ - ps)(% - Q3) + SB(p3 - pl)(q3 - Ch) + SC(pl - pz)(ch - qz) =
USA(pz - pa) +VSB(p3 - pl) +Wsc(p1 - pz)

1 1 1] [1-1  1-1 1 0 0o 1 o pp
P, P Po=(Pi—P, PP Pol=Pi—P P Ps Ps=| 2u U=
ql qz qs q1 - qz qz - q3 q3 w u qs

u(pl_ pz)_W(pz_ ps)ZUpl_upz_sz"'Wps:Up1+(_u_w)p2+wp3 =
=up, +vp, +wp, (U+Vv+w=0)



19.11.3 Ejemplo. Angulos orientados entre una recta y los lados del triangulo de
referencia.

Los angulos orientados que determina una recta general p: p,x+ p,y+ p,z=0 con los
lados AB, BC y AC del triangulo AABC de referencia son, respectivamente:

Con la recta BC: cot6, = Se (P~ Pa) = Sc(P, = Py)

S(p, —Ps)

Con larecta AC: cotd, = Sc (P, = P1) = Sa(Ps = Po)
S(ps—Py)

Con la recta AB: cotf, = Sa(Ps=P) = Se (P~ Ps)
S(pl_ pz)

Demostracion.
AB : z =0 — Punto impropio =(-1:1:0)

S(:otec = _SA(p2 — p3)+SB(p3_ pl) SB(pa_ pl)_SA(pz - ps) _

—P+P, P, — B
SA(pz B ps)_SB(p3_ p1) — SA(ps_ pz)_SB(pl_ ps) .
P, — P, P~ P,
COt@C — SA(ps_ pz)_SB(pl_ ps)
S(pl_ pz)

Y de la misma forma se demuestran las otras dos férmulas.

Problemas propuestos: 3.15, 5.19.



19.11.4 Proposicion. Determinacion de una recta conocido el angulo.
Las coordenadas del punto impropio de una recta sabiendo que forma un angulo
orientado @ con larecta dada p,Xx+ p,y+ p,z=0 son:

p18.2 + pz(sg _Sc)_ ps(sa +SB):
pzb2 + pa(sa - SA) - p1(89 + Sc):
p3C2 + pl(SH - SB) - pz(Se + SA)

Demostracion. Dada la recta p,x+ p,y+ p,z=0 y el angulo orientado &, sabemos por
19.11.2 que si (u:v:w) esel punto impropio de nuestra recta, se cumple
_ USA(pz - p3)+VSB(p3 - p1)+WSc(p1 - pz)
S, = =
Up,+Vp,+Wp,
Se(u Pp+VDP, +Wp3) ZUSA(pZ - p3)+VSB(p3 - p1)+WSc(p1_ pz) <

U(SA(pZ - ps)_ plsa)u +(SB(p3 - pl)_ pzsa)v"'(sc(pl_ pz)_ p3SQ)W=0
y ademas, u+v+w=0

. i u+v+w=0 . .
En general, un sistema del tipo tiene por solucion
Au+Bv+Cw=0

(u:viw)=(C-B:A-C:B-A)

Luego

u :C_B=(Sc(p1_ p,) - psse)_(ss(ps_ py) - pzsﬁ):
=Sc(Py—P2) = PsSy —Sg(Ps — P + RSy =
=ScPL—ScP, = P3Sy —Sg Py + S5 P+ RS, =

=(Sc +Se) P +(S) =Sc) P, = (Sy +Sg) Ps =
=a’p,+(S, —Sc)p, — (S, +Ss) Py

Y con las otras dos coordenadas el razonamiento es similar.

19.11.5 Corolario.

Las formulas de 19.11.2 y 19.11.4 nos proporcionan de un método para obtener la
ecuacion de una recta que pasa por un punto P y determina respecto de una recta r el
angulo que determinan dos rectas dadas p y q:

1. Calcularemos S, , (cotangente del angulo entre p y q) con la formula del apartado a.

2. Calcularemos el punto impropio de la recta t con la formula del apartado b.
3. Determinaremos la recta t que pasa por P y dicho punto impropio mediante

P




19.12 Rectas simedianas. El punto simediano.

19.12.1 Proposicion. Recta simediana.
Yavimos en 15.4.1 que, dado un tridngulo AABC , la simediana por A es la recta
simétrica de la mediana respecto de la bisectriz en el vértice A.

c

simediana

bisectriz

A” *B

Luego el &ngulo orientado de la simediana con el lado AC serd igual al &ngulo de la
mediana con el lado AB, cambiado de signo.
El baricentro tiene coordenadas (1:1:1) (ver 19.1.7), luego la mediana por A tiene por

ecuacion —y +z=0. El angulo entre la mediana y el lado AB ser4, aplicando 19.11.3:

S,1+1)—Sg(-1) 2S,+Sg
S -

Luego tenemos S, =—(2S, +S;).

La recta AC tiene por ecuacion y =0, luego el punto impropio de la simediana sera

(19.11.4):

cotd = =S,=Scotfd=2S, +S;

(S, =S¢ :b?:~(S, +5,))=(-25, —Ss =S¢ 16?125, +S, =S, )=
= (25, — (S +Sc):0%:S, +5,)=(-25, —a%:b?:c?)

Y por lo tanto, la simediana por el vértice A tendra por ecuacion:
X y 2

0= 1 0 0|=
~-25,-a> b® c?

0 O
b? sz

1 0
~-25,—-a* b’

1 0
-25,-a* ¢’

y

=—c’y+b’z< 0=c’y-b’z
Con razonamientos similares se llega a los puntos impropios y las ecuaciones de las
otras dos simedianas:

(a2 . —2S, —b? :cz), c’x-a’z=0
(az:b2 1 —2S, —cz) , a°z-b’x=0

Observacion: Los pies de las simedianas son los puntos de coordenadas (0:b?:c?),

(@*:0:¢?) y (a®:b*:0), con lo que las simedianas son las rectas por los vértices que

dividen al lado opuesto en la razén de los cuadrados de las longitudes de los lados
adyacentes.

Ejercicio propuesto: 3.16.



19.12.2 Proposicion. El punto simediano de un tridngulo.
Las tres simedianas concurren en un punto llamado simediano K = (a®:b?:c?),
también conocido como punto de Lemoine.

Demostracion. Esta claro que el punto K = (a®:b*:c?) satisface las tres ecuaciones
asociadas a las simedianas que hemos obtenido en el apartado anterior.

Nota histérica. Emile Michel Hyacinthe Lemoine (1840-1912) expuso propiedades
del punto conocido hoy como simediano o punto de Lemoine, por primera vez en 1873
(Nouvelles Annales de Mathématiques), luego en el Congreso de la Association
scientifique pour ’avancement des Sciences, al que dio el nombre de “centro de
medianas antiparalelas”. Posteriormente, en 1884, M. Neuberg en Memoire sur le
tétraedre (donde hace una generalizacion al tetraedro) le llamo ”punto de Lemoine”. No
obstante, este punto fue tratado en 1809 por LHuilier y en 1847 por Grebe, es por lo que
se conoce como “punto de Grebe”, en Alemania. En 1883, M. d’Ocagne introduce el
término “’simediana” para la recta obtenida como reflexion de una mediana de un
triangulo respecto a la correspondiente bisectriz (es decir, la mediana antiparalela de
Lemoine). Es Robert Tucker quién introduce el nombre de ’simediano”, para el punto
de concurrencia de las medianas.

(Extraido de "Geometria métrica y proyectiva en el plano con coordenadas baricéntricas. Algunos
topicos" de Angel Montesdeoca)



19.13 Conjugados isogonales.

19.13.1 Teorema. Conjugado isogonal. Transformacion isogonal.

Dado un punto P, las rectas simétricas de sus cevianas, respecto a las bisectrices, se
cortan en un punto P*, denominado conjugado isogonal de P. Se dice que AP y AP*
son rectas conjugadas isogonales respecto a AB y AC.

La correspondencia que a un punto P le asocia su conjugado isogonal P* (definida en
los puntos del plano, salvo en los lados del tridangulo de referencia) se le conoce como
transformacion isogonal, que FGM Ilama inversion del Capitan Mathieu (1865).

2 2 2
P:(u:v:w)—>P*:(a—:b : J
u

A

Estéa claro que el conjugado isogonal de P* es P, y que el incentro es conjugado isogonal
de si mismo. El simediano es un ejemplo de conjugado isogonal pues es el conjugado
isogonal del baricentro.

Demostracion. Sea P =(u:v:w) un punto cualquiera que no pertenezca a los lados del
triangulo de referencia.

=-Wy+vz< 0=wy—vz

X
Larecta APes: 0=|1
u

< O
S O N



Mediante 19.11.3 determinamos el &ngulo & entre AP y AB:
S — Sa(Ps —Py) = Sg (P — Ps) _ Sp(=v-w)-S5(0+V) _ SaA(V+W)+VS,
4
Pr— P, —-W W

La recta AP* determinard un dngulode S_, =-S, respecto de la recta AC, de ecuacion
y 0, luego aplicando 19.11.4 con p, = p, =0y p, =1, su punto impropio sera:
~S,—Sg:b%:1~(=S,+8S,))=(-S, - Sc :b?:S, S, )=

( S (V+W)+VS _s, :bz:SA(V+W)+VSB_SAj:
w

( (S (v+w)+vS) WS, :b*W:S, (v+Ww)+VS, —wS )
(~ve? —wb? :b?w:vc?)

La recta AP* sera:
X y z
0= 1 0 0 |=-vc’y+b*wz < c’vy—b’wz =0
—vc® —wb® b’w vc®

Con un razonamiento similar deducimos las ecuaciones de las otras dos cevianas de P*:
c’ux—a’wz =0, bux—a’vy=0

2
a” b” ¢
Que se cortan en el punto P*=(a’vw:b*wu :czuv):(— T —J
u v w

19.13.2 Ejercicio.
El ortocentro es el conjugado isogonal del circuncentro

Demostracion.
2 2 2
cz(azsA:bsz:czsc)ec*z( G M J (Si Si Si]:

a‘S, b°S; c°S.
Z(SBC:SAC:SAB):O




19.14 Los puntos de Brocard con coordenadas baricéntricas.
19.14.1 Proposicion. Coordenadas baricéntricas de los Puntos de Brocard
Recordemos (ver 11.8) que el Primer punto de Brocard es aquel que satisface

o =/QAB= /QCA= /QBC
C

o4

A B

Sea qy +rz =0 una recta genérica que pasa por A. El angulo que determina con el lado
AB es (19.11.3)
— SA(r —q)- SB(_r) — (q- r)SA — rSB -5 = (9- r)SA — rSB

coto
S(-q) qs g q

Luego aplicando 19.11.4, la recta BQ, que tiene este mismo &ngulo « respecto de BC,
tendra como punto impropio:

(a2:=(S, +Sc): S, —Ss)

Y por lo tanto su ecuacion sera:

X y z
1 0 0 1
0=|0 1 0 |= X+|, AR
a? —(S.+S.) S-S —(S,+Sc) S,-Sg| [a° —(S,+Sc)
- a C a  “B

0=(S, —Sg)x—a’z
Puesto que

S _SB:(q—r)SA—rSB_SB:(q—r)SA—rSB—qSB=qSA—rSA—rSB—qSB:

‘ g g g
_q(SA_SB)_r(SA+SB)_q(SA_SB)_rCZ_S _3 _E
B q B q TP g

2
La ecuacion de BQes 0 =(SA -5, —%jx—azz 0= ((SA -S.)q— rcz)x—azqz

De la misma forma, la recta CQ, que tiene este mismo angulo respecto de AC, tendra
COmo punto impropio:
(S, —Sc:b%:=(S, +S,))



Y por lo tanto su ecuacion sera:
X y z
0=l O 0 1 =
S,-S. b*> —(S,+S,)
=-b*x+(S, -S.)y < 0=b*x+(S. -S,)y

0 1
b2 —(S, +S,)

0 1|
Sa_SC _(Sa+SA)y_

X_‘

Simplificamos:
S.-S, =S _(@-r)S,—rSg _aSc —(q—r)Sp+rSy _ aSc —0S,+ 1S, +1Sp _
C a C q q q
q(Sc —Sa) +r(Sa+Sg) _ A(Sc —SA) + rc _s, —SA+r—C2
g q

Y por lo tanto, la ecuacién de CQ es
2

0=b2x+(8C —S;\wt%Jy<:>0:b2qXJr(rc2 —q(SA—SC))y

Estas tres rectas son concurrentes si y sélo si su determinante se anula:

0 q r
0=|((S,—Sg)q—rc? 0 —a‘q=
bzq rc? _q(SA _Sc) 0
(SA_SB)q_rC2 _azq n r(SA_SB)q_rC2 0 _
b?q 0 b’q rc —q(S, —Se)

—q(a’qb®q) + r((S, — Se)a - re? fre? —q(S, - Se))

Teniendo en cuentaque S, —-S; =(a+b)(b—a) y S,—-S. =(a+c)(c—a), esta
expresion se puede escribir como

—(a’q+c’r)(b*g® +a’gr —b’gr —c’qr +c*r?)
Tomando q=c* y r=—a* se anula el primer factor y por lo tanto cumple la condicion

de concurrencia. Asi pues:

Recta AQ:
c’y-a’z=0

Recta BQ:
0= ((SA ~S,)c* + azcz)x—azczz = ((SA —-S,)+ az)x— a’z=

((a+b)(b—a)+a2)x—azz :( 2_a? +a2)x—azz =b’x—a’z

Recta CQ:
b’x—c’y =0



Que concurren en el Primer punto de Brocard (tomando las rectas AQ y BQ):

X y oz
0=|0 ¢? —azz(

b? 0 -a?
1 1 1
)

De forma similar llegamos a las coordenadas del Segundo punto de Brocard:

1 1 1
602: C—Z?F

Claramente, el primer punto de Brocard y el segundo punto de Brocard son conjugados
isogonales.

2 2 2
a)l*z[ a b ¢ ]:(azbz:bzcz:czaz)z[i' L. 1j=a)2

2

0 c?
b2 0

0 -a°
b? -a’

¢ -a°
0 -a°

] = (— a’c’:—a’b?:-b’c ):

1/b% 1/c? "1/a° ¢z a’ b’
El &ngulo de Brocard o queda determinado por:

_(q-1)S,—rS; (c®+a%)S,+a’S, c’S,+a’(S,+Sy) c’S,+a’c?
a q CZ CZ C2

S,=S,+a°=S,+S, +S,

S

Observacion. Los puntos de Brocard no son centros de un tridngulo del tipo de la ETC;
sin embargo, puntos contenidos en la recta que ellos determinan, tales como su punto
medio (Xzg) Y su punto del infinito (Xs;) si lo son.



20 El plano complejo.

20.1 El Plano complejo como plano cartesiano real.

20.1.1 Definicion. El conjunto de nimeros complejos.

Entendemos por "plano complejo” al plano cartesiano real IR? introducido en el Tema
19 al que afiadiremos (en 20.2.1) una nueva operacion llamada "producto”.

Con esta nueva operacion, el plano "geométrico” adquiere unas propiedades
"numeéricas™ muy importantes, y por tanto cuando nos referimos a sus elementos
hablamos indistintamente como "puntos™ pero también como "ndmeros”. Esto puede ser
confuso, pero no debemos perder de vista que siempre son los mismos objetos: parejas

(x,y) de nimeros reales: C = IR”.

El conjunto de numeros reales se puede entender como un subconjunto de los niUmeros
complejos mediante la inmersion canonica:
7:IR—>C

X (x,0)
Los numeros de la forma (0,b) se Ilaman imaginarios puros.

Como plano cartesiano tenemos definida una suma:
z,=(a,b)
z,=(c,d)

Para la cual el elemento 0= (0,0) es elemento neutro,

}:> z2,+2,=(a+b,c+d)

Y un producto por escalares:
z=(a,b)

}:>/12=(}La,/1b)
LelR

20.1.2 Observacion. La notacion doble: Mayuscula punto y mindscula namero.
El plano complejo esta formado por puntos que son al mismo tiempo nimeros, pero
tradicionalmente se utilizan letras mayusculas para los puntos y letras mindsculas para
los nimeros. Para evitar confusiones denotaremos un mismo elemento del plano
complejo utilizaremos mayusculas cuando estemos en un contexto geométrico y
minusculas en un contexto algebraico, es decir,que Zyz, Aya, Byb, Cyc, etc...
denotan siempre lo mismo. Por ejemplo, el punto medio C de A y B vendra dado por
a+b
C e
2

Aqui nos referimos al punto C (Punto medio: Contexto geométrico, mayusculas) que es
también el nimero ¢ (Suma y division: Contexto numérico, mindsculas).



20.1.3 Definicion. Conjugado de un niumero complejo.
Dado z =(a,b), se define su conjugado z por

Z=(a,b)
Es decir, el conjugado es el simétrico respecto del eje real.

20.1.4 Proposicion.
a) z esrealsiysolosi z=zZ.
b) z es imaginario puro siy solosi z=-zZ.

Demostracion.

a) Supongamos que z es real. Entonces z=(1,00=>7=(1,-0)=z
Sea z=(a,b), y supongamos que z =2z . Entonces
(a,b)=(a,b)=b=-b=b=0=DbelR.

b) El razonamiento es similar.

20.1.5 Proposicion. Propiedades del conjugado.
a) Z+W=Z+W
b) iz=A2

Demostracion.
a)

Z= (21! Zz)
W= (W, W,)

}:> Z+W=(z,+W,Z, +W,) = (2, +W,,—(Z, + W,)) = (2, + W,,~Z, —W,) =

= (21’_22) + (Wl’_WZ) =Z+W

b)

2=(2,,2))|  — /5 B e
= Az =(Az,,A2,) =(Az2,,-Az2,) = A(2,,—2,) = AZ

A€lR



20.2 Multiplicacion y division de nimeros complejos.

20.2.1 Definicion. Producto de nUmeros complejos.
Definimos el producto de nimeros complejos de la siguiente forma:

N
b:(bl,bz)}za b—(a1b1 azbz,a1b2+a2bl)

El 1=(1,