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PROLOGO

Con certeza, la emocion que mas se asocia con la palabra matematicas es proble-
ma. Para quienes amamos las matematicas, los problemas son la esencia y alegria
de ese mundo magico que empieza con los nimeros y llega mas alla de las fronte-
ras del infinito, en las alturas de las abstracciones mas profundas que los humanos
jamas hayamos construido y conocido.

Pero la realidad es que esa alegria, dado el nimero de habitantes del planeta, la
compartimos muy pocas personas. Para la gran mayoria las matematicas son difi-
cultad, obstaculo, molestia o, dicho de otra manera, un dolor de cabeza. El lio es que
este dolor dura muchos afios. A veces, toda una vida.

Desde que entramos a la guarderia, ya tenemos que vérnoslas con los ndimeros
y asi, afio tras afio, en el colegio y en la gran mayoria de programas de educacion
superior. Es importante aclarar que esto no se debe a la decisién caprichosa de las
autoridades educativas, confabuladas para hacerles la vida imposible a nifios y ni-
fias. La razén esta en que no es exagerado afirmar que el universo se expresa en el
lenguaje de las matematicas, y si queremos comprenderlo y transformarlo, estamos
obligados a conocer sus secretos, y por supuesto a conocer muy bien su lenguaje.

El espacio que tengo es muy reducido para extenderme en el protagonismo de las
matematicas en la vida de las personas. Baste con decirles que las matematicas
estan por todos lados, muchas veces pasan inadvertidas, pero ahf estan, y sin vaci-
lar me atrevo afirmar que si queremos ser parte de este mundo, en nuestro equipaje
debemos cargar por lo menos con una dosis minima de conocimiento matematico.
Por eso tenemos que estudiarlas durante tantos afios.

Como es de esperarse, las matematicas suscitan numerosas y acaloradas polé-
micas. Asi ocurre con los temas verdaderamente trascendentales en la vida. Pero,
polémicas aparte, nosotros en Antioquia la mas educada nos hemos propuesto
hacer de este un mundo mejor y por lo tanto es I6gico que mejoremos los conoci-
mientos matematicos de nuestros estudiantes. ;.Y saben cémo vamos a hacerlo?



Poniéndoles mas problemas. No se alarmen, para alcanzar un conocimiento razo-
nable de matematicas, que nos sea Util para la vida, tenemos que resolver muchos
problemas. Con muy contadas excepciones, a la mayoria de los humanos nos toca
ganarnos el pan con el sudor de la frente y aprender matematicas dedicando mu-
chas horas a hacer problemas.

De cualquier forma, no es para asustarse. Las cosas no son tan dificiles como a
veces parecen. De hecho, estamos convencidos de que resolver problemas mate-
maticos es una actividad divertida. Esta coleccion de problemas es una muestra.
Trabdjenlos, dediquenles tiempo, disfritenlos con sus amistades, en el colegio con
sus docentes, en la casa cada noche, en fin, jahora los problemas son de ustedes! Si
los saben resolver, van por muy buen camino, no lo duden. Se puede.

Sergio Fajardo Valderrama
Gobernador de Antioquia



100 PROBLEMAS
QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

“Las Matematicas son como un edificio. Para que el edificio se sostenga firmemen-
te es necesario que tenga buenas bases.

Los conceptos elementales que se recogen en los textos de la Red Matematica
Antioquia son las bases que debe haber construido, con ayuda de sus maestros, un
alumno que aspire a tener un buen desempefio en Matematicas. Se observara que
en ellos se ha tratado de describir en detalle los pasos a sequir en cada tema, gjerci-
cio o problema propuesto.

Pensamos, basados en nuestra propia experiencia, que ésta es una buena manera
de aprender Matematicas. Volviendo a la analogia inicial, asi como un muro del edifi-
cio se construye poco a poco poniendo cada uno de los ladrillos que lo componen, la
solucién de un ejercicio o problema matematico es una sucesion ordenada de pasos
|6gicos y coherentes.

Si en la construccion del muro faltan ladrillos o hay ladrillos mal puestos es muy
posible que el muro se derrumbe.

Si en la solucién de un problema matematico los pasos estan mal concatenados o
faltan pasos, probablemente la solucidn sea incorrecta.

Asi como un deportista debe dedicar muchas horas diarias a su entrenamiento,
para poder sofiar con triunfar, si queremos mejorar nuestra comprension de las
Matematicas es necesario repasar lo mismo muchas veces, aunque parezca mono-
tono y repetitivo, de esta forma podremos enfrentar con mayor lucidez la construc-
cién del edificio de las Matematicas” (Sociedad Colombiana de Matematicas).

Hemos seleccionado 100 ejercicios de Matematicas de las areas de Aritmética,
Geometria, Algebra, Teoria de Conjuntos, Matematicas Financieras, Geometria
Analitica, Trigonometria, Pre Calculo y Estadistica Descriptiva.

Estos ejercicios se han construido a partir de los problemas publicados por las
Olimpiadas del Conocimiento, por los Retos Matematicos de la Red, en los exdamenes
de admisién de diferentes universidades, en las Pruebas Saber y Pisa, y en las dife-
rentes bases de datos de las Olimpiadas de Matematicas que circulan en internet,
como las mexicanas, espafolas, venezolanas, bolivianas, etc.



Para trabajar los ejercicios consideramos necesario repasar o estudiar los con-
ceptos tedricos que son esenciales para conocer, comprender y desarrollar las
Matematicas y para lograr una buena formacién y desempeno en Matematicas du-
rante el bachillerato. A continuacién haremos una enumeracion de estos conceptos
tedricos en las diferentes areas de la matematica:

ARITMETICA

1. Losnumeros naturales, operaciones, propiedadesy sistemas de numeracion.
Los numeros enteros, operaciones, propiedades, valor absoluto de un

N

He

numero.
3. Numeros primos, descomposicion en factores primos. Teorema fundamen-
tal de la aritmética.

4. Criterios de divisibilidad, el maximo comun divisor y el minimo comun
multiplo.

5. Los numeros racionales, operaciones, propiedades, relaciones de orden.

6. Los numeros reales, propiedades, intervalos, aproximacion de nudmeros
reales.

7. Proporciones, porcentajes, magnitudes, regla de tres simple y compuesta.

8. Progresiones aritméticas, geométricas, sumatorias.

GEOMETRIA

9. Puntos, rectas y segmentos de recta.
10. Congruencia y operaciones con segmentos de recta.
_A 11. Angulos y clasificacion de angulos.
12. Perpendicularidad y paralelismo.
13. Angulos formados por rectas cortadas por una secante.
14. Triangulos, clasificacion de triangulos, congruencia de triangulos.
15. Rectas en el triangulo y Proporcionalidad de segmentos de recta.
16. Semejanza de tridngulos.
17. Cuadrilateros, cuadrilateros especiales, poligonos, areas, perimetro.
18. Teorema de Pitagoras.
19. La circunferencia y sus propiedades.




ALGEBRA

20. Concepto de variable: niUmeros vy letras.

21. Polinomios: suma, resta, multiplicacion y division de polinomios.

22. Factorizacién o descomposicion en factores, productos y cocientes notables.
23. Division sintética, teorema del residuo y teorema del factor.

24. Teorema fundamental del Algebra, ecuaciones de primer grado o lineales.
25. Fracciones algebraicas: suma, resta, multiplicacion y divisién.

26. Potenciacion y radicacion.

27. Ecuaciones de segundo grado o cuadraticas.

28. Sistema de dos ecuaciones lineales y determinantes.

TEORIA DE CONJUNTOS

29. Definicion, conjunto universal, conjunto vacio, diagramas de Venn, subcon-
juntos, inclusion y complemento de un conjunto.

30. Operaciones de unién, interseccion y diferencia entre conjuntos.

31. Producto cartesiano, conjuntos infinitos, légica proposicional.

ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y COMBINATORIA

' A 32. Poblacién, muestra, obtencion de datos y su representacion gréafica.
\ ﬂ@ﬂ@ﬂ 33. Frecuencia, histograma, media, varianza y percentiles.

34. Permutaciones, combinaciones y técnicas de conteo.

MATEMATICAS FINANCIERAS

35. Capital presente, futuro, interés simple.
gﬁ@ 36. Interés compuesto, capitalizacion.

TRIGONOMETRIA

37. Funciones trigonométricas de angulos en posicion candnica.
38. Funciones trigonométricas de nimeros reales.

39. Identidades trigonométricas.

40. Ecuaciones trigonométricas.

471. Resolucion de triangulos: ley del seno, ley del coseno.

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER



GEOMETRIA ANALITICA

42. Linea recta, perpendicularidad y paralelismo.
43. Circunferencia.

44. Elipse, parabola, hipérbola.

45. Vectores algebraicos.

INTRODUCCION AL CALCULO

46. El plano cartesiano, representacion de un punto en el plano.

47. Conjuntos reales, intervalos y valor absoluto.

48. Desigualdades lineales y cuadraticas.

49. Definicion de n-factorial, coeficiente binomial y teorema del binomio.

50. Funciones, funcién biyectiva y funcién inversa, funciones pares e impares.

51. Funcidn lineal, cuadratica, cubica, polindmica y funcion racional.
52. Funcién exponencial y logaritmica.

53. Funciones trigonométricas.

54. Algebra de funciones y composicion de funciones.

55. Gréfica de las funciones en el plano cartesiano.

Al conocimiento de los conceptos basicos lo debemos acompafiar de una meto-
dologia para la resolucion de problemas. En 1945 el matematico hungaro George
Polya, en el prefacio de un texto aun vigente titulado “How to Solve It “(Cémo plantear
y resolver problemas), nos dice:

"Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero en la solucion de todo
problema, hay cierto descubrimiento. El problema que se plantea puede ser modes-
to; pero, si pone a prueba la curiosidad que induce a poner en juego las facultades
inventivas, si se resuelve por medios propios, se puede experimentar el encanto del
descubrimientoy el goce del triunfo. Experiencias de este tipo, a una edad convenien-
te, pueden determinar una aficion para el trabajo intelectual e imprimir una huella
imperecedera en la mente y en el caracter”.

A modo de ejemplo presentamos la solucién de un problema de Matematicas
usando la metodologia de Polya.



Ejemplo del método para resolver problemas matematicos segun Polya
Daniel con sus ahorros compro, por cuotas, un libro de Julio Verne y lo pagd de la
siguiente manera: la primera semana abond %de sus ahorros, la segunda semana %
y canceld en la tercera semana 2.200 pesos. ;Cuantos pesos tenia ahorrados Daniel?

Solucion

Primer Paso: Leer y comprender el problema.

Para poder resolver un problema primero hay que entenderlo. Se debe leer despacio
y con mucho cuidado. Si en una primera lectura no se tiene claridad, volver a leerlo
y analizarlo con los compafieros de estudio. Seguir explorando, hasta entender las
relaciones dadas en la informacidn proporcionada. Para ello podemos formularnos
preguntas del siguiente tipo:

¢Qué nos dice el ejercicio? ; Qué nos solicita encontrar? ;Cuales son los datos y las
condiciones del problema? ; Podemos hacer una figura, un esquema o un diagrama?
¢ Podemos estimar la respuesta?

En nuestro caso lo que nos dice el problema es que Daniel va a gastar sus ahorros
comprando un libroy lo paga por cuotas en tres semanas. Nos pregunta por el valor
de los ahorros que tenia.

Y nos da la siguiente informacidn sobre los datos y condiciones del problema.

En la primera semana utiliza % de sus ahorros para pagar el libro, en la segunda %
y en la tercera semana cancela 2.200 pesos.

Con la siguiente grafica representamos la informacién dada en el enunciado del
problema:

Pagos semanales

T°semana 2°semana 3°semana
3/8 1/6 2.200

Segundo paso: Elaborar un plan o definir una estrategia.
En esta fase tratamos de hallar relaciones entre los datos y el tipo de respuesta
que nos piden hallar. Se debe elaborar un plan o estrategia para hallar la respuesta
solicitada.

Debemos definir como denominamos los datos y las incégnitas, definir cudles son
las operaciones que las relacionan e indicar las etapas para realizarlas.

Algunas preguntas que se pueden responder en esta fase son:

¢Conoce otro problema andlogo que le ayude? ¢Puede escribir de otro modo el
enunciado?

1"
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¢Qué notacion se va escoger para denominar los datos y las incégnitas? ;Usé
todos los datos, condiciones? ; Tratamos de organizar los datos en tablas o graficos?
¢ Existen diferentes alternativas de solucion del problema? Pensada una estrategia
¢ se puede realizar?

Denominamos con la letra x la cantidad de ahorros, en pesos, que gasta Daniel en
la compra del libro.

Pagos de la primera semana %X pesos. Pagos de la segunda semana %X pesos.
Pagos de la tercera semana 2.200 pesos.

El total de ahorros x es igual a la suma de los gastos durante las tres semanas y esta
informacién la podemos escribir como una ecuacion algebraica:

x=X 1% 2200
8 6

Tercer paso: Ejecutar el plan.
De acuerdo a la estrategia definida en primera instancia, realizamos las operaciones
en el orden establecido, verificando paso a paso si los resultados estan correctos. Si
en la verificacion encontramos errores 16gicos en el planteamiento debemos redefi-
nir o buscar otras alternativas de solucion. Si se encuentran errores numeéricos en los
calculos, basta hacer las correcciones debidas. Sino se tiene éxito en la primera bus-
gueda de la solucion es necesario volver a empezar con paciencia con la seguridad
gue estos intentos son experiencias positivas para enfrentar nuevos retos.

Para resolver esta ecuacion agrupamos todos los términos que contienen la incég-
nita x en el lado derecho de la ecuacion y obtenemos:
X—%X—§=2.200. La suma de estos fraccionarios la realizamos encontrando el minimo
comun multiplo de 8, 6y 1 es decir, el mem(8,6,1)=24. Entonces:

24x-9x—4x 11x

=2.200 . Simplificando la expresion algebraica tenemos —==2.200 y asf en-

2.200x24 24
11

contramos el valor de la incognita x =200x24=4.800

De esta manera podemos afirmar que los ahorros que tenia Daniel eran 4.800 pesos.

Cuarto paso: Hacer la verificacion.
En la verificacién analizamos la solucion obtenida, revisando si la respuesta es co-
rrecta y cumple con los datos y condiciones del enunciado y adicionalmente pen-
samos si podriamos usar otro plan diferente al realizado. En esta etapa podemos
también hacer una generalizacion del problema o formular otros nuevos a partir de
él. Para ello podemos preguntarnos:

¢La respuesta tiene sentido? ;Cumple con las condiciones establecidas en el



enunciado? ;Hay otramanera de hallarla solucién? ; Hay posibilidades de generalizar?

Sabiendo que x=4.800, los pagos realizados son: En la primera semana 3X‘;800=1.80o
En la segunda 1X#8%0_g44 y en la tercera semana 2.200

Sumando 1.800+800+2.200=4.800 .

Dejamos al lector la busqueda de otros problemas analogos al que hemos resuelto.

En la parte final de este trabajo suministraremos toda la bibliografia usada, asi
como las direcciones de internet de las bases de problemas consultadas.

Esperamos que estos problemas y sus soluciones sean una fuente de aprendiza-
je para los estudiantes y que ademas les permita abordar con éxito el ingreso a la

Universidad, asi como tener un desempefio académico adecuado en las carreras que
hayan elegido e ingresado.

RED MATEMATICA ANTIOQUIA
2015

13
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(o, ARITMETICA

Resolver: {31-[17x(23-20)—150+6]+9x2}+23

19 17 23 2

o . . 19
Hallar la respuesta de la siguiente suma de fraccionarios Tt ItETE

. . . 1 . 2
La familia Restrepo consumié el domingo 5 de una pizza y el lunes consumio - del resto de
la pizza. ;Cuanta cantidad de pizza les falta por consumir?

Al realizar las operaciones propuestas con las dreas sombreadas de los tres circulos de areas
unitarias que se muestran en la figura. ;Cudl es el resultado?

Felipe, ¢puedes encontrar dos nUmeros enteros positivos p y g que cumplen la siguiente con-
dicion: el maximo comun divisor de py g es 10, mcd(p,q)=10 y el minimo comun multiplo de
pY qes 240, mem(p,q)=2407



1

Daniel realiza la division - la cual no es exacta y por ello continué realizando la division hasta
gue obtuvo 2.000 cifras después de la coma decimal. ; Cudl es la tltima cifra que Daniel obtuvo?

8

. e . 7
Hallar todos los nimeros enteros positivos de dos cifras ab tales que: Z_b:Z
a

9

. ;o s 1
¢Cuanto suman los primeros 100 digitos que aparecen después de la coma al desarrollar 137

10

¢Cual numero de estos nimeros 999! 0 500°° es el mayor? Explicar la respuesta.

11

Cuéles son las dos ultimas cifras del resultado de la suma Zn—l n!
En donde nl=1x2x3xX...x(n-1)xn

12

En Cisneros, tres trapiches A, By C producen la panela de la siguiente manera: por cada 7 kilos
de panela que produce el trapiche A, el B produce 5 y por cada 3 kilos que produce B, el trapi-
che € produce 2. En ocho horas, el trapiche A produjo 550 kilos mas que el C. ;Cuantos kilos
produjo el trapiche B en esas 8 horas?

13

Enuna vivienda rural hay un tanque de almacenamiento de agua potable de 2.400 litros. El tan-
gue tiene dos tuberias que lo llenan en 10 y 12 horas respectivamente. La tuberia de desaglie
lo puede vaciar en 20 horas. Si las tres tuberias se abren simultaneamente y luego se cierran,
cuando el tanque se llena, ¢Cuantos litros salieron por la tuberia de desagtie?

14

Daniel, ;puedes encontrar los nimeros enteros m y n que cumplen con la siguiente ecuacion:
11 1 1 1 23 9

+...
3 15 35 63 mxn 47

19
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2 GEOMETRIA

15

Determinar los lados del triangulo rectangulo del que se conocen el perimetro p=60 cm y la
altura sobre la hipotenusa h=12 cm.

Si tomamos una hoja rectangular y la pegamos como se indica en la figura, obtenemos un

rectangulo de 3 cm por 4 cm.

Calcular las dimensiones de la hoja antes de plegarse.

17

Se tiene un tanque en forma de cono recto invertido de 3 m de altura y de 2 m de didmetro en

la parte superior. Si el tanque esta parcialmente lleno de agua, con 1.8 m desde el vértice hasta
la superficie, calcule el radio de la superficie de agua.




18

En un hexagono DEFGHI, Daniel y sus amigos dibujaron el tridngulo ABC trazando rectas per-
pendiculares a los lados del hexagono en los vértices F, DY H. Luego trazaron perpendiculares
a estas, desde los vértices E, Gy 1. Si el area del hexagono es de 196 cm?, ;Cual es el area del

triangulo ABC?

19

Raquel dibujé un triangulo equilatero ABC, de perimetro 3a cm. Daniel superpuso sobre él, otro
triangulo equilatero del mismo perimetro y con sus lados paralelos a los del triangulo ABC.
¢Cual es el perimetro del hexagono sombreado MNPQRS?

B

20

Un cuadrado ABCD de centro 0y lado 1, gira un angulo a en torno a 0. Hallar el area comun a

ambos cuadrados.

A
B M/\P
A
\
\,
c \_— D

21



22

21

Las alturas del triangulo ABC se cortan en el punto H. Se sabe que AB = CH. Determinar el valor
del angulo BCA.

22

Dado un tridngulo de vértices 4, By C, y con lados de longitud a = BC, b = ACY ¢ = AB, llamemos
D al punto de interseccion del lado AB con la bisectriz del angulo €. Entonces mostrar que CD
es igual a:

2ab x cos(%)

CD=
a+b

a/2

23

Si un punto situado en el interior de un triangulo equilatero dista de los vértices 3, 4 y 5 unida-
des. ¢Cuanto mide el lado del tridangulo?




24

Los lados del triangulo ABC miden AC=26 cm, AB=17 cm Y CB =19 cm. Las bisectrices de los
angulos de vértices Ay B se cortan en el punto D. Por D se traza una paralela a AB que corta a
los lados AC y CB en los puntos G y H respectivamente. Calcule el perimetro del triangulo CGH.

6 N

N

25

En el rectadngulo ABCD los puntos E, F, G y H son los puntos medios de los lados AB, BC, CD y
AD, respectivamente, y I es el punto medio de HG. ;Qué fraccion del area del rectangulo ABCD
tiene el tridangulo EFI?

26

Una alfombra de 1 ¢cm de grosor es enrollada hasta formar un cilindro de un metro de diame-
tro. ;Cual es el valor mejor estimado del largo de la alfombra?

23



24

21

Si el paralelogramo ABCD tiene un area de 1 m?y los puntos E y F son los puntos medios de los
lados AB y CD respectivamente, ¢ Qué area tiene la region sombreada?

D

28

Dado un triangulo cualquiera ABC y un punto P situado en el lado BC, construir una recta que
pase por Py divida el area del triangulo ABC en dos regiones de area igual.




ALGEBRA

29

Hallar un numero positivo tal que su cuadrado menos el doble de dicho nimero es 48 vy si
azbya#-b, ;Cudl es el resultado que se obtiene al simplificar la expresién algebraica
(a’+b*) (a*-2ab+b?)
(a*=b?) (a*—ab+b?)

30

Un rectangulo tiene una altura de 3 veces la longitud de la base. Si se incrementan la base
en 3 cmy la altura en 5 cm entonces el drea es de 319 cm?. ;Cuales son las dimensiones del
rectangulo?

Dividir el polinomio 5x*—2x+1 entre x+1

Factorizar la expresion algebraica 6y*+11y-21

33

En mi calculadora una de las teclas del 1 al 9 funciona mal: al apretarla aparece en pantalla un
digito entre 1y 9 que no es el que corresponde. Cuando traté de escribir el nUmero 987654321,
aparecio¢ en la pantalla un numero divisible por 11y que deja resto 3 al dividirlo por 9. ;Cual es
la tecla descompuesta? ;Cual es el nimero que aparecié en la pantalla?

34

Daniel, Anita y Teo deben entregar impresas las 4.200 tarjetas de navidad que disefiaron en su
taller. En la primera semana imprimieron 50 tarjetas diarias y a partir de la segunda semana,
aumentaron la impresién en 100 tarjetas por semana. Si empezaron un lunes y no trabajaron
los domingos, ¢cuantos dias se demoraron en entregar todas las tarjetas?

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

N
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26

35

Paola, Teo y Daniel escuchan el nimero 13 y uno de ellos le suma 1y dice 14, otro le suma 2
a este numero y dice 16 y el Ultimo le suma a este numero 3 y dice 19, como le toca el turno
al primero este suma 1y dice 20 y asi siguen contando. A Teo se le escucha decir 61, a Daniel
40y a Anita el 602. ;Cual de los tres dice 2.006?

36

Hallar las cuatro ultimas cifras de 32004

31

Enel colegio de Daniel tienen tres tarros de pintura blanca para pintar el salén de clase. Anita
V|erte = del primer tarro en el segundo. En segmda Felipe vierte 1 del contenido del segundo
tarro en el tercero y por ultimo Mateo V|erte — deI tercertarroen el primero. Al final cada tarro
quedd con 9 galones de pintura. (Qué can’udad de pintura habia inicialmente en cada tarro?

38

Si un nimero positivo x verifica la relacion x2+i2:7. Entonces cual es el valor entero de X5+F
X

39

Usando los productos notables, simplificar la expresion XX’ 435y + 3%y +
X2+x+y

40

Si p es un numero real y las raices de la ecuacion x*+2px*-px+10=0 estan en progresion arit-
meética, determinar dichas raices.

41

¢Cuantos numeros, comprendidos entre 1.000 y 9.999, verifican que la suma de sus cuatro digitos
es mayor o igual que el producto de los mismos? ; Para cuantos de ellos se verifica la igualdad?

42

Hallar todos los ndmeros naturales de 4 cifras, escritos en base 10, que sean iguales al cubo
de la suma de sus cifras.



43 2(x-y)

Racionalicemos el denominador de la expresion N

Y ademas racionalicemos el numerador ———
hxx+h

44

.Cudl es el resultado de la operacién log,8+log,27+log, 64 ?

45

Dado el polinomio p(x)=x*+Bx*+Cx+D, probar que si el cuadrado de una de sus raices es igual
al producto de las otras dos, entonces B*D=C?

46

Calcular los nimeros p y q tales que las raices de la ecuacion x*+px+q=0
Sean Dy 1-D, siendo D el discriminante de esa ecuacion de segundo grado.

4]

- . . 3x-5y=2 (1
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones: { d =

4x+2y=9 (2)

21
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48

Tenemos los conjuntos de nimeros enteros A={1,3,4,8}, B={3,4,5,6}, c={-1,0,2,5}, ;Cudl es el
resultado de la operacion AnBuC?

49

¢Qué operaciones entre los conjuntos A, B y C representa la region no sombreada de la
siguiente grafica?

o0

En un colegio del departamento de Antioquia se hizo una encuesta a 100 estudiantes sobre
las preferencias con respecto a las asignaturas de matematicas y de biologia. Al analizar los
datos que entrega la encuesta se encuentra que las personas que le gustan las dos asignatu-
ras son el triple de los que les gustan solo las matematicas, el doble de los que les gusta solo
la biologia y cuatro veces el nimero de los que no les gustan estas dos materias. ;A cuantos
estudiantes les agradan las materias de matematicas?

o1

En un municipio de Antioquia al 60% de los jovenes les gusta el equipo Barcelona, al 50% les
gusta el Nacional y al 40% de los que les gusta el Nacional también les gusta el Barcelona.
¢Qué porcentaje de los jévenes no les gusta ninguno de estos dos equipos?



02

Felipe da a cada uno de los libros de la biblioteca de su colegio una clave de tres letras utili-
zando el orden alfabético: AAA, AAB, AAC,... AAZ, ABA, ABB, etc. Considerando un alfabeto de
26 letras y que en la biblioteca hay 2203 libros ;Cual fue el ultimo cédigo que Felipe utilizé en
la coleccion de libros de la biblioteca?

03

La mitad de los estudiantes que termina el grado 11 en un colegio, han decidido presentar-
se al examen de admision de la carrera de Bioingenieria, 13 S€ presentaran a Sistemas'y %
quieren presentarse a las dos carreras mencionadas. Si el resto de los estudiantes, que son
31, aun no han escogido a qué carrera presentarse, icual es el nimero de estudiantes que

termina el grado 117
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DESCRIPTIVA Y TECNICAS DE CONTED

04

En el colegio de Paola, su profesora de matematicas hace examenes que se califican de a
puntos. Paola tiene una media de 60 puntos en cuatro examenes. En el quinto examen sacd
80 puntos. ;Cual es la media de las notas de Paola en matematicas en los cinco exdmenes?

¢Cual es la probabilidad de que al tirar 2 dados, el resultado sea un nimero primo?

06

¢De cuantas formas se puede elegir un comité de 3 personas de un grupo de 20? ;Y de cuan-
tas maneras, si uno debe ser el presidente, otro el vicepresidente y el tercero el secretario?

o]

¢Cuantas iniciales diferentes podemos hacer con dos o tres letras del alfabeto? ;Cuantas
letras deberia tener el alfabeto para que un millén de personas diferentes se pueda identificar
con iniciales de dos o tres letras?

08

En el colegio de Daniel la razén del nimero de mujeres al nimero de hombres es de 10 a 9. Si
la edad promedio (media aritmética) de las mujeres es 16 y la edad promedio de los hombres
es 18. ;Cual es la edad promedio del colegio?

09

En una reunién hay 201 personas de 5 nacionalidades diferentes. Se sabe que, en cada grupo
de 6, al menos dos tienen la misma edad. Demostrar que hay al menos 5 personas del mismo
pais, de la misma edad y del mismo sexo.



60

En cuantos partidos de un torneo de futbol con 32 equipos participantes, como en el mundial
2014, se pueden encontrar en las alineaciones iniciales, dos jugadores que hayan nacido el
mismo dia.

61

En un equipo de futbol tenemos 11 jugadores, cuyas camisetas estan numeradas del 1 al 11.
Elegimos al azar 6 de ellos. ;Cual es la probabilidad de que la suma de los numeros de sus
camisetas sea impar?

62

¢Cual es la probabilidad de que al lanzar una moneda dos veces salga al menos una cara?

63

¢Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 0, 1, 2, 3, si el Ultimo nume-
ro debe ser cero y un nimero digito no se puede repetir al formar cada nimero?

64

Si con los digitos 1, 2, 3, 4 formamos ndmeros de dos digitos diferentes y luego selecciona-
mos al azar uno de estos ndmeros, ;cual es la probabilidad de sacar un nimero impar?

65

En la siguiente tabla se muestran las calificaciones de matematicas de un grupo de 7 estu-
diantes. ;Cuadl es el valor de la media de estas calificaciones?

Estudiante  Juan  Andrés  Felpe Santiago  Matias ~ Jacobo  Lucas

Calificacion . 45 35 42 43 . 38 . 37 4

66

Anita reparte al azar tres invitaciones a su cumpleafios entre tres amigos. ;Cudl es la proba-
bilidad de que al menos una de las invitaciones llegue a su destino correcto?

31



32

67

Anita coloca tres balotas marcadas con los nimeros 1, 2, 3 en una bolsa. Se saca una balota
y se anota el nimero y ella se devuelve a la bolsa. Este proceso se repite otras dos veces. Si
todas las balotas tienen la misma posibilidad de ser extraidas cada vez, y si la suma de los
tres nimeros anotados es 6, ;cudl es la probabilidad de que se haya sacado la balota marca-
da con el nimero 2 en las tres ocasiones?



— MATEMATICAS
_g8 FINANCIERAS

68

Felipe le presta $800.000 a Daniel para organizar su taller y le pone como condicion que a los
cuatro meses le devuelva la suma de $960.000. En esta transaccion ¢ Cudl es la tasa de interés
simple mensual que cobra Felipe?

69

Un banco otorga al padre de Anita un préstamo de $1.200.000 a 6 meses y a una tasa de
interés simple del 24% anual. ;Qué interés i mensual paga el papa de Anita y cual es el valor
futuro F?

10

Una cooperativa de ahorro, otorga al propietario de un café internet un préstamo de $5.000.000
durante 8 meses. Si al final de lo pactado, la persona ha pagado $6.600.000, ;cuanto dinero
pago en intereses y cual es la tasa de interés simple mensual?

11

Daniel deposita $1.000.000 en una corporacion financiera, ella le paga por el depdsito, un di-
nero por el cual le reconoce una tasa de interés del 249% anual con capitalizacion trimestral.
¢Cual sera el valor ahorrado al final de un afio, con interés compuesto y con interés simple?

12

Para dentro de un afio, la mama de Teo necesita $1.800.000 para pagar su matricula. Si la
corporacion le ofrece 20% anual con capitalizacion trimestral. ; Cuanto deberd depositar hoy
para conseguir el valor de la matricula de Teo?

Siun banco presta dinero al 2% mensual ¢En cuanto tiempo duplica su capital?

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER
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14

Una entidad financiera ofrece, que por cualquier cantidad de dinero que un ciudadano deposi-
te en sus oficinas, le entregara el doble del depésito al cabo de 36 meses. ;Cual es el interés
que esta pagando?



TRIGONOMETRIA

Verifique la identidad: cos(t)(tan(t)+cot(t))=csc(t)

Encuentre la solucion de la ecuacion trigonométrica: 2cos(t)*+cos(t)-1=0, para 0<t<2rm .

11

¢Si en un triangulo ABC conocemos dos lados b, ¢y su area A=
tercer ladoa ?

4xbx .
€ c6mo calculamos el

C

18

Determine cuantos triangulos pueden, ver figura, construirse conociendo dos de sus lados y
un angulocona=35b=5y a=30° Resuelva los tridngulos.

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica: cos5x—cos7x=0

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER
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80

La ecuacién cuadratica x*—ax+b=0 tiene como raices tan(«) y tan(f3). Por otro lado, la
ecuacion cuadratica x*—cx+d =0 tiene a cot(«)y a cot(B) como sus dos raices. ;Cual es
el valor de c¢xd ?

81

Realizar las operaciones necesarias para mostrar que la expresion

senx + sen(3x)+ sen(5x)
cos x +cos(3x)+cos(5x)

Esigual a tan(3x)

82

Exprese

sei‘lz(x)+ \/§C05(X) en la forma kcos(x+ )



~~ GEOMETRIA ANALITICA E
INTRODUGCION AL CALGULO

83

Exprese en términos de desigualdades los siguientes intervalos y representarlos graficamente:
a) [-38]
b) [5.12]

C) (2]

84

Hallar los intervalos que corresponden a las siguientes operaciones:
a) [5.9]u(3.6)
b) [5.91n(36)

8%

Resuelva las siguientes desigualdades lineales.

a) 6—x<2x+9
b) 1 4-3x 1
2° 5 4

86

Simplifique las siguientes expresiones, dando la respuesta sélo con exponentes positivos:
a) (4a'b*)’ (5a°b°)

(385

817

Realice las operaciones indicadas y simplifique:

i x’—x-12 3+x

X
x*-9 4—x
4y*-9 2y+y 3
i 2°+9y-18 y*+5y—6

2x*—3x-2
x2-1

2x*+5x+2

X +x-2

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER
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88

Halle la ecuacién de la recta que pasa por el punto €(3,2) y es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos A(1,1) y B(5,-1).

2+ C

89

La recta L, tiene por ecuacion y=4x-3 y larecta L, es simétrica a la recta L, con respecto al
eje x. ;Cual es la ecuacion de larecta L,?

L2 La

90

Trazar la grafica de f(x)=|x+2

91

Encontrar el dominio y el rango de la funcion fdefinida por f(x)=x*+4

92

Dadas las funciones fy g definidas por f(x)=vx y g(x)=x*-5 calcular la funciéon compuesta
de fcon g, (gof)(x) y hallar su dominio y rango.

93

Determinar el dominio y el rango de la funcion f(x)=7++/3x-6



94

Una calculadora tiene dos teclas especiales Ay B. La tecla A transforma el nimero x que esté
1 . . .

en la pantalla en =. La tecla B transforma el nimero x que esté en la pantalla en 1-x. Camilo
X

comenz6 a pulsar las teclas A, B, A, B,. . . en forma alternada. Luego de realizar 848 pulsacio-

nes, en la pantalla quedd el nimero 0.8 ;,Qué ndmero estaba inicialmente en la pantalla?

95

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en (-4,2) y radio 2.Grafique esta
circunferencia.

96

51 1 . . .
Muestre que la ecuacion x*+y +ox+2y+ =0 representa una circunferencia y determine el
centroy el radio de esta circunferencia.

97

Una elipse tiene focos en los puntos (2,2) y (10,2). Suponga que uno de los vértices de la elipse
se encuentra en el punto (0,2). Halle la ecuacién de la elipse, el otro vértice y trace su grafica.

98

a) Escriba la ecuacion de la pardbola que tiene vértice en (-1,3) y cuyo foco esta en (-1,2).
b) Escriba la ecuacién de la pardbola que tiene vértice en (3,0) y cuyo foco esta en (1,0).

99

Halle la ecuacion de la hipérbola con focos en los puntos (-8,0) y (8,0) y que pasa por el punto (2,0).

100

El cable de suspensién de un puente colgante tiene forma de pardbola, cuando el peso esta
uniformemente distribuido horizontalmente. La distancia entre las dos torres es de 150 me-
tros, los puntos de soporte del cable en las dos torres estan a 22 metros sobre la carretera 'y
el punto mas bajo del cable estd a 7 metros por encima de la carretera. Calcule la distancia
vertical del cable a un punto sobre carretera, situado a 15 metros del pie de una torre.

C
M
(75,0)

\d
0 50

39
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@2 ARITMETICA

1 SOLUCION

Iniciamos realizando la operacion que tenemos dentro del paréntesis:
={31-[17x(3) - 150 = 6] + 9x 2} + 23

Luego, destruimos los paréntesis:
={31-[17x3-150 + 6] + 9 x 2} + 23

Pasamos ahora a efectuar las operaciones que hay dentro de los corchetes, respetando el
orden de las mismas:

={31-[51-25] +9x2}+23

={31-[26] +9x2}+23

Enseguida, eliminamos los corchetes:
={31-26+9x2}+23

Luego resolvemos, una por una, las operaciones que tenemos dentro de las llaves:
={31-26+18} +23

={5+18} + 23

={23}+23

Destruimos las llaves y después realizamos la operacion que quedo:
=23+23

2 SOLUCION

El minimo comun multiplo de los denominadores es mcem (5, 9, 3, 15, 45) = 45.
Entonces la expresion dada la podemos escribir como:

(19,19 17 23 2 _ 19x9 19x5 17x15 23x3 2 _
5 9 3 15 45 5x9 9x5 3x15 5x3 45
-171+95-255+69-2 _—264 88

45 45 15




3 SOLUCION

El domingo la fam|||a consumlo y por tanto les falta por consumlr 1 dela pizza. El lunes
consumleron 2 dela X plzza es deC|r consumleron — de — . Entonces lo que falta por con-

sum|rdelap|zzaes 14 7 4 3

14 14 14 14

4 S0LUCION

De la figura que nos muestran, podemos deducir que la operacion de suma de fraccionarios

4 4 2
que nos piden efectuar es: —+—--=
10 7 5

El minimo comun multiplo de los denominadores es mem(10,7,5)=70. Entonces:

4x7+4x10- 2><14 28+40-28 40 4
70 70 70 7

4 4
—_— = =
0 7

2
5

B SOLUCION

Primero hallemos el minimo comun multiplo de 5, 8,10 que denotamos con mem (5, 8,10)

Generamos los conjuntos de multiplos de 5, de 8 y de 10:

M5 ={0,5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90,... }
M8 ={0,8,16,24,32,40,48,56,64,72,80,88,96,104,... }
M10={0,10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,... }

Después identificamos los nimeros que se repiten en los tres conjuntos o elementos comu-
nes (sin considerar el cero):
Multiplos comunes = {40,80,...}

Por ultimo, escogemos el menor numero del listado anterior, es decir 40. Concluimos asi que
el minimo comun multiplo de 5, 8 y 10 es 40, lo cual se expresa como: memn(5,8,10) =40

Ahora calculemos el méaximo comun divisor de 18, 45, 63 0 sea mcd(18,45,63)="

Inicialmente generamos los conjuntos de divisores de 18, de 45 y de 63:
D18={1,2,3,6,9,18}

D45 =1{1,3,5,9, 15,45}

D63 ={1,3,7,9,21,63}



Enseguida identificamos los numeros que se repiten en los tres conjuntos o elementos
comunes:

Divisores comunes ={1,3,9}. Finalmente, escogemos el mayor nimero del listado anterior, es
decir 9.

Concluimos asi que el maximo comun divisor de 18, 45y 63 es 9, lo cual simbdlicamente se
expresa como: med(18,45,63)=9

6 SOLUCION

Si med(p,q)=10 tenemos que mcd(p,q)=2x5 y entonces 2 y 5 son factores comunes depy q
con el menor exponente. De otro lado como mem(p,q)=240=2"x5x3 y estos son los factores
comunes y no comunes de p y g con el mayor exponente.

Si dividimos:
mem(p,q)  2'X5x3
mcd(p,q) 2x5

2°x3=24

Obtenemos el producto de los factores no comunes depy gq.

Entonces p=2x5x3=30 y q=2x5x8=80. También satisfacen la condiciéon p=80y g=10

7 SOLUCION

Al obtener algunos términos realizando la division se puede constatar que se obtiene un nu-
. . 1

mero periddico, cuyo periodo es 6, ;=0,142857142857...

Entonces como 2000=333x6+2, concluimos que el ultimo nimero que Daniel obtuvo es 4.

8 SOLUCION

Como la fraccion simplificada es 4 Investiguemos los multiplos de numerador y denomina-
dor y entonces veamos cuales cumplen la condicion:
7_14_21_28_35_42_49_56_63_70_77_84
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

Como se puede comprobar, los nimeros que cumplen son cuatro: 21, 42, 63, 84.



9 S0LUCION

Observemos que:

%: 0,076923076923076923076923076923076923

Como los racionales son periddicos se observa que los digitos periddicos son: 076923 y €s0s
6 digitos se repiten después de la coma decimal indefinidamente formando en los 100 prime-
ros digitos %():16,6 grupos. Cuando se esta en el grupo 16 tenemos 16x6 = 96 digitos y para
llegar a 100 nos faltan 4 digitos

Entonces la suma es §=16(0+7+6+9+2+3)+0+7+6+9=454

10 soLucion

Sea A=999! y B=500""
Veamos como es g

A2 (22 22 oo () 1

e A .
Cada factor de este Ultimo producto es <1. Por tanto <lyasia<p

11s0LUCION

Cuando hacemos la suma después de los 9 primeros términos tenemos que, después del
décimo factorial n!, ellos tienen minimo dos veces el nimero dos y dos veces el cinco, lo que
produce dos ceros al final, haciendo que estos términos no influyan en las Ultimas dos cifras
de la suma, por eso solo sumamos los primeros nueve factoriales y asi obtenemos:

142434445+ 64+ 74+ 84+-91=1+2+6+24+120+720+5.040+40.320+362.880=409.113

n=1645

Es decir las dos ultimas cifras de la suma 2 n! son1y3.

n=1



12 SOLUCION

Llamemos x a los kilos de panela que produce el trapiche B en ocho horas. Como por cada

5 kilos de panela que produce B, A produce 7 entonces cuando B produce x, A produce %X
También podemos afirmar que C produce 2% Ahora bien como A produce 550 kilos mas que

. . . , 7x 2
C, podemos escribir la ecuacion 7%:%’%550. Esta ecuacion es equivalente a ?X—?Xzsso

. 15
Y ellaesigual a 111—5)(=550. Por lo tanto x=ﬁ><550=750

7x750

El trapiche B produce 750 kilos, el trapiche A produce =1.050 kilos y el trapiche C produce

2x750 _ 0. Resultados que cumplen con las condiciones del problema.
3

13 soLucion

Para el tanque de 2.400 litros de capacidad, empecemos calculando la cantidad de litros de
agua gue pasan por cada una de las tres tuberias.

) 2401 200!
Por la tuberia que llena el tanque en 10 horas pasan =, por la otra pasan = Yy por el

) 1201 ) _
desagiie pasan == En una hora por las tres tuberias pasan M}W:QO%-

Con esta cantidad podemos calcular el nimero x de horas que se demora el tanque para lle-

. . . 2.400 -
narse, cuando las tres tuberias estan abiertas x=ﬁh=7.5 horas. Como por el desaglie salen

120 litros por hora en 7.5 horas salen 900 litros.

Verifiguemos: En 7.5 horas entran 240x7.5+200x7.5=3.300 y salen 900 litros es decir el tan-
que se llena.

14 soLUCION

En primer | d 1.1 n-m
n primer lugar recoraemaos que m n_mxn-

ejemplo, escribir: 1 1 5-3 1 (1 1) 1 1 7-5

—_———=—— ==X , —=——=—"——
15 3x5 2x(3x5) 2 35 5x7 2x(5x7)

De acuerdo a esta ecuacion podemos, por

35

Entonces la suma de fraccionarios del enunciado la podemos escribir de la siguiente manera:

1 1 1 1 1 1 1Y 1 (1 1y 1 (1 1 1 1 1
St —t—t—+..+ ==X|1=-= [+=X| === |[+=X| === |+m+=X| ——=
3 15 35 63 mxn 2 ( 3] 2 (3 5) 2 (5 7) 2 (m n)

1 1 1 1 1
+—t.t

=S
3 15 35 63 mxn

Como los divisores de los nimeros fraccionarios son 1x3, 3x5, 5x7, 7x9,....., mxn tenemos
.1 . . o
que n-m=2y al sacar el factor comun 7, en la sumatoria anterior se cancelan todos los térmi-

27
. . 1
nos, excepto el primero 1y el Ultimo =. Entonces la suma es %x(1—1]=5:%
n n

-1 2x23 )
Entonces tenemos que HTZ% yasi n=47 y m=47-2=45



15 S0LUCION

L bc ah
El érea del triangulo es: =,y por ello be=ah (1)

Porser p=a+b+c,setiene b+c=p—a,luego (b+c)’= (p—a)’,y de aqui, utilizando el Teorema
de Pitagoras tenemos que a?=b?+c?, obtenemos 2bc=p®-2pa . Ahora utilizamos la relacion
(1) y se tiene: 2ah=p*-2pa.

Finalmente, podemos calcular a como:

_r
a= 2(h+p) (2)

Como ya es conocido a, y teniendo en cuenta las relaciones: b+c=p—-a y bc=ah, podemos
calcular by ¢ como las soluciones de la ecuacion x*—(b+c)x+bc=0

Es decir las soluciones de x*—(p—a)x+ah=0

3600
144

En nuestro caso a= =25, b+c=p-a=60-25=35, bc=25x12=300

La ecuacién es x*-35x+300=0 y sus soluciones son b=20 y ¢=15. Luego los lados del
triangulo son a=25, b=20 y c=15.

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

-
~



16 soLucioN

Desdoblamos el rectangulo, reflejando los puntos Ky L en los lados y obtenemos un rectan-
gulo de lados 2a y b+c como se ilustra en la grafica siguiente:

y entonces podemos escribir:
a’+c*=4* (1)
a’+b*=3" (2)

(b+c)=4*+3"  (3)

Restando las ecuaciones (1) y (2) tenemos
c’-b'=16-9=7 4)
(b+c)'=4+3"=16+9=25 (5)

La ecuacion (5) puede escribirse como (b+c)’ ~5*=0 y factorizando se tiene (b+c+5)=0 y
b+c-5=0. Descartamos b+c+5=0 pues a y ¢ Son positivos y entonces tenemos el sistema:

. 9 16 5
c*=b*=7 yb+c=5 yresolviendo encontramos que b=—, c=— y en la ecuacion (2) encontra-

5
12 : : : 25
mos a=—. Con estos valores las dimensiones de la hoja rectangular son 2a:% y bte="-=5.

17 SOLUCION

El tanque, visto de frente, tiene la forma de un tridngulo isdsceles, con su angulo vértice en la
parte inferior y la base en la parte superior. Tracemos la altura de éste y empleemos la nomen-
clatura que se muestra en la siguiente figura:

B C



Los datos del problema, con la notacién de la figura, son los siguientes: BC=2m, AF=3m,

AG=18m.

Como los segmentos FC y GE son paralelos, entonces por el Teorema de Thales tenemos que
los tridngulos A AFC y A AGE son semejantes. Luego, se cumple que:

S
I
B

0 equivalentemente que:

Ahora, como el triangulo A ABC es isésceles y el segmento 4F es altura, entonces AF también
es mediatriz y asf los segmentos BF y FC son congruentes. Por lo tanto,

Fe=1B0=Lx2-1m
2 2

Reemplazando todos los valores, tenemos:

— FCxAG 1x18

GE = 0.6m
AF 3

Por lo tanto, el radio de la superficie de agua es 0.6 m.

18 soLucioN

Los tridangulos ACD, CBF, ABH y ABC son tridangulos equilateros de igual area porque sus lados
soniguales. De otro lado los triangulos DEF, FGH y DHI son tridngulos isdsceles iguales porque
dos de sus lados son los lados del hexagono y los angulos de la base son de 30° grados cada
uno. Uno de estos triangulos tiene igual area que uno de los 6 triangulos con vértice comun en
el centro del hexagono, porque este triangulo equilatero esta formado por triangulos iguales
a los que forman el triangulo DEF. Por ello y como ellos son tres ellos, tienen una area igual a
la mitad del area del hexagono. La otra mitad del area es igual al area de los cuatro triangulos
equilateros ADC, BCF, BAH y ABC. De este modo el area del tridngulo equilatero ABC es igual a
la mitad del area del hexagono dividida por 4.

Por tanto el area del triangulo ABC es igual a %= 24.5cm?

49
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19 soLucion

Como el perimetro es 3a y el tridngulo es equilatero, su lado es a. Veamos ahora cual es el
valor del perimetro P del hexagono MNPQRS. Para ello tenemos que:
P=MN+NP+PQ+QR+RS+MS

Por ser los lados paralelos MN =AM y PQ=PB entonces:
P=AM+MN +PB+QR+RS+MS

Y por otro lado MS=LS y QR=RT . Por tanto:
P=AM+MN+PB+RT+RS+LS=a+a=2X%Xa
El perimetro del hexagono es igual a la longitud de dos lados del tridangulo equilatero ABC.

20 SOLUCION

Por la simetria bastard considerar 0<a<90°, ya que la funcion es periddica con periodo de un
cuarto de vuelta.

El area pedida s(«) se obtiene restando del area del cuadrado cuatro triangulos como el PAM.

Llamando x al cateto PA' e y al cateto A'M, el area de cuatro triangulos vale 2xy. Como el lado
BA' vale 1, tenemos: x+y=1-yJx*+y* (1)

La relacion elevada al cuadrado y simplificada queda: 2xy=1-2Jx*+y*  (2)

Pero x=4/x*+y*xcos(a), y=+yx*+y*xsen(a) y sustituyendo en (1) resulta:

Jxi+y? ><(1+cos(a)+sen(a))=1

W:m B M /A\'P
Sustituyendo en (2) y operando obtenemos: B' A
2y =1- 1+m(o§+cos<a>iZZEZ;iEEEEZ;I < ° >
Finalmente para el area pedida obtenemos: D'
S(a)zl_sen(a)+cos(a)—1_ 2 C \/ D

sen(or)+cos(er)+1  sen(er)+cos(er)+1

Con 0<a<90°



21 S0LUCION

Si el angulo ¢ <90°.
Llamaremos A’ al punto en que la altura de A corta al lado BC del triangulo ABC, y €’ al punto
donde la altura de C corta al lado AB del triangulo ABC.

El angulo 2CHA’ es igual al angulo £AHC’. En el triangulo CA’H, el angulo 2CA’H es recto, por
tanto el angulo £HCA’ es 90° - «. En el triangulo AHC’ el angulo £HC’A es recto, por tanto el
angulo £HAC’ es 90° - a.

El angulo £HAC’ es igual al angulo 2A’AB del triangulo A’AB que es rectangulo por tanto el
angulo £A’BA es a.

De aqui concluimos que los triangulos CHA’ y A’AB son semejantes, y como CH = AB, son
triangulos iguales de donde obtenemos que AA’ = CA’, por tanto el valor de tan C=1,y C = 45°.

Angulo ¢ >90°.

Procediendo de modo analogo el angulo £4’CH es igual al angulo 2C’CB. En el triangulo C’CB
el angulo £CA’H es recto, por tanto el angulo £A’HC es 90° - a y en el triangulo CC’B el angulo
£CC’Besrectoy portanto 2C’BCes 90° - a . El tridangulo AA’B es rectangulo en A’y por ello 2BAA’
es a.

Entonces los triangulos AA'B y A'CH son semejantes y tienen la hipotenusa igual, luego son
iguales y deducimos A4’ = A’C, entonces la tangente de Cvale -1y € = 135°.

Finalmente, si fuese € = 90°, € coincide con Hy CH = 0. Como AB # 0, este valor de € no es
vélido.

51



22 SOLUCION .

A partir del vértice B trazamos una paralela a la bisectriz €D y prolongamos el lado AC hasta
obtener el punto E.
Y, también, CF perpendicular a BE. Asi, CB=CE =a
Por angulos alternos-internos, en el triangulo BCF tenemos: cos c_fB_EB
AC CD 2 a 2a

Los triangulos ACD y AEB son semejantes: ~—= >

Cc
_ACXEB_Zabxam(E)

CcD

AE a+b

23 SOLUCION

Para encontrar la solucién construyamos el tridngulo equilatero PBF y tracemos la recta AG
que es perpendicular a la prolongacion de la recta PB desde el punto A. El angulo PBC es igual
al angulo ABF, el lado PB igual al lado BF por la construccion y el lado AB es igual a lado BC
ya que el triangulo ABC es equilatero, por lo tanto los triangulos PBC y ABF son semejantes.
Entonces el segmento AF mide 5 unidades y el angulo APF es un angulo recto y por ello el
angulo APG es igual a 180°-90°-60°=30°.

Y AG=4xsen(30°)=2 También PG =4xcos(30°)=23

2
Ahora podemos calcular el lado AB=,[22+(3+2@) =6,7664



24 S0LUCION
G A

C
_\H
A ) \ B
En primer lugar veamos que el tridngulo ADG es isdsceles. Para ello sabemos que GH es paralela
a AB, por lo tanto el angulo GDA es igual al angulo DAB ya que son angulos alternos internos.

Pero AD es la bisectriz del angulo, por lo tanto el angulo GAD es igual al angulo GDA. Y por ello el
triangulo AGD es isdsceles. Por supuesto que para el triangulo HDB se razona de modo analogo.

El perimetro del triangulo CGH P es igual CG+GD+DH+HC, pero como GD=AG ya que el triangu-
lo AGD es isdsceles y DH=HB por que el triangulo DHB es isosceles.

Entonces P=CG+GA+CH+HB=CA+CB=26+19=45cm

29 SOLUCION

Para encontrar la solucién tracemos los segmentos auxiliares GF, DB y HE con linea punteadas.
Los triangulos DGH, GCF, FBE y EAH son iguales por ser rectangulos y con dos lados iguales.
Por lo tanto tienen el drea igual y la suma de estas cuatro areas es la mitad del area del rec-
tangulo ABCD. Entonces el rectangulo HGFE tiene un drea igual también a la mitad del rectan-
gulo dado. Este dltimo rectangulo esta dividido en dos partes iguales por la diagonal DBy los
triangulos HIE y IGF son iguales a los que forman el triangulo IFE. Por lo tanto el area de IFE
es la cuarta parte del rectangulo ABCD.

26 SOLUCION

Al enrollar la alfombra y considerando solo la Ultima vuelta su es L,=7xx D =x porque el dia-
metro es 1 metro. La pendltima vuelta tiene un diametro de 1-0.02=0.98 y su longitud es
L =7x(1-0.02)=7x0.98

Siguiendo con este proceso podemos decir que L,=nx(1-0.02xn), n=0,1,2..50 y la suma de
estas longitudes son iLn = 2%(1+0.98+0.96+0.94 +..+0.02+0) =80.11metros

n=0



27 SOLUCION

El triangulo AGC es semejante al triangulo GHE en la proporcion de 1:2, por ello AG=2GH y
CG=2GE. Los tridngulos AGE y GHE comparten la altura GE trazada desde el vértice E, porque
el angulo AGE es de 90 grados, entonces el area del triangulo AGE es igual al doble del area del
triangulo GHE y ademas el area del triangulo ACG es el doble del area del triangulo AGE. Ellos
tienen la misma altura AG y el lado CG es 2GE. Luego el area de ACG mas el area de GHE es igual
ag del area del triangulo ACE. Pero el drea del tridangulo ACE es del area del paralelogramo
ABCD Es decir, el area de ACG+GHE es %x%—z— del &rea del rectangulo ABCD. Andlogamente
el area de la regién sombreada en el paralelogramo FEBD también es 5/24 del area del parale-

. 5 5 )
logramo, y el area sombreada es 2xﬁzﬁm2 del drea ABCD.

28 SOLUCION

En primer lugar tracemos el segmento de recta que une los puntos Ay P. Ahora por el punto
medio del lado BC tracemos una recta paralela al segmento AP y denominenos con Q el punto
de interseccion de la recta MQ con el lado AC y llamemos R la interseccion de AM y PQ, ver la
figura de abajo. El segmento PQ divide al triangulo ABC en dos regiones, el cuadrilatero ABPQy
el triangulo PQC. Veamos por qué ellas tienen area igual. Para ello probamos que los triangu-
los ARQ y PRM tienen dreas iguales.

Los triangulos APQ y AMP tienen una base comun el segmento APy una altura igual porque los
segmentos AQ y QM son paralelos. Si a los triangulos APQ y AMP, de area igual, le restamos el
area comun APR obtenemos que los tridangulos AQR y PRM son iguales y por tanto las regiones
ABPQ y PQC tienen areas iguales.



ALGEBRA

29 SOLUCION

Si denominamos con x el nimero que vamos a buscar y de acuerdo con el enunciado pode-
mos escribir la siguiente ecuacion algebraica x*—2x=48 es decir x*—2x-48=0 y sus raices
son entonces x, =—6y X, =8 Por |o tanto el nimero que buscamos es el entero 8.

La expresion dada la podemos simplificar de la siguiente manera:

(a3+b3)(a2—20b+b2)= (a’+b°)(a-b)’ _ (a*+b°)(a-b) =(a3+b3)(a—b) cab
(a-b*) (a’—ab+b*)  (a+b)(a—b)(a’—ab+b’) (a+b)(a’—ab+b*)  (d’+b’)

30 soLucioN

Sea b la longitud de la base. Luego la altura sera 3b. Al incrementar los lados se tiene un area
de (b+3)x(3b+5)=319

Efectuando operaciones nos queda 3b°+14b-304=0. Resolviendo la ecuacion cuadrética
para b tenemos:

_ —14++414°+3x4x304 -14162

L2 6 6

Desechamos la solucidn negativa, por tratarse de una medida de longitud, y por lo tanto la

solucion es:

_62-14
6

b 8

Luego el rectangulo tiene longitud de la base igual a 8 cm y altura 24 cm.

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

1



31 s0LUCION

En este caso, P(x)=5x’-2x+1 es el dividendo y D(x) =x+ 1 es el divisor. Para hallar el co-
ciente Q(x) y el residuo R(x) se procede asf:

+  Seordenan ambos polinomios con respecto a las potencias de x y si falta alguna potencia
se agrega con coeficiente 0. En este caso, solo falta agregar 0x? al dividendo y la division
se indica asf:

5x°+0x*-2x+1 |x+1

«  Para obtener el primer término del cociente, se divide el primer término del dividendo

. , . « . 3 z , . , .
entre el primer término del divisor. En este caso, 2 —sy? (Este serd el primer término del
X

cociente). 5x°+0x*-2x+1 [x+1

5x*
+  Se multiplica el divisor por el primer término del cociente: (x+1)5x*=5x*+5x* y este resul-

tado se resta del dividendo:

5x3+0x%-2x+1 |x+1
—5x°—5x? 5x>
—5x*—2x+1

+ Se repite el procedimiento anterior, considerando el polinomio del dltimo rengldn,
—5x%—2x+1, como dividendo:

5x°+0x*-2x+1 [x+1
— 5x3_5x? 5x*-5x+3
—5x*-2x+1
5x’+5x
3x+1
-3x-3
-2

+  El proceso termina cuando el polinomio que se obtiene en el Ultimo renglén es de menor
grado que el divisor. En este caso, como el divisor es un polinomio de grado 1y el poli-
nomio del dltimo renglén es de grado 0, el proceso de division termind y escribimos el

resultado asi:
5x°—2x+1

—5x 5y 4342
x+1 X

Donde Q(x)=5x"-5x+3 es el cociente y R(x) =—2 es el residuo de la division.
Este resultado también se puede escribir, después de multiplicar ambos lados de la ecuacion
anterior por x+ 1, como:

5x3—2x+1:(x+1)(5x2—5x+3)—2



32 SOLUCION

Procedemos a escribir;
6yz+11y—21=%((6y)2+11(6y)—126)

A efecto de factorizar la expresion entre paréntesis debemos hallar dos nimeros cuya suma
sea 11y cuyo producto sea-126. Para esto, notemos que la descomposicion de 126 en facto-
res primos es 126=2x3*x7 . Por tanteo se obtiene que los nimeros requeridos son 18y -7. Asi,

6y2+11y—21=%((6y)2+11(6y)—126)

=<(6y+18)(6y-7)

=(y+3)(6y-7)

33 SOLUCION

Vamos a estudiar los siguientes casos:

Caso 1: cuando el primer digito este mal, es decir 98765432x como este nimero es divisible
por 11 se tiene 24+x-20=11 de donde x = 7; sin embargo el nimero 987654327 al dividirse
por 9 da como resto 6, luego la tecla 1 no es la que esta mal.

Caso 2: cuando el segundo digito este mal, es decir 9876543x1 como este numero es divisible
por 11 se tiene 25-18-x=11 de donde x = 7; sin embargo el nimero 987654371 al dividirse
por 9 da como resto 5, luego la tecla 2 no es la que esta mal.

Caso 3: cuando el tercer digito este mal, es decir 987654x21 como este nimero es divisible
por 11 se tiene 22+x-20=11 de donde x = 9; sin embargo el nimero 987654921 al dividirse
por 9 da como resto 6, luego la tecla 3 no es la que esta mal.

Caso 4: cuando el cuarto digito este mal, es decir 98765x321 como este nimero es divisible
por 11 se tiene 25—-16—x=11 de donde x = 9; sin embargo el nimero 987659321 al dividirse
por 9 da como resto 5, luego la tecla 4 no es la que esta mal.

Caso 5: cuando el quinto digito este mal, es decir 9876x4321 como este ndmero es divisible
por 11 setiene 20+x—-20=11 de donde x = 0; sin embargo el nimero 987604321 al dividirse
por 9 da como resto 4, luego la tecla 5 no es la que esta mal.

Caso 6: cuando el sexto digito este mal, es decir 987x54321 como este numero es divisible
por 11 se tiene 25-14—x=11 de donde x = 0; sin embargo el nimero 987054321 al dividirse
por 9 da como resto 3, luego la tecla 6 es la que esta mal.



34 soLucIoN

De acuerdo al enunciado del problema en la primera semana Daniel, Anita y Teo imprimieron
300 tarjetas en los seis dias que trabajan. En las siguientes semanas incrementan las tarje-
tas impresas en 100. Por ello podemos escribir que el nimero de tarjetas impresas en (n—2)
semanas son:

(3+4+5+..4+n)(x100)=100x (3+4 +5+..+n)=100(1+2+3+4+5+..+n-3) = 4200

Como la suma de;

(1+2+43+...n)=

se tiene que n(n+1)=90 yasin=9

Entonces Daniel, Anita y Teo imprimieron las 4200 en 7 semanas y se demoran en imprimirlas
42 dias y en entregarlas 48 dias ya que en las 7 semanas de impresion hay 6 domingos.

35 SOLUCION

Ellos dicen los nimeros de la siguiente manera:

14, 20,26,.., luego: 16, 22, 28, ...y por ultimo: 19, 25, 31, ... observemos que los numeros 14, 20,
26, ... tiene por ley de formacion 14+6t, donde t es un nimero natural, y como 14+6t=602 para
t=98, sigue que Paola es el primera en contar. De la misma forma los ndmeros 16, 22, 28,...
tienen por ley de formacion 16+6t, donde t es un numero natural y como 16+6t=40 para t=4,
se sigue que Daniel es el segundo en contar. Analogamente los numeros 19, 25, 31,... tienen
por ley de formacion 19+6t, donde t es un ndmero natural, y como 19+6t=61 para t=7, se
sigue que Teo es el tercero en contar. Por otro lado 14+6t=2006 para t=332 de donde se tiene
que Paola es la que dice 2.006.

36 SOLUCION

Tenemos que 32=9 =10 -1. Con esta expresion y la férmula del binomio de Newton podemos

escribir:
3% =(10-1)""" 57<%>x103 +<$>x102 ~1002x10+1

1002

(Son los cuatro Ultimos términos del desarrollo binomial de (10-1)

)

—%xlOlelOOOxlOa +$x1001x102 -1002x10+1

I

=(500+1)(1000+1)x10—(1000+2)x10+1=(100-20+1)( Mod10")

Las ultimas cuatro cifras son 0081.



37 SOLUCION

Denominemos con x, y, z los contenidos iniciales de pintura de cada tarro. Después de que Anita

L, . . 2 . 2x
hace la operacién de vertimiento, en el primer tarro quedan ?X de pintura 'y en el segundo ys
Como Felipe saca un cuarto del contenido del segundo tarro, en él queda %[y+2?xj

1 2x
Y lo vertid en el tercero, en este el contenido de pintura es entonces ”1(”?) Mateo saca

un décimo de esta cantidad y en el tercer tarro finalmente queda i[z+1(y+ Z—XD Y ese déci-

4
mo del tercer tarro se lo agregd al primer tarro 2?X+%[z+%[y+2?x))

En resumen en cada tarro quedaron 9 galones y asi podemos escribir

Z?X+1—10[z+%[y+%xjj=9 Q)
%( y%‘]:g @
%(z+%(y+%xjj=9 (3)
Reemplazando (3) en (1) obtenemos %X+1=9 y entonces x=12. En (2) con este valor de x

tenemos y+8=12 y y=4 . Llevamos estos dos valores a (3) y conseguimos z+3=10 y z=7.
Entonces en el primer tarro habia 12 galones, en el segundo 4 y en el tercero 7 galones.

38 SOLUCION

Se tiene;
1 e L it 1s
x+= | = x*+— +2=7+2=9 Y asi tenemos que x+—=
X X

Entonces:

2 3
1 1 1 5. 1 1
3><9=(x+7) X (x+fj=(x+fj = x3+—3+3[x +—) =x3+—13 +3x%3
X X X X X X

Y entonces:
X +i3 =18
X

Por lo tanto:

7x18:(x2+izjx(x3+ij=x5+is+x+1=x5+i5+3:126
X X 5 X

X3

X+ L =126-3=123
X

99
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39 SOLUCION

La expresion dada la podemos escribir, usando el producto notable (x+y)3 =x*+3x%y+2xp° + °

Como: 3 3

X*+x°+3x%y+3xy° + y° (Xz) +(x+y)
X +x+y X2 +(x+y)

Ahora usamos el cociente notable:

3

K Y) ey
(x+y)
y entonces escribimos:
2\3 3
(sz) ++(E(X++y);) :(xz)2 —xz(x-ry)-r(x+y)2 =x' X - xXy+x*+2xy+ )

40 soLucion

Seana, ¢, ¢ dichas raices.
2

Asi pues,

x3+2pxz—px+10:(x—a)(x—a;—cj(x—c)

De donde, identificando coeficientes llegamos a:
(a+c)><%= —2p (1)

(a;;)zﬂzc:—p (2)

(a+c)><%= -10 (3)

De (1) y (3) sigue %:% y cOmo a+6:—4?p, llevando estos valores de a+c y ac a (2) podemos
concluir que:
16p° +18p* +270=0 es decir, 8p* +9p* +135=0
Una raiz real de este polinomio es p=—3y como:
8p’ +9p” +135=(p+3)(8p’ —15p+45)
Sigue que p=—3 es la Unica raiz real de dicho polinomio. Esto nos lleva a ac = -5, a+c=4 de

dondeaycson5y—1ylasraices que nos piden son —1,2y 5.



41 soLucion

Si el nimero tuviera algun cero entre sus cifras, entonces tendriamos la desigualdad estricta.
Hay exactamente 9000—94=2439 numeros de este tipo, esto es, con una cifra igual a cero.
Consideremos el nimero “abed” escrito en su expresion decimal, y supondremos que no con-
tiene ninguna cifra cero. Entonces la desigualdad:

a+b+c+d>axbxcxd

es equivalente (dividiendo por) axbxcxd a

1 N 1 N 1 N 1
bxcxd axcxd axbxd axbxc

@

Por lo tanto si tres o cuatro de estos digitos fueran unos, entonces uno de los cuatro ante-
riores sumandos seria 1y se obtendria la desigualdad estricta. Hay exactamente 4x8+1=33
numeros de este tipo.
Por otra parte, demostremos que una condicién necesaria para que se verifigue la desigual-
dad es que al menos el nimero debe tener dos unos entre sus cifras.
Efectivamente, supongamos por contradiccion, y sin pérdida de generalidad que b,c,d = 2
Entonces:

bxcxd=>8;axcxd>4;axbxd>4;axbxc>4

y asf, por (1), tenemos: 11,1111

Lo cual es una contradiccion.

Resta, por lo tanto, considerar el caso en que el nimero tiene exactamente dos cifras iguales
a uno. Supongamos por ejemplo, que a=b=1Yy ¢,d>1. En este caso, la desigualdad en cuestion
se traduce en:

2 1.1 (2)
cxd ¢ d

Demostremos en primer lugar que, al menos, una de las cifras ¢ o d, debe ser un dos.
Efectivamente, si por el contrario ¢,d = 3, entonces:

cxd>9;c>3;d>3

y asi, por (2), tenemos: 1s§+%+%:g lo cual es una contradiccion.

Supongamos, por lo tanto que ¢=2 . Se obtiene entonces que:

E+121
d 2

lo cual es equivalente a decirqued < 4.

61
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Resumiendo:

Si d=4, entonces se obtiene la igualdad inicial (las cifras son 1, 1, 2, 4; y existen 12 ndmeros
de este tipo).

Si d=3, entonces se obtiene la desigualdad estricta inicial (las cifras son 1, 1, 2, 3; y existen 12
numeros de este tipo).

Si d=2, entonces se obtiene la desigualdad estricta inicial (las cifras son 1, 1, 2, 2; y existen 6
numeros de este tipo).

Por lo tanto, y a modo de resumen global, la desigualdad se da en 2.439 + 33+12+12+6=2.502
numeros y la igualdad en 12 de ellos.

42 S0LUCION

Sea n un nimero que verifica el enunciado y s la suma de sus cifras.
Como 1000< n <9999 y n=s% resulta que 11< s <21 €Y

Sin=xy z t, tenemos:
1000x + 100y + 10z + t = s° (2)

x+y+ z+ t=sRestando nos queda:
999x+ 99y +9z+t=5*—=s 3

cuyo segundo miembro ha de ser multiplo de 9 (por serlo el primero) y como:
s’—s=(s-1)s(s+1)

Y de acuerdo con (1), sélo hay tres valores de s* — s que son multiplos de 9

:16-17-18; 17 - 18 - 19; 18 - 19 - 20 sustituimos en (3) y analizamos cada caso.

1° Caso

999x + 99y + 9z = 16:17-18 & 111x + 11y + z = 544 resulta inmediatamente x=4;y =9; z =1,
valores que llevados a (2) con s =17 se obtiene t = 3 y finalmente n = 4913

2° Caso

999x + 99y + 9z = 17-18-19 & 111x + 11y + z = 646 de donde x = 5; y = 8; z = 3, valores que
llevados a (2) con s = 18 se obtiene t =2 y finalmente n = 5832

3° Caso

999x + 99y + 9z =18-19-20 & 111x + 11y + z = 760 resulta x = 6; y = 8; z = 6, valores que lleva-
dos a (2) con s =19 resulta una contradiccion.

Resumiendo, las Unicas soluciones son 4.913 y 5.832



43 s0LUCION

Racionalicemos el denominador de la expresion:

2(x-y)_2(x=y) Jx+fy 2x=n) ) ale-y)Vx+ly) -
=y x=Jy Jx+Jy (o J-(r ) - X—y =2(Vx +Jy)

Y ademas racionalicemos el numerador:;

Vx—x+h _x—x+h Jx+Jx+h_ x—(x+h)
mx\x+h  hxJx+h Jx+x+h h\/E\/x+h(\/§+\/x+h)

-1

j— _h =
(VX th) e (Vx +x h)

44 soLucion

El logaritmo log,a de un nimero a en base b, se define como el exponente d al cual hay que
elevar la base b para obtener el nimero a, es decir b’=a. Entonces log,8=3, porque 23=8, asi
mismo log,27 =3, ya que 3*=27y log, 64=3.

Por tanto: log, 8+log,27 +log,64=9

45 S0LUCION

Llamemos r, s, y t las tres raices del polinomio. El polinomio entonces lo podemos escribir
como: p(x)=(x-r)(x-s)(x-t). Haciendo las operaciones tenemos:

p(x)=x*—(r+s+t)x’ +(rs+st+tr)x—rst

Y siigualamos coeficientes, obtenemos las conocidas relaciones de Cardano-Vieta:
r+s+t=-B

rs+st+tr==C

rst=-D y como r? = st por la hipétesis del problema, estas relaciones pueden escribirse de la
siguiente forma: C=rs+r’+tr=r(s+r+t)=—rB

—D=rst=r°

Finalmente, elevando al cubo esta primera expresion conseguimos lo pedido:
C’= (-rB)=B°D
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46 S0LUCION

Por las férmulas que relacionan las raices y los coeficientes de la ecuacion, se tiene:

D+1+D=—p

D(1-D)=q

De la primera se obtiene inmediatamente p= —1; de la sequnda, g= D—D?

Pero:

D=p’—4q=1-4q=1-4(D-D?)

Es decir 4D>-5D+1=0
Y porelloD=10 D:%. Si D=1, entonces g=1—-1%=0

De la ecuacion (1) despejamos la variable x:
2 5
X=—+= 3
3t37 )
Sustituimos el valor de x en la ecuacion (2):
2 5
4 —+—-y|+2y=9
(3 37 j g

Resolvemos esta ecuacion en la variable y:

8 20 26 8 1 26
i yy2y=9,esdecir £2,-9_2 6 22
3 30T 377773 7 37

19
_19 dedonde y==2.
3 26

Si, D:l entonces q:l_(lj 3 Los valores obtenidos son:
4 4 \4) 16
(p.q)=(-1,0)
3
(p.a)= ‘LR]
47 SoLuCION sz ©
4x+2y=9 (2)

Reemplazamos el valor de y en la ecuacion (3) para obtener el respectivo valor de x:

_2,5(19) 52495 _147
3 3\26 78 78

L . . 19
Por lo tanto, la Unica solucién del sistema es xz%, y=oe

o el par ordenado [

147 19

78 '26

)



48 soLucion

Primero se realizaré la operacion A interceptado B (4 n B), para esta operacion se toman los
ndmeros que se repiten en ambos conjunto. Entonces A n B={3,4}.
Para completar la operacion 4 interceptado B unido € (A n B U C), se adicionan a la intercep-
cion A n B={3,4} los nimeros del conjunto € quedando como respuesta

AN BUC={-1,0,2,3,4,5}.

49 s0LUCION

En el conjunto Universal U de la figura se encuentran los conjuntos
A, By C, la zona no sombreada hace referencia a los elementos que
pertenecen tanto al conjunto A como al conjunto B, pero no perte-
necen al conjunto C, es decir (AU B) — C

50 SOLUCION

Sean M el conjunto de los estudiantes que les gusta las Matematicas y B el conjunto de los
gue les gusta la Biologia. Para realizar y facilitar la solucién del problema consideremos el mi-
nimo comun multiplo de los numeros 3, 2 y 4. Sabemos que mem(3,2,4)=12. Entonces deno-
minemos con 12x el numero de estudiantes que les gusta simultdneamente las Matematicas
y la Biologia es decir el nimero de elementos que tiene el conjunto M n B. Por lo tanto, de
acuerdo con el enunciado, el numero de los estudiantes que les gusta solo las Matematicas
es 4x, el nimero de los que les gusta solo la biologia es 6x y el nUmero de los que no le gustan
ni las Matematicas ni la Biologia es 3x. En un grafico de Venn organizamos esta informacién

100 3x

De acuerdo a lo anterior podemos escribir 4x+12x+6x+3x=100 Yy asi 25x=100 y x=4
De este modo, el numero de estudiantes a los que les gustan las Matematicas es 4x+12x=64.

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

N
ol



51 S0LUCION

Denominamos con B el conjunto de jévenes aficionados al Barcelona y con N los hinchas del
Nacional y ahora se calcula cual es el porcentaje de los jovenes que son aficionados a los dos
equipos, es decir el nimero de jévenes que pertenecena BN N.

Para ello, calculamos el 40% del porcentaje de jévenes aficionados al Nacional que es el

50% de todos los jovenes o sea %xso%—zo% Con este dato, entonces realizar el siguiente

Diagrama de Venn:

40%

100% b'¢

De este modo, siendo x los jévenes que no son hinchas de ninguno de los dos equipos, te-
nemos 40%+20%+30%+x=100 y asi x=10%. Entonces el porcentaje de jévenes que no les
gusta ni el Barcelona ni el Nacional es el 10%.

52 SOLUCION

DelaAalaz enorden, hay 26 letras, asi que de AAA a AAZ hay 26 codigos (AAZ es el ndmero 26).
De la misma manera, de AAA a AZZ hay 26x26=676 codigos.

Podemos ver que 2203=676x3+175, asi que aun nos faltan 175 cddigos después de CZZ, que
es el codigo 3x26x26=2028.

Como 175=6x%26+19, después de DFZ (que es el codigo 626+26x6) nos faltan aun 19 cédigos,
asi que la etiqueta es DGS.

53 SOLUCION

Llamemos x al numero total de estudiantes de grado 11, sea B el conjunto de estudiantes

gue se van a presentar a Bioingenieria y ellos son —, S el conjunto de los que se presentan a
8x

Sistemas y ellos son T3 . La interseccion de B con S Bn Stiene 2 estudiantes. Entonces los

estudiantes que solo asplran a Bioingenierfa son )2( 2x y los estudiantes que solo se van a

8x 2
presentar a Sistemas son 1—2 7X

Veamos el diagrama de Venn correspondiente a esta informacion:



- L . X 2x) 2x (8x 2x
Con ella podemos entonces escribir la siguiente ecuacion [5—7j+7+(§—7]+31 =x

Simplificando y realizando la operacion con los fraccionarios tenemos:

(91+112-52)x
182

+31=x

182 151

Y por ultimo 31:;{———) y por tanto x=182. Este es el numero total de estudiantes de

182 182
grado 11.
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RED MATEMATICA ANTIOQUIA - GOBERNACION DE ANTIOQUIA

- ESTADISTICA

DESCRIPTIVA Y TECNICAS DE GONTEQ

94 S0LUCION

Si denominamos con E, ,E,,E, E, E., l0s 5 examenes de matematicas que presento Paola.

De acuerdo al enunciado tenemos:

E1+E2;:E3+E4 —60

Como en el quinto examen saco 80 puntos entonces E,=80. Con este dato podemos calcular:
E +E,+E,+E, +E
5

Veamos como:
E,+E,+E,;+E, =4x60=240 y entonces E, +E, +E, +E, + E, =240+80=320

Por lo tanto la media de las notas de Paola en los cinco examenes es:

59 SOLUCION

Por cada dado se tiene la posibilidad de sacar 6 nimeros, al tirar dos dados hay 36 resultados
posibles, que resulta de la multiplicacién de las 6 opciones de cada dado.

La suma de los numeros formados por los dos dados estd comprendida entre el 2 y el 12 el
conjunto de los resultados de dicha suma es {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y los nimeros primos
de este conjunto son = {2,3,5,7,11}

Al conocer el nimero de resultados posibles y el nimero de primos del conjunto de resulta-
dos de cada lanzamiento, encontramos la probabilidad de que al tirar 2 dados, el resultado

sea un numero primo.
casos favorables 5

casos posibles " 36



56 SOLUCION

Empecemos y contestemos la segunda pregunta porque es mas sencilla. El presidente po-
demos elegirlo primero de 20 formas distintas. Una vez elegido el presidente quedan 19 per-
sonas para elegir el vicepresidente y por ultimo, quedan 18 personas para elegir al secretario.
En total, hay 20x19x18=6.840 posibilidades. Esto se llama variaciones sin repeticién de 20
elementos tomados de 3 en 3.

(Se llaman variaciones sin repeticion porque se supone que una persona no puede ocupar dos cargos).

Para responder a la primera pregunta:

Tengamos en cuenta que cada posibilidad PVS de presidente vicepresidente y secretario ele-
gida anteriormente, prescindiendo de los cargos, da lugar a seis posibilidades que la primera
pregunta considera iguales: PVS, PSV, VPS, VSP, SPV y SVP. Por tanto resultan sélo 6840/6=1140
formas de elegir tres personas para un comité.

57 SOLUCION

Si partimos de que el alfabeto tiene 27 letras, con dos letras podemos hacer 272 iniciales y
con 3 letras podemos hacer 273 iniciales. Asi que con dos o tres iniciales podemos hacer
272+ 27%=20.412 iniciales.

En un alfabeto con n letras tendremos n3+n?=n?x(n+1) iniciales, nimero que debe ser mayor
o0 igual que 1.000.000. Para n=100 se supera claramente esta cifra. Para n=99 tenemos 992
%x100=980.100, asi que n debe ser n =100.

58 SOLUCION

Sea m el nimero de mujeres y h el nimero de hombres. El enunciado nos dice que m=11xky
que h=9xk, para algun entero k. Ademas 16xm es la suma de las edades de las mujeres y 18xh
es la suma de las edades de los hombres. Entonces el promedio de la edad en el colegio es:

16><m+18><h_16><(11><k)+18><(9><k)_16x11+18x9_@_16§
m+h 11xk+9xk T 1149 20 20

59 SOLUCION

Si en cada grupo de 6 personas, 2 son de la misma edad, sélo puede haber 5 edades diferen-
tes, ya que, si hubiese 6 edades diferentes, eligiendo una persona de cada edad tendriamos 6
personas de edades distintas contra la hipdtesis. Veamos ahora las siguientes operaciones:

200=2x100+1, entonces al menos hay 101 personas del mismo sexo.
101=5%20+1, y hay al menos 21 personas de la misma edad y sexo.
21=4x5+1y por tanto al menos hay 5 personas de la misma nacionalidad, edad y sexo.



60 soLucion

En un torneo, como el mundial 2014, se jugaran 64 partidos. En la primera ronda se juegan
48 partidos: 6 partidos en cada uno de los 8 grupos. En los octavos de final se juegan 8, en
cuartos 4, en semifinales 2 y en las finales se juegan los Ultimos 2 partidos.

La probabilidad de que dos jugadores no cumplan afos el mismo dia es:

ﬂ=0,997
365

Si los dos primeros jugadores no cumplen afios el mismo dia, existen 363 dias en los cuales,
un tercer jugador puede cumplir afos sin coincidir con los otros dos. Esto es, la probabilidad
de ninguno de tres jugadores cumpla afios el mismo dia es:

363x364

——=0,992
365x365

Para 22 jugadores, la probabilidad de que ninguno de ellos cumpla afios el mismo dia es:

344x345%346x....x362x363%x364

=0,524
365x365%x365x%....x365x365%x365

Ahora podemos calcular la probabilidad de que algun jugador cumpla afios el mismo dia que
otro. Ella es igual a: 1-0,524=0,476

Y como se juegan 64 partidos, el 0,476 de 64 partidos es igual a 30,5. Entonces en aproximada-
mente 30 partidos, encontraremos en las alineaciones iniciales, dos jugadores que nacieron
el mismo dia.

61 soLucion

Hay (161}5?:; elecciones posibles de los jugadores.( Recuerde que (§]= r!(:!_r),)

La suma de los nimeros de las camisetas de los elegidos serd impar si hay entre ellos una
cantidad impar de nimeros impares. En las camisetas hay 6 nimeros impares y 5 pares.
Escribamos ahora los casos en los cuales la suma de las camisetas sea impar:

. . 6 5
Una camiseta impary 5 pares: (JX[SJ:éxl

Tres camisetas impares y 3 pares: [gjx[gssj:20x10
Cinco camisetas impares y 1 par: @x@%xs
Asi pues, la probabilidad pedida sera:

6+200+30 236 118 _
(11] 462 231
6



62 SOLUCION

Si lanzamos una moneda dos veces, el nimero de caras C y sellos S posibles son 4, a saber

CC, CS, SCy SS y de estos eventos hay 3 en donde al menos se presenta una cara. Por ello la
N 3

probabilidad de que al lanzar una moneda dos veces salga al menos una cara es 7

63 SOLUCION

Si en la posicion de las unidades colocamos el cero en la posicion de las decenas podemos
colocar uno de los tres nimeros 1, 2, 3 o sea tres posibilidades. Colocado este, en la posicion
de las centenas solo tenemos 2 posibilidades porque ya solo nos quedan dos numeros. Por
lo tanto podemos formar 6 nimeros de tres cifras con el Ultimo digito el cero y los digitos de
las decenas y centenas diferentes.

64 SoLucION

Con los digitos 1, 2, 3,4 podemos formar 12 ndmeros diferentes porque para la posicién de las
decenas podemos escoger como digito, uno cualquiera de los 4 nimeros dados y colocado el
digito de las decenas nos quedan 3 digitos para las unidades ya que los nimeros son diferen-
tes. Con ello formamos los doce siguientes nimeros: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34,41, 42, 43.
Y entre ellos hay 6 nimeros impares 13, 21, 23, 31, 41, 43. Por lo tanto la probabilidad de sacar

. . 6
un numero Impar €s E=0.5.

65 SOLUCION

La media aritmética también conocida como la media o el promedio, se obtiene a partir de la

suma de todos los datos de un mismo conjunto dividida entre el nimero de sumandos.

La suma de las calificaciones es §=4,5+3,5+4,2+3,84+4,3+3,7+4=28 y la media x de las cali-
s 28

ficacioneses x=2-22
n 7

66 SOLUCION

Sean A, By C los amigos de Anita. Ella puede repartir las invitaciones de la siguiente manera:
123, 132, 213, 231, 312, 321, donde usamos la notacion anterior para indicar que al primer
destinatario se le ha entregado la invitacion del destinatario A, al segundo la del destinatario
By al tercero la del destinatario C. Observando estas seis maneras de repartir, el nimero de
invitaciones que llegan al destinatario correcto son respectivamente 3,1, 1, 0,0, 1. Vemos que
en 4 de los seis casos posibles hay al menos una invitacion que llega a su destino correcto.
Por tanto, la probabilidad de que al menos una de las invitaciones llegue al destino correcto
4 2

€S p=—=
p63

A
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67 SoLUCION

Con los ndmeros 1, 2 y 3 se puede obtener una suma de 6, mediante las siguientes 7 ternas
ordenadas e igualmente probables. Ellas son: (1, 2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1),
(2, 2, 2). La balota marcada con el nimero 2 esta en la terna (2, 2, 2) una vez entre las siete
posibles.

Por ello la probabilidad de que se haya sacado la balota marcada con el nimero 2 en las tres
ocasiones es p=% .



68 soLucion

Miremos con detalle los elementos que estan presentes en el préstamo de Felipe a Daniel.
En primer lugar Felipe gand $160.000 por prestarle a Daniel $800.000. En esta transaccion:
$800.000 es el capital invertido y se llama capital presente que representamos con la letra P,
$160.000 representa el interés devengado por el préstamo, se denota con la letra I; $960.000
representa el valor en que se transforman los $800.000 durante los tres meses; el valor inicial
mas los intereses, se denominara valor futuro y se representa con la letra F. Por lo tanto, valor
futuro es el valor en que se convierte un capital inicial prestado a una tasa de interés fijada 'y
en tiempo determinado y asi F=P+I. En el interés simple, los intereses no producen intereses.

En efecto, I=F—P=960.000—800.000=160.000.

Estos intereses corresponden a un periodo de 4 meses el cual se representa con letra n:
. (1) 100
i=|— [x—
n P
Asi, el porcentaje o el interés i simple devengado en un mes es:

;_ 40.000x100
800.000

=5%

69 soLucion

Los elementos presentes en la transaccién bancaria son:

El capital presente en el préstamo bancario es P=$1.200.000. El interés anual es de i=24%
anual = 2% mensual =0,02. El periodo del préstamo es 6 meses.

El interés devengado por el préstamo I lo podemos calcular como:

[=Pxixn=1.200.000x0.02x6=144.000. Entonces el papa de Anita paga mensualmente
2% de interés que equivalen a $24.000 y el capital futuro:

F=P+Pxixn=Px(1+ixn)=1.200.000x(1+0.02x6)

F=1.200.000x1.12=1.344.000

100 PROBLEMAS QUE TODO BACHILLER DEBE ENTENDER Y RESOLVER

~J
w



70 SoLUCION

En esta operacion crediticia el capital presente P es $5.000.000 y como ha pagado 6.600.000,
este es el capital futuro y entonces I=F—P=6.600.000—5.000.000=1.600.000.
Estos son los intereses pagados durante 8 meses.
La tasa de interés simple mensual la podemos calcular del siguiente modo:
Como F =P+ Pxixn podemos despejar i de esta expresion
- . . X

It Ao,

El porcentaje del interés simple mensual pagado el propietario del café internet es del 4%

mensual y pago $200.000 mensuales en intereses.

71 S0LUCION

Para poder resolver el problema planteado repasemos el concepto de interés compuesto y
de capitalizaciéon. En una transaccion se presenta el interés compuesto, cuando los intereses
simples se suman periédicamente al capital inicial.

A este proceso se le llama capitalizacion y el tiempo que dura la operacion se denomina
periodo de capitalizacion. El interés compuesto, es importante debido que la mayoria de las
corporaciones financieras lo usan y él da el rendimiento efectivo de cualquier inversion.

El capital futuro, cuando se trabaja con el interés compuesto, viene dado por la expresion:
F=Px(1+i)

De donde P es el capital presente, i el interés del periodo y n los periodos de capitalizacion y

ademas el capital presente es P=Fx(1+i)"

. , ) . 24% }
En nuestro caso tenemos que P=1.000.000, el interés trimestral es I=TO=6% y el numero
de periodos, 4 trimestres en un afo, es n=4

Por lo tanto F=1.000.000x(1+0,06)" ~1.000.000x1,26247696 ~ 1.262.477 .

Con interés simple F:1.000.000x(1+0,06><4):1.240.000,

En el primer trimestre el capital con intereses es 1.000.000%(1,06)=1.060.000. En el segundo
trimestre es 1.060.000x1,06=1.123.600, en el tercer trimestre es 1.123.600%x1,06=1.191.016 y
en el dltimo, el capital con intereses es 1.191.016 X 1.06=1.262.477

Los intereses al final del afio son: Con interés compuesto 262.477 y con interés simple 240.000



72 SOLUCION

El capital que necesita la mama de Teo es 1.800.00 pesos y debemos conocer cual valor
presente produce ese capital, usando el interés compuesto. Entonces el interés es 5%.Y el
numero de periodos es n=4, cuatro trimestres en un afio. Con estos datos podemos calcular

el valor presente P.
F  1.800.000

(1+i)" (105

P=Fx(1+i)"=

Y asi PzM:1.480.864,45
1.2155
La mama de Teo debe depositar 1.480.864,45 hoy para dentro de un afo tener un capital de

1.800.000 pesos.

73 SOLUCION

En este caso F=2P, el capital futuro es dos veces el capital presente, el periodo es un mes en-
tonces con esos datos y la expresion para el interés compuesto podemos calcular el valor de n.

Como %:(1+1’)" y entonces 2=(1+0,02)"
Por tanto:

log(2) 0,3010299956

n= ~ ~35meses
log(1,02) 0,0086001717

En cambio un usurero que presta al 10% duplica su capital en:

L, 108(2) _0,3010299956
“log(1,1)  0,0413926851

~7,3meses

74 SoLUCION

Los datos que nos entrega el enunciado son: P capital presente o inicial, F=2 xP n=36 meses
meses y nos piden averiguar el interés compuesto mensual i. De la expresion:

F=Px(1+i)
Podemos despejar: 1
F\n .
J— —1:1
g
Entonces: 1

i=(2)% -1~0,0194

Es decir, el porcentaje de interés que la entidad esta pagando es 1,94% mensual.
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75 SOLUCION

Una buena idea es reemplazar las funciones trigonomeétricas en términos de las funciones
senoy coseno. También es buena idea efectuar los productos indicados y simplificar al maxi-
mo las fracciones. En este caso, para iniciar, seleccionamos el lado izquierdo de la igualdad
por ser mas elaborado y contener mas operaciones para realizar. Asi,

cos(t)(tan(t) + cot(t)) =csc(t)
cos(t)(tan(t) + cot(t))

:cos(t)[sena);os(r)J

cos(t) sen(t)

sen(t)+ cos(t)z =

sen(t)2 +cos(t)2 1
sen(t) sen(t)

=csc(t)

Con este procedimiento hemos verificado la identidad:

cos(t)(tan(t) + cot(t)) =csc(t)

76 SOLUCION

Observe que ésta es una ecuacion cuadratica en cos (t). Entonces:
Iy 1
cos(t):—_1i41+8 Entonces cos(t)=-1 0 cos(t)=z

. . 1
Si cos(t)=-1, el valor de t en el intervalo 0 < t < 2w es t=r y para COS(t)=§, los valores en el

, 5
intervalo 0 < t < 2w son t=% 0 t:?ﬁ

Facilmente se verifica que todos los valores obtenidos de t son soluciones de la ecuacion.

77 SOLUCION c




Podemos usar para calcular el lado a la ley del coseno que podemos escribir de la siguiente
manera. a*=b"+c’ —2xbxcxcos(a)

4xbxc

Por hipétesis sabemos que el drea del triangulo ABC es 4= y ademas el area de un

triangulo también se puede calcular con la expresion Azb“%e“(‘"), Entonces de estas dos
. . - , 4
expresiones para el area del triangulo, podemos deducir que Sen(a):g.

. 3 . .
Con este valor podemos determinar que cos(a)=ig y reemplazando en la primera expresion

tenemos:
a= b2+c2i6xgxc

Y esta es la expresion para el lado del triangulo.

78 SOLUCION

De acuerdo con la ley del seno tenemos para un triangulo ABC de lados a, b y ¢ y con angulos
opuestos a, B, y se tiene la ley del seno:

sena _senf seny

a b c

De acuerdo con los datos podemos escribir la siguiente ecuacion:

sen(30°) sen(f)
5 5

Por tanto:

Las soluciones de la ecuacion Sen(ﬂ):% estan en el primer y segundo cuadrante, las podemos
llamar B,y B,-B,=30° y B,=180°-p,=150°. Indaguemos si 8, es apropiado, como a+ ,=180°,
se concluye que el tercer angulo y debe ser 0° y entonces con el angulo g, no se forma un
triangulo. Con a=30°y B,=30°, concluimos que el tercer angulo y=180°-30°-30°=120°. Ahora
calculamos el tercer lado ¢ con la expresion:

senfi _seny
b c

71
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y ast. sen30° senl120°

5 c
Y entonces:
(120°) &
sen(120° By
=5x— " J_5x 2 _5x.3
€= sen(30°) ) 1 3
2

En conclusién hay un solo triangulo que satisface las condiciones dadas.

79 SOLUCION

cos (6x —x) —cos (6x+x)=0
cos 6x cos X + sen 6x sen X — cos 6x cos X + sen 6xsenx =0
2sen6xsen x=0
sen6x=0o0sen x=0
6x=kmox=km, kE€Z

Entonces:

x:]%r 0 x=kr, keZson las soluciones de la ecuacion original.

80 soLucION

A partir de la relacién existente entre los coeficientes de la ecuaciéon cuadratica y sus raices

podemos escribir las siguientes relaciones:
a=tan(«)+tan(f) y b=tan(c)Xtan(f)
c=cot(x)+cot(f) y d=cot(cx)Xcot(p)

De acuerdo a estas relaciones podemos escribir:
1 1 tan (o) +tan(B)

““tan(w) tan(p) tan(a)xtan(p) 3
También tenemos que:
d= cot () xcot (B) :W :%
De este modo: CXd:%
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Usando las identidades trigonométricas basicas de adicién y sustraccién podemos escribir:

senx +sen(3x)+sen(5x) sen(3x—2x)+sen(3x)+sen(3x+2x)

cosx +cos(3x)+cos(5x) - cos(3x —2x)+cos(3x)+cos(3x +2x)

Esta expresion es idéntica:
2sen(3x)cos(2x)+sen(3x)

2cos(3x)cos(2x)+cos(3x)

Sacando el factor comun sen(3x) en el numerador y cos(3x) en el denominador obtenemos:

sen(x)x(Zcos(Zx)+1)
cos(3x)x (2cos(2x) + 1)

Simplificando en el numerador y denominador obtenemos:

sen(3x)
cos(3x)

=tan(3x)

82 SOLUCION

Consideremos que las expresiones de la forma Asen(x) + B cos x siempre pueden escribirse en
la forma ksen (x + @) 0 k cos (x + @) con k> 0.

k cos (x +¢) =k [cos x cos ¢ — sen x sen @]
=k cosxcos ¢ — ksen xsen @

= (—ksen @) sen x + (k cos ) cos x.

Para que se cumpla la igualdad es necesario que:
1

(—k sen @) =y quekcose zg

Elevando cuadrado ambas expresiones:
1 3

—ksen @)’==Y (k cos @)*>==

( ®) 27 (kcos @)* =

(—k sen @)*+(k cos p)*=k*=1 0 sea k=1

De esta forma y conociendo el valor de k:
Tenemos que sen(cp)=—% y cOMo kcos:p:@ deducimos que Cosw=§
Como sen(¢)<0 Y cos (¢)>0 concluimos que ¢ esta en el IV cuadrante. Por lo tanto:

p=_T
6

Asi @ +@ =k cos (x + ¢)=1cos {x—gj
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83 SoLUCION

a) [-3,8]={x/—3 < x < 8}. Graficamente podemos representar esta desigualdad en la recta real

como un intervalo con los extremos incluidos:

——eie
-3 8

b) (512]={x/5 < x < 12} Graficamente:

oW
5 12

C) (—o0,2)={x/x<2} Graficamente:
B
2

Como los intervalos son conjuntos, podemos realizar entre ellos las operaciones union, inter-
seccion y demas operaciones entre conjuntos.

84 soLucIoN

a) [5.9]v(3.6)=(39]. Ya que {x/5<x <9 u{x/3<x <6} ={x/3<x <9} y este intervalo lo podemos repre-
sentar graficamente como sigue:

(391

b) [5.9]n(3.6)=[5.6)ya que {x/5=<x<9 n{x/3<x<6} ={x/5<x<6}

Graficamente: 3 s 6 9
— o —0— 00—
f—
9
P
[5,6)



85 SoLUCION

a) Empleando propiedades de orden de los nimeros reales:

6-x<2x+9
6-Xx+x<2x+9+x
6<3x+9
6-9<3x+9-9
-3<3x

-1<x

Luego, el conjunto solucion es {x:x>-1} es decir, el intervalo [-1,»).

b) Empleando propiedades de orden de los numeros reales:

2° 5
SX(—EJSS
2

<4-3x<

1 _4-3x 1
<7
4
NS

4-3x <5><[lj
5 4

>

N | Ul

vl

7774§473x74<%74

N

13 11
—2 < 3x<—=
4

Es decir;

Luego, el conjunto solucién es el intervalo:

E,E = XER:E<XSE
12 6 12 6
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a) Procedemos haciendo uso de las propiedades de los exponentes:
(4a'b*) (50" )=(4* (@) (&°)' ) (505
=(16a°b*)(5a°b°)
=(16)(5)a"a’b’ D’
=80a"p"
b) Procedemos haciendo uso de las propiedades de los exponentes:
( 3 szgy
2x122 | | 3y* ) 4-3xtyizt

_ 3221 X4X2y4y7222274

3 6.2, -2
=—X"yz
4 y

B 3X6y2
47*

87 SOLUCION

i x’—x-12 3+x (x-4)(x+5)  x+3 (x—4)(x+3)(x+3) _ x+3

X=9  4-x (x-3)(x+3) —(x-4) —(x-3)(x+3)(x—4) x-3

4y°-9  2+y-3_ 4y'-9  y+5y-6 _(2y-3)(2y+3) (y+6)(y-1)

. 2749y 18 P 45y-6 2)°+9y-18 2y +y-3 (2y-3)(y+6) (2y+3)(y-1)

i ZXZXQ% (2x*-3x-2)(x* +x-2) (2x+1)(x-2)(x+2)(x~1) x-2

20 +5xi2  (0-1) (2 +5x+2)  (x+D)(x-D)(2xr1)(x+2) x+1
X’ +x-2

88 soLucion
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Sean L, la recta que queremos hallar y L, la recta que pasa por los puntos A y B. Denotemos
por m, y b, la pendiente y el intercepto con el eje y de la recta L,, respetivamente; es decir,
la ecuacion de L, es y =m, x+b,. Asi mismo denotemos por m, la pendiente de la recta L,.
Empleando los puntos (x,,y,) = (1,1) y (x,,y,) = (5,—1) podemos calcular m,;

-1-1_ 2 1
mz—iz——:—f
5-1 4 2
m1=—i1=2
Como L, es perpendicular a L, tenemos que m,xm,= —1y por tanto -, - Asi la ecua-

cion de L, esy = 2 x+b,. El valor del intercepto b, se obtiene al reemplazar el punto €(3,2) en
la ecuacion de la recta, es decir, 2=2(3)+b,. Por lo tanto b,= —4, asila ecuacion de la recta L,
esy=2x—4.

89 soLucion

La simetria con respecto al eje x significa que para cualquier punto (x,y) del plano cartesiano
su simétrico con respecto al eje x es el punto (x, —y). Sabiendo que la recta L, es simétrica a
L,, con respecto del eje x, tenemos que el simétrico del intercepto de la recta L, con respecto
al eje y, el punto (0, —3), es entonces (0, 3) y este punto es entonces el intercepto de L,. El
intercepto de L, con respecto al eje x es el punto (%0] y Su simétrico con respecto a x es el

mismo( 3 o
4

Como dos puntos definen una recta, con ellos encontramos la ecuacion de L, como y = —4x+3

90 soLucion

Por la definicion de valor absoluto sabemos que f(x)=|x + 2|=x + 2 cuando x+2 > 0 es decir
Six>-2.

Cuando x+2 <0, estoessix< =2, f(x) = |x+2|=—(x+2)=—x—2.
En otros términos esta funcion es equivalente a la funcién definida por secciones:

f(x):{XJrZ’ xi:;




91 soLucion

El dominio de f son todos los reales (-o0,+0) puesto que x*+4 es un numero real para todo
ndmero real x. Puesto que x? > 0, para todo x, entonces x?+4 > 4, de lo anterior deducimos que
f(x) = 4. Por lo tanto, cualquier nimero = 4 es la imagen de al menos una x del dominio. Por
ejemplo, para encontrar una x tal que f(x)=7, resolvemos la ecuacion 7= x*+4 para x y obtene-
mos x = + 3. En general, para cualquier k = 4, al hacer f(x) = k, obtenemos k = x*+4 y €so nos
da las soluciones x=++k—4. Esto prueba que el rango de la funcién es el conjunto de todos
los nimeros >4. Es decir el intervalo [4,+).

92 SoLUCION

Acorde con la definicion de la funcion compuesta de dos funciones, tenemos que:

(gop) () = g(f () = g(Vx) = (Vx)? =5 = x —5. Aunque la funcién x —5 esta definida para todos
los nimeros reales, el dominio de gofno es el conjunto de los nUmeros reales. Veamos porque:
El dominio de la funcion g es el conjunto de todos los numeros reales y su rango el intervalo
[—5,+00), pero la funcion f(x) = Vx sélo esta definida para los nimeros x = 0 y su rango es
igual. Asi que el dominio de gof es el conjunto de los nimeros reales positivos, es decir, el
intervalo (0,4).

Observa la representacion de los dominios de las funciones £, g y gof en la gréafica de las tres
funciones:

104
(oA =g(f ()
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El radicando v3x-6 debe ser positivo. Al resolver 3x —6 > 0 se obtiene x > 2, por lo cual el do-
minio de fes [2,+)

Ahora, por definicion ¥3x-6>0 para x = 2, y en consecuencia, y=7++3x-6>7. Puesto que
3x—6y 3x—6 crecen cuando x > 2, se concluye que el rango de fes [7,4+).

94 soLucion

Supongamos gue tenemos en la pantalla de Ia calculadora el nimero x. Camilo al pulsar A
obtiene 1. Si a continuacion pulsa B obtiene *=1. S Iuego pulsa A nuevamente, obtiene ~—

Despues pulsa nuevamente By en pantalla aparece 1T Luego de pulsar A otra vez resulta
1—x,y si a continuacion se pulsa B se obtiene x. Es deC|r gue la secuencia de seis pulsaciones
ABABAB deja en la pantalla el mismo ndmero inicial. Ahora bien, 848 = 6x 141+2 o lo que es
lo mismo 648=2 mod (6), es decir que al pulsar ABAB. . . hasta completar 848 pulsaciones es
lo mismo que pulsar AB. Si el nimero que estaba inicialmente en la pantalla era x, al pulsar A

y luego B, resulta 1-1 Porlotanto 1-1-038 y asi 1 _0.2 y por ultimo x=5.
X X

95 soLucIoN

En general, tenemos que la ecuacion de la circunferencia de centro (h,k) y radio r es:
(x—h)?+ (y—k?=r?
Enestecaso, h=—4,k=2yr=2yentonces la ecuacion de la circunferencia es:
(x+4)2+ (y—2)!=22=4
Si realizamos las operaciones indicadas en esta ecuacion tenemos que:
X+ 8x+ 16 +y*—4y + 4 = 4,y simplificando:
X¥+y’+8x—4y+16=0
Luego, la ecuacion x* + y? + 8x — 4y + 16 = 0 también representa la circunferencia de centro en
el punto A (-4,2) y radio 2.

N
ES
o
=
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Debemos expresar la ecuacién dada en la forma (x=h) +(y—k)’=r?

1 1
X+ Yy +x+2y+—=0
Y 2 Y 16

1 1
X +=x+y 2y =—"—
2 Y Y 16

En donde podemos completar dos trinomios cuadrados perfectos, es decir:

1 1 1 1
X r=x+— |+(y+2y+1)=——+—+1
( 2 16j (v +2y+1) 16 16

Para obtener:

(x+%)z+(y+1)2 =1

- . , 1 ,
Luego, la ecuacion representa una circunferencia de centro en (ij yradio 1.

97 SoLUCION

Como los focos estan ubicados en (2,2) y (10,2) entones el eje focal de la elipse es la recta
y=2y tenemos una elipse horizontal.

Observe que la distancia entre los focos es 8 unidades y por lo tanto 2c =8, es decirc =4y el
centro de la elipse se ubica a 4 unidades de cada foco y por lo tanto el centro de |a elipse debe
ser el punto (6,2), es decir que (h, k) = (6,2).

Al ubicar en este punto el origen del sistema de coordenadas x’y’, obtenemos las ecuaciones
gue relacionan los dos sistemas de coordenadas, estas sonx’=x-6yy’ =y — 2.

Con este par de ecuaciones podemos obtener las coordenadas de los focos y el vértice dado
en el sistema de coordenadas xy".

Focos (2 — 6,2-2) = (—4,0) y (10 — 6,2 — 2) = (4,0).
Vértices (0 — 6,2 — 2) = (—6,0).

Luego el otro vértice se encuentra en el punto (6,0) en el sistema de coordenadas x’y’ y en el
sistema de coordenadas xy en el punto (6 + 6,0 + 2) = (12,2)

En la figura se muestra la ubicacion del sistema de coordenadas xy, los focos y los vértices.
Segun sus coordenadas en el sistema xy’ podemos concluir que ¢ = 4y a = 6. Por lo tanto
b=+a* -c* =\36-16 =20 y entonces la ecuacion de la elipse, en el sistema de coordenadas xy, es:



y en el sistema de coordenadas xy, es:

+
36 20

Los principales elementos de la elipse en el sistema de coordenadas x’y’ son los siguientes:

Centro € = (0,0).

Focos F, = (—=4,0) Y F, = (4,0).

Vértices V, = (—=6,0) y V, = (6,0).

Extremos del eje menor A, = (0,¥20) y 4, = (0,—v20).

A continuacion, se muestra la grafica de la elipse.
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98 soLucion

a) Enestecaso, h=—-1,k=3yp=—1 (p se despeja de la igualdad (hp+k) = (—1,2)). Por tanto, la
ecuacion requerida es y—3:L(x+1)2, gue se puede escribir también como 4y+x2+2x—11=0.

4(-1)
b) En este caso, h=3,k=0Yy p=—2 (p se despeja de la igualdad (h + p,k) = (1,0)). Por tanto,
la ecuacion requerida es X_3:Hy2' gue se puede escribir también como 8x+y?*+24=0. A

continuacion tenemos la grafica del punto a):

99 soLucion

Como los focos de la hipérbola se encuentran en los puntos (-8,0) y (8,0) entonces identifica-
mos ¢ = 8. Ahora, como el punto (2,0) pertenece a la grafica de la hipérbola y la ecuacién de
este tipo de hipérbolas es de la forma:

[N}

2

=1

QNl >
%S

2 2

. 22 0 .
Entonces se debe cumplir que ?_?:1 y asi a*>= 4, como a>0 entonces a=2

., ., 2 2
b?=c?—a?=82—2?=60 . Por lo tanto la ecuacion de la hipérbolaes: * _Y_ _
4 60

104
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Teniendo en cuenta la informacién suministrada podemos suponer que la parabola que des-
cribe el puente tiene su vértice sobre el eje Y de un plano cartesiano como muestra la grafica:

(0,7)
(75,0)

De acuerdo con la grafica, la pardbola que describe el puente corresponde a una parabola con

vértice en el punto (0,7) que se abre hacia arriba.

Por lo tanto su ecuacion es: y—7=k x* donde k es una constante que se puede determinar

conociendo que cuando x = 75 6 x = —75 se tiene que y = 22. Es decir, 22 — 7 = k (75)? de
15 1

donde p==—2-_~_.
75% 375

Asi que la ecuacion de la parabola es:
2

y:7+_

Ahora, si un punto se encuentra situado a 15m de alguna de las torres entonces estara ubica-
do sobre el eje X en un punto con coordenadas (—75 + 15,0) o (75 — 15,0), es decir (—60,0) 0
(60,0). En cualquier caso, la altura de la parabola correspondera a:

89
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EDUCACION=LIBERTAD

0\ IO s e 1 L H Aférrense con todas sus fuerzas

y conviccion a la educacion. No desfallezcan;
estudien mucho. El futuro no lo sabemos pero,

con certeza, si nos educamos sera mucho mejor”.

Sergio Fajardo

GOBERNACION DE ANTIOQUIA
Republica de Colombia
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